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TTeber  die  Bewegung  eines  starren  ebenen  Systems 
in  seiner  Ebene. 

Von 

Dr.  R  Mehmke  , 

Profetaoi  an  dar  teehn.  HoolMobnla  au  DarmiUdt. 


Trotzdem  so  zahlreiche  Arbeiten  über  die  Kinematik  des  starren  ebenen 
Systems  Torliegen,  so  scheint  doch  bis  jetzt  nur  der  ^allgemeinem,  d.  h. 
der  gewöhnlichste  Fall^  in  welchem  die  Polbahn  and  Polcarve  sich  im  End- 
lichen in  gewöhnlichen  Punkten  berühren  und  die  Berührungsordnung  nicht 
Yon  Eins  Terschieden  ist,  untersucht  worden  zu  sein.  SoTiel  ich  weiss,  hat 
erst  Herr  SchOn flies*  auf  einen  besonderen  Fall  hingedeutet,  nämlich 
den,  in  welchem  jene  Curren  sich  Ton  innen  berühren  und  gleiche  Krüm- 
mung besitzen.  Hierdurch  angeregt,  habe  ich  im  Sommer  1886  versucht, 
mir  über  alle  Fftlle,  die  bei  der  Momentanbewegung  eines  starren  ebenen 
Systems  in  seiner  Ebene  auftreten  kennen,  genaue  Rechenschaft  zu  geben 
und  diese  Fälle  zweckmässig  einzutheilen.  Die  Ergebnisse  meiner  damaligen 
Untersuchungen  sind  in  der  folgenden  Abhandlung  niedergelegt.  Ich  habe 
mich  vorläufig  auf  die  Betrachtung  der  von  den  Sjstempunkten  beschrie- 
benen Bahnen  beschränkt,  glaube  jedoch,  diesen  Gegenstand  zu  einem  ge- 
wissen Abschlüsse  gebracht  und  zugleich  mit  den  allgemeinen  Formeln  des 
ersten  Abschnittes  (§§  4  —  6)  eine  sichere  Grundlage  für  weitere  Unter- 
suchungen gegeben  zu  haben. 

Auf  eine  wichtige  Tbatsache  will  ich  schon  jetzt  hinweisen:  Die  er- 
wähnten allgemeinen  Formeln  für  die  Geschwindigkeiten  beliebiger  Ordnung 
der  Sjstempunkte,  für  die  Wechselgeschwindigkeiten  des  Poles,  für  den 
Zusammenhang  zwischen  ursprünglicher  und  umgekehrter  Bewegung  u.  s.  w. 
bleiben,  was  die  äussere  Gestalt  betrifft,  bestehen,  wenn  man  zu  affin- 
veränderlichen und  collinear- veränderlichen  Systemen,  sei  es  in  der  Ebene 
oder  im  Baume,  übergeht.     Nur  ändert  sich  zum  Theil  die  Bedeutung  der 


*  Arthur  Schönflies,  Geometrie  der  Bewegung  in  synthetischer  Darstel- 
lang,  Leipzig  188<(,  S.  46  u.  46. 
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2  üeb.  d.  Bewegung  eines  starren  ebenen  Systems  in  seiner  Ebene. 


darin  auftretenden  Grössen.  Die  complexen  Zahlen  W  z.  B.  (s.  §  4)  ver- 
wandeln sich  in  Grassmann'sche  Quotienten  mit  mehreren  Zählern  und 
Nennern  (Symbole  für  lineare  Verwandtschaften),  die  Determinante'  in 
Gleichung  14)  wird  eine  symbolische  u.  s.  w.  Genaueres  hierüber  werde  ich 
später  mittheilen. 


1 1«  Vorbemerkungen. 

Es  schien  mir  für  diese  Untersuchungen  die  gebräuchliche  geometrische 
Darstellung  der  complexen  Zahlen  das  geeignetste  Werkzeug  abzugeben. 

Als  geometrisches  Bild  der  complexen  Zahl  x  =  i  +  i^'  dient  bekannt- 
lich entweder  derjenige  Punkt  Xj  welcher  in  Bezug  auf  das  zu  Grunde  ge- 
legte Axensystem  die  Coordinaten  $,  |'  hat,  oder  aber  diejenige  nach  Länge 
und  Richtung  aufgefasste  Strecke,  deren  Projectionen  auf  die  Axen  |  und  ^ 
sind.  Es  wird,  je  nach  Bedürfniss,  von  der  einen  oder  der  andern  Auf- 
fassung Gebrauch  gemacht  werden. 

Man  erinnere  sich  der  folgenden  bekannten  Sätze: 

1.  Bezeichnen  a  und  h  die  als  Punkte  aufgefassten  Bilder  zweier 
beliebigen  complexen  Zahlen  a  und  b,  so  ist  das  Bild  von  (a  — 5),  als 
Strecke  aufgefasst,  an  Länge  und  Richtung  der  Strecke  ba  gleich. 

2.  Die  Multiplication  einer  als  Strecke  aufgefassten  complexen  Zahl 
mit  ef9  bedeutet  eine  Drehung  jener  Strecke  um  den  Winkel  (p.  Ins- 
besondere  zeigt  der  Factor  t  die  Drehung  um  einen  rechten  Winkel  an. 

3.  Sind  ahc  und  a|5,c,  zwei  gleichstimmig  ähnliche  Dreiecke,  so 
besteht  zwischen  den  complexen  Zahlen ,  die  zu  den  Ecken  jener  Dreiecke 
gehören,  die  Beziehung: 

Die  Bahn  eines  sich  beliebig  bewegenden  Punktes  x  kann  immer  durch 
eine  Gleichung  der  Form  x  =  f(t)  dargestellt  werden,  wobei  t  eine  reelle 
Veränderliche  bezeichnet.  Ihrer  Bedeutung  nach  ist  f[t)  eine  eindeutige 
stetige  Function ;  sie  möge  zugleich  als  differentiirbar  vorausgesetzt  werden. 
Sieht  man  t  als  die  Zeit  an,  die  von  einem  beliebigen  anfönglichen  bis 
zum  betrachteten  Augenblicke  verflossen  ist,  so  giebt  die  als  Strecke  auf- 
gefasste complexe  Grösse  x=^—  Länge  und  Richtung  der  Geschwindigkeit 

cl^x 
an,  welche  der  Punkt  x  gerade  besitzt    Ebenso  bezeichnet  x"^-r-z   die  als 

Strecke  aufgefasste  Beschleunigung  oder  Geschwindigkeit  zweiter  Ordnung, 

d^x 
allgemein  ^*^~-nr  die  Geschwindigkeit  n^**  Ordnung  von  x, 
dt 
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iS.  Ute 

b  radb  die  Gesteh  der  Cinrve  s^f{t)  ib  der  Kihe  des  n  1  =  0 
y hBi  Igt  ■  Peakte«,  der  zum  Anfimg^Hukt  des  CoordimUeBSTstems  \ 

Die  Eoftwidefai^g  Yoa  f(()  aach  steigenden  Potenaen  Ton  t 
«=«r+«il^  +  -.  +  «^r^  +  *l^  +  >i/A+.... 

«<«!<  — <-r<^<A<- 

ffiv  aoll  5  den  etsten  yom  den  auf  n  folgenden  Coeffeienten  bedenten, 
;enwnrhen,  niebt  ra  m  panllel  ist;  d.  h.  es  soll  jedor 
Oj:«,  i^:«i  •••t  Ar^A  reell  sein,  5:n  deg^gm  niebi. 


p=a(•M+?L(^-«^....^  +  5l^  +  . 


10  Int  die  KlammergrCsse  immer  einen  reellen  Werth,  dessen  ünterMhied 
Ton  fins  beüebig  klein  gemacht  werden  kann,  indem  man  t  hinreidiend 
kkia  «iUL     D.  k,  ftr  genügend  kleine  Wertbe  von  t  hat  man 
1)  *  =  •(■+ W^  +  -... 

■*"'*^  ^ 

a  =  — rt 

«! 


2) 


üi    Das  Zaklenpaar  (a,  /))  soll  das  Zeieken  der  untersuchten 
CnrTenstelle  genannt  werden.**     Hier  bedeuten  also  a  und  ß  die  Ex* 
poneDten  der  beiden  niedrigsten  nicht 
Tsnehwindenden   Ableitungen    Ton   s 
nadi  <,  derai  als  Strecken  aafgefasste 
gMBetrisebe  Bilder  nicht  poiallel  sind. 

Man  projidre  s  auf  jede  der  Ge- 
laden oü  und  oh  parallel   tur  jedes 
■iligen  andern.     Die  Projectionen  x« 
vnd  x^  sind  offenbar  die  geometrischen 
Bilder  der  eomplezen  Grössen 
3)       JC  =  a(*.    74=^hif, 

Da  bd  unbegrenxter  Abnahme  Ton  i 
ox»  aehneller  abnimmt,  als  ox«,  so  ist 
9a  Tangente  der  Gurre  in  o.  Wegen 
2)  ist  oa  au  dem  als  Strecke  auf- 
gegärten Bilde  Ton  x^*'  parallel.  Letzteres  giebt  demnach  die  Tangentenrich- 
tnag  der  Gurre  im  fraglichen  Punkte  an.    Femer  ist  klar,  dass  x«  und  daher 

*  VergL  hierxa  Mdbins,  Baryoentriacher  Calcal,  Leipng  1827  (Gesammelte 
Wetke  Bd.  1),  Cap.  6. 

**  Die  Beseichnnng  „Charakteristik'*  ist  schon  dermassen  Terbraueht,  daas  es 
l^iotea  tduen,  von  ihr  Abstand  zu  nehmen. 
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auch  X  mit  a  auf  derselben  Seite  von  oh  liegt  oder  nicht,  je  nachdem  t^ 
positiv  oder  negativ  ist,  und  Aehnliches  gilt  für  die  Lage  von  xt  bez.  x 
und  h  in  Bezug  auf  oa.  Wenn  daher  das  für  kleine  positive  bez.  negative 
Werthe  von  t  sich  ergebende  Curvenstück  positiv  bez.  negativ  genannt  wird, 
so  leuchtet  ein,  dass,  je  nachdem  a  bez.  ß  gerade  oder  ungerade  ist,  das 
positive  und  negative  Curvenstück  auf  derselben  Seite  von  oh  bez.  oa  liegen 
oder  nicht,  während  die  Lage  des  positiven  Stückes  den  Geraden  oa  und  oh 
gegenüber  in  allen  Fällen  die  gleiche  ist  Bezeichnet  mau  also  „gerade'' 
durch  +  und  „  ungerade **  durch  — ,  so  entspricht  das  Zeichen  (^, —)  einem 
Wendepunkte,  (+,  — )  einer  Spitze  (einem  Rückkehrpunkt  erster  Art),  (+,  +) 
einem  Schnabel  (Bückkehrpunkt  zweiter  Art).  Es  wäre  erwünscht,  für  den 
Fall  (—, +)i  zu  welchem  der  gew5hnliche  Curvenpunkt  gehört,  einen  pas- 
senden Namen  zu  besitzen.  In  Ermangelung  einer  bessern  mOge  im  Fol- 
genden in  ganz  vorläufiger  Weise  die  Bezeichnung  „  Einseitpunkt ^  dafür 
benützt  werden. 

I  8.  Ordnuncr  der  Berührung.    Krümmung. 

Die  Eintheilung  der  verschiedenen  Arten  von  Curvenstelleu  in  Einseit- 
stellen, Wendestellen,  Spitzen  und  Schnäbel  reicht  für  praktische  Zwecke 
nicht  aus.  Zur  feineren  Unterscheidung  dient  bekanntlich  die  Ordnung  der 
Berührung,  welche  ein  Maass  für  die  Innigkeit  des  Anschmiegens  der  Curve 
an  ihre  Tangente  im  betrachteten  Punkte  ist.  Mit  Möbius*  werde  diese 
Zahl  —  sie  heisse  a>  —  als  die  um  Eins  verminderte  Ordnung  der  unendlich 
kleinen  Strecke  XaX  definirt  unter  der  Voraussetzung,  dass  ox^  unendlich 
klein  erster  Ordnung  gesetzt  wird.     Mit  den  obigen  Bezeichnungen  ist  dann 

4)  a)  =  -^-l.** 

a 

Beim  gewöhnlichen  Curvenpunkt,  dessen  Zeichen  (1,2)  ist,  hat  a>  den 
Werth  1.  Dieser  Werth  kann  nur  vorhanden  sein,  wenn  /3  =  2ff,  also 
gerade  ist,  d.  h.  bei  den  Einseitpunkten  und  Schnäbeln.  Bei  einem  Wende- 
punkte oder  einer  Spitze  dagegen  ist  a>  immer  von  1  verschieden.  Unter- 
scheidet man  die  Fälle 

a)  =  l,     co>l,     w<l, 

so  ergeben  sich  im  Ganzen  zehn  verschiedene  Arten  von  Curvenstelleu,  näm- 
lich je  drei  Arten  von  Einseitstellen  und  Schnäbeln,  je  zwei  Arten  von 
Wendestellen  und  Spitzen.  Zu  derselben  Eintheilung  gelangt  man  auch 
durch  die  Betrachtung  der  Krümmung.  Um  für  letztere  einen  Ausdruck 
zu  gewinnen ,  sehe  man  den  Krümmungskreis  als  Grenzlage  eines  die  Curve 
in  0  berührenden  und  durch  den  unendlich  benachbarten  Punkt  x  gehenden 
Kreises  an.     Sei  (s.  Figur)  xx^  zur  Tangente  oa  parallel  und  oc  diejenige 


*  Möbius,  a.a.O.  §76. 
**  Möbius,  a.a.O.  §81. 
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Sehne  des  Erümmungskreisea ,  welche  za  oh  in  Bezug  auf  die  Carvennor- 
male  om  symmetrisch  liegt.  Die  Punkte  Xa  und  x^  mögen  dieselbe  Bedeu- 
tung haben,  wie  früher;  d  sei  der  Schnittpunkt  von  oc  mit  xx^. 

Da   die  Dreiecke  ox^x^   und  x^dc  gleichstimmig  ähnlich  sind,  so  hat 
man  vermöge  des  in  §  1  angeführten  dritten  Hilfssatzes 
Xt  —  0 d  —  a?i d  —  flf  j 

Nun  ist  aber  die  Strecke  dxt  verschwindend  klein  gegen  die  einander 
gleichen  Strecken  x^d  und  oxa  und  ebenso  od  verschwindend  klein  gegen 
00,  so  dass  bei  der  Vornahme  des  Grenzüberganges  (Xa  —  o)  an  Stelle  von 
(»6  — a?i)  und  (d  — rcj),  und  ferner  (c^o)  an  Stelle  von  (c  —  d)  gesetzt  wer- 
den kann.     Lässt  man  noch  überall  die  Null  weg,  so  kommt 

5)  c  =  --Ufn~^- 

Bezeichnet  man  den  absoluten  Werth  der  Krümmung  in  o  mit  %  und 
den  (stets  von  0  verschiedenen)  Winkel  zwischen  oa  und  oh  mit  tp,  so  ist 


-       2smq> 
fc^=  — z=z — » 


also  wegen  3) 
6)  k  =  28inq> 


oc 


t=o 

Bemerkung.  Nimmt  man  statt  des  Punktes  x^  seine  Projection  auf 
die  Cnryennormale  om,  so  föllt  oc  in  die  Richtung  om,  oder  es  wird 
m— o  =  -J(c— o).  Wird  daher  die  Projection  der  Geschwindigkeit  x^f^  auf 
die  Curvennormale  mit  ar  bezeichnet,  so  erhält  man  im  Falle  |?  =  2a  aus 
5)  und  2)  zur  Bestimmung  des  Erümmungsmittelpunkte»  m: 


7)  «_o__^J__. 


Die  Gleichung  6)  zeigt,  dass  die  Krümmung  endlich  und  nicht  Null, 
oder  Null,  oder  unendlich  wird,  je  nachdem  2(x=  /3,  oder  2a^ß,  oder 
2a  >ß  ist.  Der  Fall  2a  =  ß  verlangt  ein  gerades  ß,  d.  h.  nur  in  Ein- 
seitsstellen  und  Schnäbeln  kann  eine  endliche,  von  Null  verschiedene  Krüm- 
mung vorbanden  sein:  in  Wendepunkten  und  Spitzen  ist  die  Krümmung 
entweder  Nnll  oder  unendlich  gross.  Man  gelangt  folglich  auf  diesem  Wege 
ebenfalls  zur  Eintheilung  der  Curvenstellen  in  zehn  Arten ,  und  zwar  stimmt 
diese  Eintheilung  mit  der  oben  angegebenen ,  welche  auf  die  verschiedenen 
möglichen  Werthe  der  Ordnung  der  Berührung  gegründet  war,  überein.  In 
derThat,  weil  ffi>  =  /3:a  — 1,  so  hat  man  oo^l,  je  nachdem  2a  =  /3,  oder 
je  nachdem  die  Krümmung  Null,  oder  endlich  und  nicht  Null,  oder  un- 
endlich ist. 
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I.  Allgemeine  Formeln  fttr  die  Bewegung  eines  starren  ebenen 
Systems  in  seiner  Ebene  nnd  deren  Umkehmng. 

I  4.  Atuidrüoke  fOr  die  (Jeflohwindigkeiten  versohiedener  OrdnunK 
der  Bystempunkte.  * 

Die  Lage,  welche  das  bewegte  starre  ebene  System  E  im  Augenblicke 
<  =  0  inne  hat,  werde  E  genannt.  Ferner  bezeichne  x{i£)  denjenigen  Punkt 
Ton  ^,  welcher  im  Augenblicke  i  «mit  dem  Punkte  x(0  des  ruhenden 
Systems  zusammenfällt.  Wenn  x{()  seine  Lage  nicht  Sndert,  so  fült  xify 
immer  mit  demselben  Punkte  des  bewegten  Systems  zusammen,  d.  h.  xif) 
beschreibt  die  Bahn  jenes  Punktes  im  ruhenden  System.  Ist  jedoch  x{f) 
ein  fester  Punkt  des  ruhenden  Systems,  so  darchlSuft  x{fy  in  E  den  Ort 
derjenigen  Punkte ,  welche  im  Verlauf  der  Bewegung  auf  %  {t)  fallen.  Jener 
Ort  ist  daher  die  Curre,  die  ein  in  x{t)  befestigter  Stift  dem  bewegten 
System  aufschreiben  würde.  Diese  Curve  ist  zugleich  die  Bahn,  welche 
x{t)  bei  der  ümkehrung  der  ursprQnglichen  Bewegung  durchschreitet.  Es 
können  x{t)  und  x{t)  auch  gleichzeitig  ihre  Lage  ändern;  denn  wenn  z.  B. 
x(t)  sich  in  ganz  beliebiger  Weise  im  ruhenden  System  bewegt,  so  wird 
dieser  Punkt  im  Allgemeinen  in  jedem  Augenblicke  wieder  mit  einem  an- 
dern Punkte  von  £  zusammentreffen.  In  diesem  Falle  sollen  die  Geschwin- 
digkeiten aller  Ordnungen  von  x(t)  und  x(t)  eingeklammert  werden.  Femer 
sollen  bei  allen  von  t  abhängenden  Grössen  die  auf  ^  =  0  bezüglichen  Werthe 
durch  Weglassen  des  Argumentes  <,  alle  Ableitungen  nach  t  durch  Striche 
bezeichnet  werden. 

Seit  dem  Augenblicke  t  =  0  habe  sich  das  bewegte  System  um  den 
Winkel  io{t)  gedreht  Sind  a{t)  und  x{t)  zwei  beliebige  Punkte  von  27, 
a{t)  und  x{t)  ihre  Lagen  im  ruhenden  System  zur  Zeit  ^,  so  geht  also  die 
Strecke  ax  aus  ax  —  abgesehen  von  einer  Parallel  Verschiebung  —  durch 
Drehung  um  den  Winkel  w{t)  hervor,  d.  h.  man  hat: 

8)  »(0-«(0  =  «'-«(f(0-?«)) 

oder 
8-)  f  (0  -?(<)  =  «^"«'J  (*W  -  ««)). 

Es  werde  zuerst  angenommen,  dass  a{t)  und  x(t)  sich  als  System- 
punkte bewegen,  d.  h.  q{t)=ia  =  a  und  ar(^)  =  a:  =  ic  feste  Pankte  von  £ 
sind.  Leitet  man  unter  dieser  Voraussetzung  Gleichung  8)  n-mal  nach  i 
ab  und  setzt  man  zugleich 

9)  ^ «"WH^.W, 

SO  ergiebt  sich: 

10)  aK»)(0-aW(0  =  e'''<^>W;.(0(?W-?W), 
und  insbesondere  für  ^  =  0: 

11)  »(")-a<")  =  TF,(«-a). 
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Fflr  die  umgekehrte  Bewegung,  bei  welcher  a{t)^a  nnd  x{t)=:x  feste 
Punkte  sind,  erhält  man  aus  8')  mit  der  Bezeichnung 

9-)  £!£__=«— 'Or-CO 

die  Gleichung 

l(f)  y(«)  (^)  ^  a(^)(t)  =  6-'«<'>  W,  ix(t)  -  a{t)) , 

und  für  t  ^  0 

IV)  f^»)-fl'">  =  Jf',(«-a). 

Es  müssen  jetzt  die  Ausdrücke  W  und  ff  berechnet  werden.  Leitet 
man  Gleichung  9)  einmal  nach  <  ab,  so  kommt,  wenn  der  Einfachheit  wegen 
das  Argument  t  überall  weggelassen  wird: 

Andererseits  ist  nach  Gleichung  9)  selbst 
Folglich  hat  man 

12)  Wn-^l=^W'n  +  iwWn. 

Die  n- mal  ige  Ableitung  der  Gleichung 
ergiebt 


(«'«')(*+*)« 


»w"+ "(«"•)<"-'> 


=*«*• 


Daher  ist 
13) 


)«('+•)  TF,_,. 


n 


Die  Formeln  12)  und  13)  dienen  zur  schrittweisen  Berechnung  der 
Grössen  W. 

Denkt  man  sich  die  Gleichung  13)  für  die  Werthe  n=l,  2,  ...,n 
hingeschrieben,  so  liefert  die  Elimination  von  TTi,  W^,  ...,  Wn  unmittelbar 


14)     W,+t=i"+». 


0       0  0  ...  i  IT 

Man  hat  z.  B. 

TTj  =  iw\     W^  =  i w"-  «;'«,     Wj  = » (w"'-  tr'»)  -  3  trV  u.  s.  w. 

Die  Vergleichung  Ton  9)  und  9')  zeigt,  dass  Wt  die  zu  Wi  coi^ugirte 
eomplexe  Grösse  ist, 
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Anmerkung.  Es  bedarf  nur  einer  geringfügigen  Aendemng  an  den 
Formeln  dieses  und  der  beiden  folgenden  Paragraphen,  damit  dieselben  auch 
fCLr  ähnlich -veränderliche  Systeme  Geltung  erlangen.  Man  vergleiche  meine 
Abhandlung  über  ähnlich -veränderliche  Systeme,  Civilingenieur  Bd.  29, 
1883,  wo  in  der  Anmerkung  zu  §  5  die  Gleichung  12)  entsprechende  Be- 
cursionsformel  bereits  angegeben  ist. 

I  5.  FortsetBung. 

Man  nehme  jetzt  an,  dass  x{t)  und  .r(t)  beide  sich  bewegen,  während 
a{t)  in  £  ruht.  Dies  berücksichtigend,  leite  man  die  Gleichung  8)  n-mal 
nach  t  ab  und  setze  nachher  f  =  0.    Es  kommt 

(icd.))  _  a(»)  =  >;  (^)  Wi  ((p(— '))  +  TT.Cr-  a) 
und  nach  Subtraction  von  Gleichung  11),  da  a;»f,  a=  a  ist: 

n-t 

15)  (a^»)) - a^»>  =2 (?)  ^' Of^""'')  (^0  =  !)• 

Es  ist  z.  B.: 

(x)  -  x'^ix'), 

(xl^x'^{x")+2W,{x),^ 

{x")^x"' ^{x''')  +  3W,{x')  +  3W,{x')  u.  8.  w. 

Auf  ähnliche  Weise  findet  man: 

"-1 

15')  (.t(«))  -  y C«)  =  V  (jj  Wi  («:(«"')). 

Z.B. 

(:r")-?''«=(a^")+2j^i(a:'), 

«)  -^'"=  (/")  -f  3  i^,  {x")  +  3  JF,  (a;')  u.  8.  w. 

Wird  nachträglich  wieder  angenommen,  dass  x  ruht,  so  verschwinden 
die  Ableitungen  {x)y  (x")^  ...  und  die  Ableitungen  von  x  müssen  ohne 
Klammer  geschrieben  werden.    Dann  liefert  die  Gleichung  15): 

16)  -.^•>=^(^)TF,rr(»-'). 
2.  B. 

^x"^x''+2W,x\ 

- »'"=«"'+  *iwj"+  3W^x   u.  s.  w. 

*  Diese  Gleichang  drückt  den  SatE  von  Coriolis  aus  (vergL  Burmesteri 
Lehrbuch  der  Kinematik,  Bd.  1  S.  779).  Gleichung  16)  ist  daher  als  Verallgemei- 
neruDg  des  Satzes  von  Coriolis  zu  betrachteii. 
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Anf  ähnliche  Weise  findet  man  aus  15'): 


.«^        -^-l© 


..  f 


Wix^^-i). 


Z.B. 

—   flT     — —    J5 

^x^^^x'^+S^^x'+SW^x  u.  s.w. 
Diese  Gleichungen  stellen  Beziehungen  zwischen  den  Geschwindigkeiten 
Terschiedener  Ordnung  dar,  welche  ein  und  derselbe  Punkt  bei  der  ursprüng- 
lichen und  bei  der  umgekehrten  Bewegung  besitzt. 

I  6.  Oaaohwlndigkeiten  des  Poles  erster  Ordnung. 
Sei  p{t)  die  anflmgliche  Lage  desjenigen  8 jstempunktes ,   welcher  zur 
Zeit  t  die  Geschwindigkeit  (erster  Ordnung)  Null  hat,  also  zum  Pole  (erster 
Ordnxmg)   wird,   und  p{t)  die  Lage  dieses  Punktes  im  ruhenden   System. 
Dann  besteht  für  alle  Werthe  von  t  die  Gleichung 

Wenn  daher  in  Gleichung  10)  x=p  und  n=l  gesetzt  wird,  so  kommt 

Man  leite  diese  Gleichung  ti-mal  nach  t  ab,  indem  man  ^(t)  als  ruhend 
betrachtet,  bringe  auf  der  rechten  Seite  das  letzte  Glied  allein  und  setze 
'=0:  ._ 

- "'"■^*'  =^ (l)  ^'+» (?""">  +  ^-+» (?- ^)- 

Zieht  num  hiervon  Gleichung  11)  ab,  nachdem  man  darin  x  durch  p  und 
n  durch  (f»+l)  ersetzt  hat,  so  findet  man 

—1  .  . 
17)  -P<"+"=2'(?)  TF,+,(p<-"). 

Z.B.  ~" 

-p"  =  W,{p'), 

-p"^  TT, i'p")  +  2W,{ p')  u.  8.  w. 

Fflr  die  umgekehrte  Bewegung  ergiebt  sich  auf  ähnliche  Weise 

-^"  =  'f,(p")  +  2^,(i>')  n.s.w. 
Hier  erscheinen  die  Geschwindigkeiten  höherer  Ordnung,  welche  der  gerade 
im  Pol  befindliche  Sjstempunkt  bei  der  ursprünglichen   und   bei  der  um- 
gekehrten Bewegung  hat,  durch  die  sogenannten^ Wechselgeschwindigkeiten" 
(ji^'O  ^uid  (p^^)  des  Poles  ausgedrückt.     Durch  Auflösung  der  Gleichungen 
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17)  und  17')  können  umgekehrt  die  Wecbselgesch windigkeiten  des  Poles  in 
Gestalt  linearer  Functionen  der  jpß^  bez.  jp^'^  dargestellt  werden. 

Man  leite  die  Gleichung  8)  bei  constantem  n[{)  einmal  nach  t  ab,  nach- 
dem mau  zuvor  x  durch  p  ersetzt  hat     Es  kommt 

(p'W)  -  a\t)  =  e'-C)  TT,  {p  [t)  -  a  «))  +  e"'W  (p'W). 
Darob  Subtraotion  der  fOr  «  =  p  and  m  =  1  geschriebenen  Gleichnng  10)  folgt 

18)  (!»'«))  =  «'■"<'' (P'W).* 

Leitet  man  diese  Gleichung  (n— l)-mal  nach  t  ab  und  setzt  hierauf  <  =  0, 
so  ergiebt  sich  ^_j 

19)  (p'->)=2'CT0^'(?^""'*)- 
Es  ist  z.  B. 

(P)  =  (;''), 

(i''')  =  (p")  +  Tr,(,/), 

(P"')=  (f)  +  '^W,  \p")  +  TT,  (!>')  u.  8.  w. 
Wäre  man  von  der  Gleichung 

ausgegangen,  so  hätte  man  erhalten 


n— 1 

19')  (P^"0=^('*70?^'^l>'""'^)- 


Z.B. 


(P')=(P'), 

(l>")  =  (l>")+»'i(p), 

(/")  =  (/O  +  2  ff' (p ')  +  lf,(p  )  u.  s.  w. 


II.  Arten  der  (unendlich  kleinen)  Bewegung  eines  8tari*en 
ebenen  Systems. 

%  7.  Allgemeine  Bemerkungen. 

Es  kann  jetzt  dazu  übergegangen  werden,  die  verschiedenen  F&Ue  auf- 
zuzählen und  eingehend  zu  beschreiben,  welche  sich  bei  der  Bewegung  eines 
starren  ebenen  Systems  in  seiner  Ebene  unterscheiden  lassen,  sofern  jene 
Bewegung  blos  während  einer  unendlich  kleinen  Zeitdauer,  etwa  im  Augen- 
blicke i  =  0,  beobachtet  wird. 

Sei  fi;'*)  die  niedrigste  der  nicht  verschwindenden  Ableitungen  von  tr, 
also 

dagegen 

*  Diese  Gleichung  drückt  aus ,  dass  die  Polbahn  und  Polcurve,  die  Orte  von 
p  im  ruhenden  und  im  bewegten  Sjsteme,  aufeinander  rollen. 
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Dann  folgt  aus  13): 

!Tr,:-0,     ^2  =  0 Trx_,  =  0; 

Man  beachte,  dass  Tf»  die  erste  nicht  verschwindende  der  Grössen  W 
ist,  sowie  dass  der  reelle  Theil  von  W2x  nie  verschwindet,  sondern  immer 
einen  negativen  Werth  hat.  Die  complexen  Grössen  W  sind,  wie  bereits 
bekannt,  zu  den  W  conjugirL 

Bezeichnet  x^^^  die  Geschwindigkeit  niedrigster  Ordnung  eines  beliebigen 
Sjstempunktes  x^  welche  nicht  verschwindet,  so  hat  man  vermöge  16) 
und  20): 

Aus  dem  Vorhergehenden  folgt,  dass,  wenn  eine  der  Strecken  ic<*+*> 
und  rc<»+«)  entweder  verschwindet,  oder  zu  a^*^  (also  auch  oc^*^)  parallel 
ist,  bei  der  andern  weder  das  Eine,  noch  das  Andere  stattfinden  kann, 
während  andererseits  fftr  ^  =  0,  1,  ...,  (x  — 1)  die  Strecken  x^*+9)  und  x<*-^9^ 
gleichzeitig  verschwinden  oder  zu  a^*^  parallel  werden.  Man  erinnert  sich 
nun  ans  §  2,  dass  die  Exponenten  der  beiden  ersten  unter  den  Strecken 
2<"'  bezw.  x^^\  welche  nicht  verschwinden  und  auch  nicht  parallel  zueinan- 
der sind,  das  Zeichen  der  Bahnstelle  zusammensetzen,  welche  im  Augen- 
blicke ^  =  0  bei  der  ursprünglichen  bezw.  umgekehrten  Bewegung  von  dem 
Sjstempunkte  x  beschrieben  wird.  Sind  also  (v,  v  +  <^)  ^nd  (v,  i/+a)  die 
Zeichen  jener  CurVenstellen ,  so  erkennt  man  Folgendes: 

Ist  eine  der  Zahlen  a  und  q  grösser  als  x,  so  hat  die  an- 
dere den  Werth  x.  Ist  eine  von  ihnen  gleich  x,  so  ist  die  an- 
dere entweder  gleich  oder  grösser  als  x.  Liegt  eine  jener 
Zahlen  unter  x,  so  sind  beide  einander  gleich. 

Weil  die  fraglichen  Curvenstellen  die  erste  Zahl  in  ihren  bezOglichen 
Zeichen  gemeinschaftlich  haben,  so  können  dieselben  nur  entweder 
beide  zu  den  Einseit-  und  Wendestellen,  oder  beide  zu  den 
Spitzen  und  Schnäbeln  gehören. 

Ganz  unmöglich  ist  es,  dass  ein  Systempunkt  bei  der  ursprünglichen 
Bewegung  etwa  eine  gewöhnliche  Curvenstelle,  also  eine  Einseitstelle,  bei 
der  umgekehrten  Bewegung  dagegen  eine  Spitze  oder  einen  Schnabel  be- 
sebreibt 

Es  wird  jetzt  nöthig,  eine  Trennung  in  verschiedene  Fälle  eintreten  zu 
lassen.  Zunächst  muss  man  unterscheiden,  ob  der  Pol  im  Endlicheu  oder 
unendlich  fem  liegt, 
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A.  Der  Pol  liegt  im  Endlichen. 

%  8.  Die  BerührongsBtellen  der  Folourren. 

Sei  j)^^^  die  erste  unter  den  Grössen  (/>'),  (|?"),  ...,  welche  nicht  ver- 
schwindet, also 

(P')  =  0,    (p")  =  0 (p<*-'>)  =  0, 

dagegen  ^ 

Bei  Benützung  von  20)  ergeben  dann  die  Qleichungen  19)  oder  19'): 

i                       (/>')- 0,     (;.")  =  0,     ...,     (p(^-^>)  =  05 
22)  )(?''')  =  (l>^'^)'    (p^*+>>)-(p<^  +  '0 (>+x-i))=(pa+ir-i,). 

Es  giebt  (p(^))=:(^<^)),  als  Strecke  aufgefasst,  offenbar  die  Richtung 
der  gemeinschaftlichen  Tangente  an,  welche  die  Polbahn  und  Polcurve  im 
Augenblicke  ^  =  0  besitzen.  Aus  der  letzten  der  eben  geschriebenen  Gleich- 
ungen geht  hervor,  dass,  wenn  eine  der  Strecken  (^^+*>)  und  (p<^+«>)  Null 
oder  zu  (p^>)  parallel  ist,  bei  der  andern  keiner  dieser  beiden  Fälle  ein- 
treten kann.  Hält  man  dieses  mit  dem  Umstände  zusammen,  dass  für  9<x 
immer  (pt^+€*)  =  (jp<^+€>)  ist,  so  kommt  man  zu  folgendem  Ergebnisse: 

Wenn  die  zu  ^»O  gehörigen  Berührungsstellen  der  Polbahn 
und  Polcurve  die  Zeichen  {l,  ^+f*)  und  (X,  X+iu)  haben,  so  können 
die  Zahlen  fi  und  (i  nicht  beide  gr5sser  als  »  sein.  Ist  eine 
von  ihnen  kleiner  als  x,  so  sind  beide  einander  gleich.  Hat 
eine  derselben  den  Werth  x,  so  ist  die  andere  entweder  gleich 
oder  grosser  als  x.  Sobald  ft  und  ft  ungleich  sind,  ist  immer 
die  kleinere  dieser  Zahlen  gleich  x. 

%  0.  Der  Fol  als  Bystempun^. 

Wendet  man  die  Gleichungen  20)  und  22)  auf  17)  und  17')  an,  so 
kommt: 

(  P=0,     p"=0,     p"'=0,     ...,    j,<.+i-«.=  0; 

„o^  P'=0,     P'^O.    p"'=0 j,(.+  i-.)=0; 

[        pU+l)  =  -|,(»+i)=(*+^'~^)l«;(»)(p(A)). 

Man  sieht,  dass  /><*"»- i>  und  p(«+A)  die  ersten  nicht  verschwindenden 
unter  den  Strecken  p\  p'\  ...  bezw.  p\  p'\  ...  sind  und  beide  auf  {p^^) 
senkrecht  stehen.     Also: 

Der  augenblicklich  mit  dem  Pole  zusammenfallende  Sy- 
stempunkt beschreibt  —  sowohl  bei  der  ursprünglichen,  als 
der  umgekehrten  Bewegung  —  eine  Curvenstelle,   deren  Tan- 

Digitized  by  LjOOQIC 


Von  Dr.  R.  Mehmkb.  13 

gente  anf  der  gemeinsamen  Tangente  derPolcarven  senkrecht 
steht  und  deren  Zeichen  die  Form  (x-|-il,  x  +  ^+**')  h^t. 

Im  üebrigen  gelten  die  in  §  7  nnter  21)  gemachten  Bemerkungen. 
Ans  denselben  folgt  n.  A. ,  dass  von  den  beiden  zur  ursprünglichen 
und  zur  umgekehrten  Bewegung  gehörigen  Curvenstellen, 
welche  der  Pol  als  Systempunkt  in  irgend  einem  Augenblicke 
erzengt,  immer  wenigstens  die  eine  unendlich  grosse  Krttm- 
mnng  hat. 

%  10.  Vom  Fol  Tersohiedene  Systemptinkte. 

Ersetzt  man  in  den  Gleichungen  11)  und  IT)  a  durch  p  und  berttck- 
sichtigt  20)  und  23),  so  ergiebt  sich: 

|a?'=0,     »"«0,     ...,     a:<«"«)  =  0; 
^'=0,    :r"=0,     ...,     :5('-0  =  0; 
ajW  ='-.  x(»)  =  »«/«)  {x  -p). 
Hieraus  folgt: 

Jeder  nicht  mit  dem  Pole  zusammenfallende  Sjstempunkt 
beschreibt  —  sowohl  bei  der  ursprünglichen,  als  der  umgekehr- 
ten Bewegung  —  eine  Curvenstelle,  deren  Tangente  auf  der 
Verbindungslinie  des  Punktes  mit  dem  Pole  senkrecht  steht 
(oder  deren  Normale  durch  den  Pol  hindurchgeht)  und  deren 
Zeichen  die  Gestalt  (k,  x-| )  hat. 

Auch  hier  mnss  an  die  zu  21)  gemachten  Bemerkungen  erinnert  werden. 
Dieselben  führen  u.  A.  zu  dem  Ergebniss,  dass  von  den  beiden  Gur- 
Tenstellen,  welche  ein  und  derselbe  nicht  mit  dem  Pole  zu- 
sammenfallende Sjstempunkt  bei  der  ursprünglichen  udd  der 
umgekehrten  Bewegung  beschreibt,  höchstens  eine  die  Erüm- 
mong  Null  haben  kann. 

1 11.  Bie  verallgemeinerten  De  La  Hire'sohen  Kreise. 

Man  zerlege  die  complexen  Grössen  W  in  ihre  reellen  und  rein  imagi- 
Olren  Bestandtheile ,  schreibe  also  etwa: 

25)  Wn=:Un  +  iV„. 
Dum  wird  mit  der  Bezeichnung 

26)  g[n=p-^: 

27)  «<">=  ü»(a:^(?„)+V„(a?-p). 
[Zufolge  11)  ist  nämlich  für  a  =  p: 

«<»)=  TT,  («-!>) +!><">.] 

h  dieser  Gleichung  erscheint  die  Geschwindigkeit  n^"  Ordnung  sfi^^  in  zwei 
Ccmponenten  zerlegt,  von  welchen  die  eine  parallel  zur  Verbindungslinie 
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von  X  mit  dem  Punkte  Qn  ist,  die  andere  senkrecht  auf  der  Verbindungs- 
linie von  X  mit  dem  augenblicklichen  Pole  steht.* 

Daher  ist  x^^^  dann  und  blos  dann  parallel  zu  x^'^j  d.  h. 
normal  zu  xp^  wenn  x  auf  dem  Kreise  liegt,  der  die  Strecke|>gii 
zum  Durchmesser  hat. 

Dieser  Kreis  werde  mit  f«  bezeichnet  Fttr  die  ümkehrung  der  ur- 
sprünglichen Bewegung  giebt  es  Kreise  von  ähnlicher  Bedeutung.  Weil 
nämlich 

25')  rv^Un-iVn 

ist,  80  hat  man 

27')  «<">=ü.(ar-g,)-iF,(«-p), 

wenn 

26)  g„=p-|^ 

gesetzt  wird.  Aus  2T)  folgt,  dass  der  über  j>gn  als  Durchmesser  beschrie- 
bene Kreis  &'n  der  Ort  derjenigen  Systempunkte  ist,  für  welche  bei  der 
umgekehrten  Bewegung  die  n^  Geschwindigkeit  zur  jc^*°  parallel  wird.  Im 
Falle  x=],  f»=:2,  in  welchem  q^  als  „WendepoP  oder  „Mittelpunkt  der 
Winkelbeschleunigungen ^  (Schell)  bezeichnet  wird,  sind  diese  Kreise  be- 
kanntlich schon  von  De  La  Hire  (1706)  bemerkt  worden.  (S.  Burmester, 
Lehrbuch  der  Kinematik,  Bd.  .1  S.  121.) 

%  12.  Ausartunfcen  der  Kreise  Kn  und  JT«. 

Es  müssen  noch  drei  besondere  Fälle  erörtert  werden. 

].  Wenn  Un  verschwindet  [was  z  B.  für  die  Werthe  n&sx-fl,  k  +  ^i 
...,  2h  — 1   zufolge  20)  immer  der  Fall  ist],  p^"^  aber  nicht,   so  hat  man 

«^»>  =  iVn  (a?-p)  -f  jp<^     x(")  =  -  iF„  {x^p)  +!)("), 
also   wird  jetzt  «^"^  (bezw.  ä<">)  dann  und  blos  dann  parallel  zu  ic<*>  oder 
0?^'^   (normal   zu  xp)^    wenn  xp   auf  p^"^  bezw.  p^"^  senkrecht  steht.      Mit 
anderen  Worten: 

Ist  {/n  =  0,  p^'*^  aber  nicht,  so  artet  der  Kreis  A\,  (bezw.  ^n) 
in  eine  Gerade  aus,  welche  den  Pol  enthält  und  senkrecht  auf 
/?<*>  (bezw.  p<">)  steht. 

Es  hätte  dies  auch  aus  Gleichung  26)  [bezw.  26')]  geschlossen  werden 
können,  welche  zeigt,  dass  gn  (bezw.  g„)  sich  in  der  Richtung  p<")  (bezw. 
pi"))  ins  Unendliche  entfernt,  wenn  ün  unbegrenzt  abnimmt. 

Dieser  Fall  kann  für  n  =  2x  nicht  eintreten,  da  Uzu  immer  von  Null 
verschieden  ist.     [S.  Gleichung  20)]. 


*  Allgemeinere  Zerlegungen  dieser  Art,  auch  bei  ähnlich  -  veränderlichen 
Systemen,  sind  in  meiner  Abhandlung  „Ueber  die  Geschwindigkeiten  beliebiger 
Ordnung  eines  in  seiner  Ebene  bewegten  ähnlich  •veränderlichen  ebenen  Systeme", 
Civilingenieur  Bd.  29,  1893,  angegeben. 
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2.  Verschwindet  /?^"^  (bezw.  j?^"^),  aber  nicht  l/„,  so  fällt  g« 
(bezw.  q^)  auf  p,  also  schrnrnpft  der  Kreis  Kn  (bezw.  K^^  zu  einem 
Punkte,  nfimlich  p,  zusammen. 

Dieser  Fall  ist  für  n  =  %  +  l  unmöglich,  da  p<*+*>  und  j>(*+^>  stets 
Ton  Null  verschieden  sind.     [S.  Gleichung  23).] 

3.  Ist  JJn  sowohl  als  jp^"^  Null,  so  wird 

Ä(»)  =  i7„  («-/>),    x'")  =  -i7»(aj-/>), 
d.  h.  es  sind  bei  allen   Systempunkten  die  Geschwindigkeiten 
M*«'  und  x^*'  Ordnung  parallel,  sowohl  bei  der  ursprünglichen, 
als  der  umgekehrten  Bewegung.     Es  wird  in  diesem  Falle  g«  bezw. 
9.  durch  die  Gleichungen  26)  bezw.  26')  nicht  bestimmt 

Dieser  Fall  kann  weder  für  n  =  2x,  noch  für  n  =  %  +  X  eintreten. 

1 18.  Besieliungen  swisohen  den  Ereisen  JT«  und  £»• 

Nach  Gleichung  23)  ist  für  jeden  unter  (2x  +  ^)  liegenden  Werth  von  n 

!>(")  = -p(»), 
und  folglich  wegen  26)  und  26') 

wShrend  dagegen  [ebenfalls  nach  23)]  |?(2»+*»  nie  gleich  p('«+^>  oder 
(ftjr+i— 1>)  gleich  (jp  — ö'ijr+i)  werden  kann. 

D.  h.:  Ist  n'<2x  +  ^i  so  liegen  die  Punkte  qn  und  qn  sym- 
metrisch zu  p.  Folglich  haben  in  diesem  Falle  die  Kreise  AT» 
und  An  gleiche  Grösse  und  sie  berühren  sich  (von  aussen)  im 
Pole.  Artet  (ebenfalls  bei  ft<2Ar-|-Jl)  einer  von  ihnen  in  eine 
Gerade  aus,  so  geht  der  andere  in  dieselbe  Gerade  über.  Die 
Punkte  92X+1  und  qin^  können  nie  symmetrisch  zu  p  liegen, 
also  auch  die  Kreise  A^sx-f  X  und  KiM-^-X  nie  in  der  eben  geschil- 
derten Beziehung  stehen. 

Bemerkung.  Die  Vergleichung  von  27)  und  2T)  führt  zu  einem 
merkwürdigen  Satze,  der  nicht  mit  Stillschweigen  übergangen  werden  soll. 
Ihrch  Addition  jener  Gleichungen  erhält  man 


ic(-)+:r(-)  =  2(/„(a^-?^). 


Da  nun  {7,  reell  ist  und   (9n  +  9n):2  den  Mittelpunkt  der  Strecke  qnqn 
Torstellt,  so  heisst  dies: 

Die  Resultante  der  Geschwindigkeiten  n**'  Ordnung,  die 
ein  und  derselbe  beliebige  Systempunkt  bei  der  ursprünglichen 
und  bei  der  umgekehrten  Bewegung  hat,  geht  immer  durch 
einen  festen  Punkt,  welcher  in  der  Mitte  zwischen  qn  und  g« 
Hegt,  also  mit  dem  Pol  zusammenfällt,   sobald  ft<^2«-|-il  ist. 
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Hierbei  ist  jedocb  Un^O  Yoransgesetzt  Wenn  Un  verscb windet,  so 
hat  man 

Die  fragliche  Resultante  ist  also  in  diesem  Falle  einer  festen  Bichtong 
parallel  und  von  constanter  Grösse,  oder  aber  Null;  Letzteres,  wenn 
(p(«)^pC«))  verschwindet 

1 14.   Zeiohen  d«r  von  den  gewöhnlichen  Byetempunkten 
beschriebenen  Bahnstellen. 

Da  für  n<2jc,  aber  nicht  für  n  =  2x,  Un  verschwindet  und  weil 
ferner  für  n<x  +  ;,  aber  nicht  für  f»  =  2x  +  A,  !>(»>  =  0  und  p<»>  =  0  ist, 
so  sind  für  alle  Werthe  von  n,  welche  unter  der  kleineren  der  beiden 
Zahlen  2x  und  {%  +  X)  liegen,  die  Strecken  sfi*^  bezw.  x^^^  und  «^*>  oder  ä(*> 
parallel,  während  für  n  =  2jc  und  n^^K+i  nur  die  auf  der  Linie  JSfn 
bezw.  AT«  befindlichen  Systempunkte  jene  Eigenschaft  besitzen.  (S.  §  11.) 
Daraus  folgt: 

Sowohl  bei  der  ursprünglichen  Bewegung,  als  deren  üm- 
kehrung  beschreiben,  falls  k<X  ist,  alle  Systempunkte — mit 
Ausnahme  gewisser,  die  eine  Linie  erfüllen  —  Bahnstellen 
mit  dem  Zeichen  (x,  2x),  also  mit  endlicher  und  von  Null 
verschiedener  Krümmung;  dagegen  solche  mit  dem  Zeichen 
(x,x  +  A)i  also  mit  unendlich  grosser  Krümmung,  wenn  x>A  ist 

Bahnstellen  mit  der  Krümmung  Null ,  z.  B.  gewöhnliche  Wendepunkte, 
können  also ,  bei  endlichem  Pol ,  nur  von  den  Punkten  einer  gewissen  Aus- 
nahmelinie erzeugt  werden.  lieber  die  äussere  Gestalt  der  Bahnstellen, 
welche  von  den  gewöhnlichen  Systempunkten  beschrieben  werden,  ist  zu 
bemerken,  dass  nur,  wenn  x^X  ist,  alle  vier  Hauptarten  von  Curven- 
stellen  auftreten  können,  während  im  Falle  x^i  nur  Einseitst^llen  und 
Schnäbel,  nicht  aber  Wendestellen  und  Spitzen  möglich  sind. 

Was  nun  jene  Ausnahmelinie  betrifft ,  so  besteht  dieselbe  für  x  =  X  in 
dem  nie  ausartenden  Kreise  A^2»  bez.  A']«.  Diese  beiden  Kreise  haben  nach 
§  13  gleiche  Grösse  und  berühren  einander,  wie  auch  die  Polbahn  und  Pol- 
curve ,  im  Pole.  Letzteres  folgt  daraus ,  dass  nach  den  Gleichungen  23) ,  26), 
26^)  im  Falle  H  =  i  die  Punkte  gs«  und  g2k  auf  der  gemeinschaftlichen  Nor- 
malen jener  Curven  liegen. 

Ist  %>kj  so  fällt  die  Ausnahmelinie  —  sowohl  bei  der  ursprünglichen 
Bewegung,  als  ihrer  ümkehrung  —  mit  der  gemeinsamen  Tangente  der 
Polbahn  und  Polcurve  zusammen.  Denn  nach  §  12  ist  dieselbe,  da  jetzt 
x  +  it<2x,  eine  Gerade  durch  den  Pol,  die  auf  der  Strecke  p<«+^>  = 
-^p(i+l)  senkrecht  steht,  welch'  letztere  ihrerseits  nach  §  9  zur  gemein- 
schaftlichen Tangente  gedachter  Curven  normal  ist. 

Wenn  endlich  x<Jl  ist,  so  zieht  die  Ausnahmelinie  nach  §  13  sich 
auf  einen  Punkt,  den  Pol,  zusammen. 
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1 15.  ZeiohexL  der  toxi  den  Atumahmepuzikteii  besohxiebenen 
BalmstellexL. 

Die  schon  in  §§  9  and  10  gefundenen  Thatsachen  lassen  sich  yeryoll- 
stfindigen,  wenn  man  die  Zeichen  der  augenblicklichen  Bertthrungsstellen 
der  Polbahn  und  Polcurve  kennt  Nach  §  8  haben  dieselben  die  Form  (Jt» 
l  +  li)  und  (i. ,  A  4~  f*)  y  wobei  die  Zahlen  fi  und  fA  gewissen  in  demselben 
Paragraphen  angegebenen  Beschränkungen  unterliegen. 

Es  genfigt  die  Untersuchung  der  ursprünglichen  Bewegung,  denn  eine 
blosse  Yertauschung  der  Zahlen  fi  und  ß  in  den  ffir  jene  aufgestellten 
Begeln  muss  diejenigen  für  die  umgekehrte  Bewegung  ergeben. 

Aus  Gleichung  17)  folgt  bei  Berficksiohtigung  von  20)  und  22): 

_^.4»+«  =  (*+*+r^)  TT. (^X+^O  +...  +  ("+^+1-1)  w,^,m. 

Nun  zeigt  Gleichung  20):  So  lange  q  unter  x  liegt,  sind  die  Coefficien- 
ten  TT««  Wm^\,  ...i  Wm^^  alle  rein  imaginär,  bewirken  also  eine  Drehung 
der  mit  ihnen  multiplicirten  Strecken  um  einen  und  denselben  Winkel, 
n&mlich  einen  rechten.  Für  q'>x  ist  Wmj^-q  im  Allgemeinen  nicht  rein 
imagin&r,  sondern  damit  dies  der  Fall  sei,  müssen  die  Winkelgeschwindig- 
keiten fff('^,  «?^'+^),  .,.,  i(?<*+^)  einer  Bedingungsgleich ung  genügen.  Wi« 
ist  nie  rein  imagin&r.  Aus  der  Bedeutung  der  Zahl  fi  geht  hervor^  dass 
die  Strecken  (p<*+'>),  (jp<*+^),  ...,  (l>^*+^~*^)  alle  zu  (p(^))  parallel  sind, 
wenn  sie  nicht  verschwinden,  während  (|>'A+^))  weder  verschwinden,  noch 
ra  (p^O  parallel  sein  kann.  Beachtet  man  überdies  noch,  dass  W«  ebenso 
wie  (p^^^)  nie  verschwindet,  so  lassen  sich  aus  der  obigen  Gleichung  die 
nachstehenden  Folgerungen  ziehen: 

1.  Ist  !»<«,  so  wird  für  p  =  l,  2,  ...,  (;*  — 1)  die  Strecke  p'«f^+^) 
za  pCx+^i  parallel,  falls  sie  nicht  verschwindet.  Dagegen  kann  die  Strecke 
jjC«+i+M)  nicht  verschwinden  und  auch  nicht  parallel  zu  p<«+A>  werden. 

2.  Wenn  fi  =  x  ist,  so  wird  für  ^<«  ^i«  Strecke  p<»+*+f)  auf  alle 
FSXle  parallel  zu  p^'-^l\  oder  Null;  für  ^  >  x  ist  dies  im  Allgemeinen  nicht 
der  Fall,  sondern  nur,  wenn  eine  bestimmte  Bedingungsgleichung  zwischen 
den  Gritesen  TF2«,  Wi«+,,  ...,  W,+^  und  (p<*+^)),  (p<^+^+'>),  ..., 
(pU+^+t))  erfüllt  wird. 

3.  Hat  man  f*>«,  so  ist  p<^«+^  sicher  nicht  zu  ;i<*+^)  parallel  und 
auch  nicht  Null,  während  alle  vorhergehenden  Geschwindigkeiten  des  Poles, 
alao  die  Strecken  pf«+*+i),  p(«+A+2)^  ,..,  ,<»«+*-«  parallel  sind  oder 
Terschwinden. 

Wendet  man  diese  Ergebnisse  auf  den  in  allen  Fällen  zu  den  Aus- 
nahmepunkten  gehörigen  Pol  an,  so  erhält  man  die  folgenden  Sätze: 

Wenn  fc<x  ist,  so  beschreibt  der  gerade  mit  dem  Pole 
snsammenfallende    Systempunkt    eine    Curvenstelle    mit    dem 

Z^«.oMfl  1  lUlh^stlk  «.  Phyrik  XXXV.  I.  ^.  J.^^^  ^^  L^OOgk 
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Zeichen  (x-f  X,  %  +  X  +  ii).  Ihre  Krümmung  ist  unendlich  gross, 
weil  stets  3(«  +  x)  >%  +  il  +  |t;. 

Ist  fi  =  X9  so  ist  das  Zeichen  der  fraglichen  Curvenstelle 
im  Allgemeinen  (»  +  ^»  2»  +  ^)»  ^Iso  die  Krümmung  unendlich 
gross,  weil  2(x-f-A)>2ic  +  ^-  Es  kann  jenes  Zeichen  auch 
(«  +  A,  2x  +  X  +  v)  sein,  wo  v  >  1 ;  hierzu  ist  jedoch  erforderlich, 
dass  V  bestimmte  Bedingungsgleichungen  zwischen  den  Win- 
kelgeschwindigkeiten des  Systems  und  den  Wechselgeschwin- 
digkeiten des  Poles  erfüllt  werden.  Die  Krümmung  der  be- 
treffenden Curvenstelle  ist  dann  unendlich,  oder  endlich  und 
von  Null  yerschiedeui  oder  aber  Null,  je  nachdem  X  grGsser 
als,  gleich  oder  kleiner  als  v  ist;  denn  unter  dieser  Bedingung  wird 
2(x  +  ;)g2x  +  i  +  v. 

Ist  endlich  (i'^n^  so  beschreibt  der  augenblicklich  im  Pole 
befindliche  Systempunkt  eine  Curvenstelle  mit  dem  Zeichen 
(x  +  il,  2x  +  X),  deren  Krümmung  unendlich  ist. 

1 16.  Vortsetran^:  Vom  Pole  yerschiedene  Atumahmepuiücte. 

Gehen  wir  nun  zur  Betrachtung  der  vom  Pole  verschiedenen  Ausnahme- 
punkte über.  Im  Falle  k<CX  giebt  es  keine  solchen,  weshalb  derselbe 
durch  die  Ergebnisse  des  vorhergehenden  Paragraphen  bereits  erledigt  ist. 
Hat  man  dagegen  x  =  A,  so  erfüllen  die  Ausnahmepunkte,  wie  aus  §  14  be- 
kannt ist,  den  nie  ausartenden  Kreis  J^2«>  bezw.  bei  der  umgekehrten  Be- 
wegung den  Kreis  ^^2«,  welche  Kreise  bekanntlich  von  gleicher  GrOsse  sind  und 
einander,  sowie  die  Polbahn  und  Polcurve  im  Pole  berühren.  Es  genügt 
wieder  die  Untersuchung  der  ursprünglichen  Bewegung,  also  des  Kreises  JTs»- 

Aus  Gleichung  26)  geht  hervor,  dass,  welches  auch  der  Werth  von  fi 
sein  mag,  der  Durchmesser  pqn  des  Kreises  AT«  der  n**°  Geschwindigkeit 
des  Poles ,  d.  h.  der  Strecke  jfi^\  parallel  ist.  Wenn  also  z.  B.  p("»>  und  p^"^ 
parallel  sind,  so  berühren  sich  die  Kreise  AT^  und  AT«  im  Pole.  Sie  fallen 
sogar  zusammen,  wenn  noch  die  Bedingung 

pim)      ^m) 

erfüllt  ist,  also  ihre  Durchmesser  einander  gleich  werden.  Daher  ergeben  die 
über  jene  Strecken  in  §  15  unter  1,  2,  3  gemachten  Aussagen  Folgendes: 
Hat  man  fi^x,  so  berühren  die  Kreise  K%u-\-\^  A^s«.}.},  ...,  K^n^pL-\ 
den  Kreis  A^3«*im  Pole.  Der  Kreis  ^2n-{'ii  kann  nicht  zu  einem  Punkte 
zusammenschrumpfen  und  auch  nicht  den  Kreis  K^u  berühren,  muss  also 
letzteren  ausser  in  jp  noch  in  einem  davon  verschiedenen  Punkte  schneiden. 
Es  ist  auch  möglich,  dass  die  Kreise  K^M-\'Xt  ^2«+2»  ••.,  ^2«-|-f  (^^f*) 
mit  K^^  zusammenfallen,  was  dann  und  blos  dann  geschieht,  wenn 

U^n  CTjjr  +  l  ^2«  +  e 
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Ist  fc^x,  80  wird  der  Kreis  iCztt  von  den  Kreisen  i^in+i^  F2M-{-7f 
...,  ^s«.i  im  Pole  bertLhrt,  dagegen  von  A's»  im  Allgemeinen  nicht. 
Damit  auch  noch  die  Kreise  £Czm$  ^^Sff+ii  •••>  -fi^sy+v— i  den  Kreis  1^2» 
berdhren,  müssen  v  Bedingangsgleichongen  zwischen  den  Winkelgeschwin- 
digkeiten des  Systems  und  den  Wechselgeschwindigkeiten  des  Poles  erfüllt 
werden.  Es  sind  q  weitere  Oleichangen  zn  erfallen^  wo  q  auch  gleich  oder 
grosser  als  x  sein  kann,  wenn  die  Kreise  i^2M+i9  ^^211+2,  .-m  ^3«+^  niit 
Ktu  gleiche  GrOsse  haben,  also  ganz  mit  ihm  zusammenfallen  sollen. 

Ist  endlich  fi^x,  so  schneidet  der  Kreis  A^s«  sicher  den  Kreis  ^^2« 
ausser  im  Pole  noch  in  einem  davon  getrennten  Punkte,  während  A^2«  von 
den  Kreisen  ^2n+\j  ^2u-\-29  •••)  ^s»-i  im  Pole  berührt  wird.  Es  können 
aDch  Q  der  letzteren  Kreise,  (^<x),  mit  Asx  ganz  zusammen&Uen ,  wozu 
die  Erfüllung  von  q  Bedingungsgleichungen  erforderlich  ist 

Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  die  Bedingungsgleichungen,  von  welchen 
im  Vorhergehenden  die  Bede  gewesen  ist,  miteinander  yertrftglich  sind. 

Nun  bildet  /Tn  den  Ort  derjenigen  Punkte,  deren  n^  Geschwindigkeit 
zur  x*^  parallel  ist.  Es  führen  deshalb  die  vorhergehenden  Ergebnisse  zu 
den  folgenden  Sätzen: 

Wenn  %  =  l  ist,  so  beschreiben,  abgesehen  vom  Pole,  die 
Punkte  des  nie  ausartenden  Kreises  A^2«  im  Allgemeinen  Cur- 
Tenstellen  mit  dem  Zeichen  (x,  2%  +  !),  deren  Krümmung  Null 
ist    Werden  die  Gleichungen 

U2M       ^2«+i  ^2*+^ 

befriedigt,   so  ist  das  fragliche   Zeichen  (x,  2x  +  1  +  q).     Es  ist 
jedoch  hinzuzufOgen: 

a)  Wenn  (jl^x  ist,  so  muss  q  stets  kleiner  als  fi  sein.  Ist 
^^/4  — 1,  so  giebt  es  auf  dem  Kreise  ^2m  einen  nicht  mit  dem 
Pole  zusammenfallenden  Ausnahmepunkt,  es  ist  der  zweite 
Schnittpunkt  von  IC2K  m^t  A^2jc4-/i>  der  im  Allgemeinen  eine  Cur- 
fenstelle  mit  dem  Zeichen  (x,2x4-l  +  f^)  beschreibt,  während 
fttr  die  Übrigen  Punkte  jenes  Kreises  das  betreffende  Zeichen 
ja(»,2jc  +  f^)  ist.  Wenü  durch  den  fraglichen  Ausnahmepunkt 
noch  c  der  auf  IC2M+fi  folgenden  Kreise  Ar2«4.^4.i,  1^2 n •{■(*•{■  2 y  ••., 
^2«+m4-0  hindurchgehen,  wozu  die  Erfüllung  von  a  weiteren 
Bedingungsgleichungen  erforderlich  ist,  so  beschreibt  der- 
selbe eine  Curvenstelle  mit  dem  Zeichen  (x,  2%  +  l+fi  +  a). 

h)  Falls  fi  =  %  ist,  so  beschreibt  für  ^  =  x  — 1  der  vom  Pole 
Terschiedene  Schnittpunkt  der  Kreise  K2K  und  K^^  eine  Bahn- 
steile  mit  dem  Zeichen  (x,  3x-f-l)  oder  aber  eine  solche  mit 
dem  Zeichen  (%t  Sx  +  l  +  c)^  wenn  noch  a  besondere  Beding- 
ungen   erfüllt    werden,    welche    ausdrücken,    dass    die    Kreise 
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K^K+iy  -KsK+2)  ...t -Kax+a  ebenfalls  durch  jenen  Punkt  hindurch- 
gehen. Es  kann  auch  p>x  sein,  nur  sind  dann  v  =  q  +  l  —  x 
Bedingungen  zu  erfüllen,  und  ferner  giebt  es  dann  einen  be- 
sonderen,  nicht  mit  dem  Pole  zusammenfallenden  Aasnahme- 
punkt; er  ist  der  zweite  Schnittpunkt  der  Kreise  J^s«  und  Ez%^9, 
welcher  im  Allgemeinen  eine  Bahnstelle  mit  dem  Zeichen 
(x,  Sx+l  +  v)  erzeugt.  Es  kann  jedoch  das  fragliche  Zeichen 
auch  (x,  Sx  +  l  +  v  +  a)  sein.  Dieser  Fall  tritt  ein,  wenn  die 
Kreise  £3,1^^^] ,  Kz^^^^i^  ...,  K^%,^p^0  durch  die  Schnittpunkte 
von  i^2%  mit  A^3x+y  hindurchgehen,  was  die  Erfüllung  von  a 
besonderen  Bedingungsgleichungen  erfordert. 

c)  Ist  fi'^x,  so  muss  Q  kleiner  als  x  sein.  Im  Falle  ^  =  x~l 
ist  ein  besonderer,  vom  Pole  verschiedener  Ausnahmepunkt 
vorhanden,  der  Schnittpunkt  der  Kreise  A2x  ^i^d  A^sx,  von  wel- 
chem im  Allgemeinen  eine  Bahnstelle  mit  dem  Zeichen  (x, 
3x  +  l)  beschrieben  wird.  Werden  noch  a  besondere  Beding- 
ungsgleichungen erfüllt,  so  gehen  die  Kreise  i^sx+i»  i^sx+s*  •••» 
Ezm+o  durch  die  Schnittpunkte  der  Kreise  £2«  und  JT^jr,  und  das 
Zeichen  der  fraglichen  Bahnstelle  wird  alsdann  (x,3x  +  l  +  a). 

Wenden  wir  uns  nun  der  Betrachtung  des  Falles  x>X  zu.  Man  er- 
innert sich,  dass  in  demselben  nach  §  14  die  Ausnahmelinie  in  der  gemein- 
schaftlichen Tangente  Kn^X  der  Polbahn  und  Polcurve  besteht.  Es  ist  femer 
aus  §  12  bekannt,  dass  jetzt  für  jeden  der  Werthe  ns=x  +  ^+l,  n  +  l 
+  2,  ...,  2x~l  die  Linie  £n  eine  Gerade  ist,  welche  den  Pol  enthält  und 
auf  pt")  senkrecht  steht,  w&hrend  Kin  niemals  eine  Gerade  sein  kann.  Wenn 
allerdings  jp^")  verschwindet,  so  wird  Kn  unbestimmt,  weil  dann  bei  allen 
Systempunkten  die  n**  Geschwindigkeit  zur  x*"'  parallel  ist  (s.  §  12).  Auf 
die  folgenden  Untersuchungen  hat  jedoch  das  Eintreten  dieses  Falles  keinen 
Einfluss. 

Man  benütze  wieder  die  in  §  15  unter  1,  2,  3  bezüglich  der  Pol- 
geschwindigkeiten festgestellten  Thatsachen. 

Sei  zuerst  fi  <  x.     Dann  müssen  drei  Fälle  unterschieden  werden : 

a)  K<X  +  (i.  Es  zeigt  sich,  dass  jetzt  die  Geraden  Kn^i^i^  K%^X^2t 
...,  £2x-i  mit  der  gemeinschaftlichen  Tangente  K^^x  ^^^  Polcurven  zu- 
sammenfallen, der  Kreis  E^^  dagegen  A^^+x  ^  ^^^®  berührt. 

h)  x  =  X  +  fi.  Auch  jetzt  fallen  die  Geraden  Ä'^-j-x+i»  -Kx+i+j»  •••» 
-^2x-i  °^^^  ^^^  gemeinsamen  Tangente  der  Polcurven  zusammen  ^  aber  letz- 
tere wird  vom  Kreise  K^^  ausser  im  Pole  noch  in  einem  davon  getrennten 
Punkte  geschnitten. 

c)  K'^k  +  fi.  Die  Geraden  K^j^ij^^^  '^»-hi-f-2»  •••»  -^jx  - 1  *»1^®° 
mit  -fi^x-hl  2U8Sunmen,  die  nie  unbestimmte  Gerade  £j|^x4-ii  d^egen  nicht 

Sei  zweitens  fi  =  x.      Da  2x^2x  +  il^l|   so   wird  in  diesem  f^lle 
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^«+i»  ™**  welcher  die  Genden  K^^i^^^  Zj,^.;^^^,  ...,  JS^^i-i  zusammen-^ 
fallen,  vom  Kreise  A^jx  ^™  ^^^®  berührt. 

Dasselbe  findet  statt,  wenn  fi>x  ist.  Für  die  von  den  Punkten  der 
Geraden  A^^+Z  beschriebenen  Bahnstellen  folgt  hieraus  der  nachstehende  Satz: 

Ist  H^l,  so  beschreiben  alle  Puukte  der  gemeinschaft- 
liehen Tangente  der  Polcuryen  Bahnstellen  mit  dem  Zeichen 
(x,2x),  also  endlicher  und  von  Null  verschiedener  Krümmung^ 
ausgenommen  in  dem  Falle  x^X  +  f*»  in  welchem  das  fragliche 
Zeichen  (X|X  +  A  +  f>)f  also  die  Krümmung  unendlich  gross  wird. 
Wenn  x  =  X  +  f«  ist,  so  giebt  es  einen  besonderen,  nie  mit  dem 
Pole  zusammenfallenden  Ausnahmepunkt  —  er  ist  der  zweite 
Schnittpunkt  des  Kreises  K^^  mit  der  gemeinsamen  Tangente 
derPolcnrven— ,  dessen  Bahnstelle  im  Allgemeinen  das  Zeichen 
(x,2x  +  l)>  also  die  Krümmung  Null  hat.  Nur  wenn  noch  c  be- 
sondere Bedingungen  erfüllt  werden,  welche  ausdrücken,  dass 
die  Kreise  ^",«4.1,  ^2x+2'  *•*)  '^sx+tf  ^^^<^^  die  Schnittpunkte  von 
^2%  °^i^  ^x+i  hindurchgehen,  gehört  zu  jenem  Ausnahmepunkte 
das  Zeichen  (x,2x  +  l  +  <f)* 

B.    Der  Pol  liegt  unendlich  fern. 

1 17.  Die  GtesohvdndigkeitBpold  verschiedener  Ordnimg  und  die 
Gteraden  Gn  und  Gn* 

Bekanntlich  wird  Geschwindigkeitspol  n**'  Ordnung  deijenige  Punkt  p„ 
genannt,  dessen  Geschwindigkeit  n^  Ordnung  Null  ist.  Man  findet  den- 
selben, wenn  man  in  der  für  zwei  beliebige  Systempunkte  x  und  a  gil- 
tigen Gleichung  11)  jp»  an  Stelle  von  x  setzt.     Es  ergiebt  sich: 

-.a<")=W„(i)„-a) 

28)  p.=:a-^. 

Man  sieht  aus  dieser  Gleichung,  dass  p»  ins  Unendliche  fllllt,  wenn  Wn, 
aber  nicht  a<">  verschwindet.  Wenn  a<")  und  TT«  beide  Null  sind,  so  giebt 
es  keinen  eigentlichen  Pol  n^'  Ordnung,  weil  dann,  wie  aus  11)  unmittel- 
bar hervorgeht,  die  Geschwindigkeit  n^'  Ordnung  bei  allen  Sjstempunkten 
Terschwindet.  Da  nun  unter  den  wirklich  vorhandenen  Geschwindigkeits- 
polen derjenige  niedrigster  Ordnung  schlechtweg  Pol  genannt  wird,  und  TT,, 
ftlr  jeden  unter  x  liegenden  Werth  von  n  verschwindet,  so  hat  man  den  Satz: 
Ist  af'^  die  Geschwindigkeit  niedrigster  Ordnung  irgend 
eines  Punktes  a,  welche  nicht  verschwindet,  und  die  Zahl  t 
kleiner  als  x,  so  liegt  der  Pol  unendlich  fern,  und  umgekehrt, 
damit  der  Pol  ins  Unendliche  f&llt,  muss  es  einen  Systempunkt 
geben,  der  eine  von  Null  verschiedene  Geschwindigkeit  von 
niedrigerer  als  der  x**"  Ordnung  besitzt. 
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Für  die  Werthe  n=t,  t  +  1,  ...|  x  — 1,  für  welche  nach  20)  TT«  ver- 
schwindet, liefert  Oleichung  11): 

D.  h.:  Von  der  Ordnung  t  bis  zur  Ordnung  (x  — 1)  einschliess- 
lich sind  die  Geschwindigkeiten  jeder  Ordnung  für  alle  System- 
punkte  nach  GrOsse  und  Richtung  einander  gleich. 

Da  die  Geschwindigkeit  niedrigster  Ordnung  eines  Punktes  durch  ihre 
Richtung  die  Tangentenrichtung  der  yon  dem  Punkte  beschriebenen  Bahn 
angiebt,  so  hat  man  den  Satz: 

Die  Tangenten  der  von  den  Systempunkten  augenblicklich 
beschriebenen  Bahnstellen  sind  alle  zueinander  parallel,  n&m- 
lich  parallel  zur  Strecke  o^^^. 

Sei  jetzt  n^x.  Dann  ist  ein  Pol  n^*  Ordnung  pn  vorhanden,  und 
wenn  man  in  11)  p«  an  Stelle  von  a  setzt,  so  kommt 

29)  «(»)=  TT«  («-!>«). 

Es  bildet  diese  Gleichung  den  analytischen  Ausdruck  für  den  bekannten 
Satz,  dass  die  Geschwindigkeit  n^'  Ordnung  eines  jeden  Systempunktes  x 
mit  der  Strecke  xpn  einen  constanten  Winkel  einschliesst  und  zu  derselben 
in  constantem  Verhältnisse  steht.  Jener  constante  Winkel  ist  gleich  dem 
„Winkel^  oder  der  Amplitude  der  complexen  Zahl  Wn.     Hieraus  folgt: 

Der  Ort  aller  Systempunkte^  deren  Geschwindigkeiten 
n*^*  Ordnung  zur  Geschwindigkeit  i^^'  Ordnung  parallel  ist, 
besteht  in  einer  durch  den  Geschwindigkeitspol  n**'  Ordnung 
Pn  gehenden  Geraden  G^m  welche  mit  der  Richtung  von  a^')  einen 
Winkel  gleich  der  Amplitude  der  complexen  Zahl  Wn  ein- 
schliesst. 

Da  für  nssx,  x  +  l*  •••>  2x— -1  nach  Gleichung  20)  die  Zahlen  Wn 
rein  imaginSr  sind,  also  ihr  Winkel  einen  rechten  betrfigt,  während  der 
Winkel  von  Wj«  nie  ein  rechter  sein  kann,  so  hat  man  femer  den  Satz: 

Die  Geraden  G^^  ^k+h  •••)  ^ax-i  stehen  alle  auf  a^<>  senk- 
recht, während  dies  bei  d^,»  ^^®  ^^^  ^^^^  ^^^^  kann. 

Was  die  möglichen  Ausartungen  der  Geraden  Q  betrifft,  so  ist  Fol- 
gendes zu  bemerken:  Ist  Wik  =  0,  also  af^^'>  =  a^^\  so  ist  entweder  bei  keinem 
einzigen,  oder  bei  allen  Systempunkten  die  Geschwindigkeit  n*^  Ordnung 
zu  derjenigen  von  der  Ordnung  i  parallel,  je  nachdem  af^^  und  aS^^  nicht 
parallel,  oder  aber  parallel  sind.  Im  ersten  Falle  kann  man  Q„  als  un- 
endlich  fem,  im  andern  als  unbestimmt  betrachten.  Für  ii  =  x  und  «  =  2x 
sind  diese  Ausnahmefalle  unmöglich. 

Fassen  wir  jetzt  auch  die  ümkehrung  der  gegebenen  Bewegung  ins 
Auge.     Gleichung  21)  liefert  für  v  =  n 

ajW  =  -a:(0      a:(*+0==-a;(*+i),     ...,     ..(*+»+i)  =  --.^*+«+0, 
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Alao:  Von  der  Ordnung  i  bis  zur  Ordnung  (t  +  ic  — 1)  ein- 
schliesslich ist  für  jeden  Systempunkt  die  Geschwindigkeit 
irgend  einer  Ordnung  bei  der  umgekehrten  Bewegung  der- 
jenigen bei  der  ursprünglichen  Bewegung  entgegengesetzt. 
Letzteres  kann  nie  der  Fall  sein,  wenn  die  Ordnung  (i  +  x) 
betrSgt.  Es  folgt  hieraus,  dass  auch  bei  der  umgekehrten  Bewegung  der 
Pol  ins  unendliche  fllllt;  dass  der  Ort  der  Systempunkte,  bei  welchen  die 
Geschwindigkeiten  von  den  Ordnungen  n  und  i  parallel  sind,  durch  eine 
den  Pol  pn   enthaltende  Gerade  G^  gebildet  wird,  sowie  namentlich,  dass 

ist,  wShrend  fx-i-t  °^®  ^^^  Pk-^i  ^^^  9n+$  ^^^  °^^^  ^k+i  zusammenfallen 
kann. 

Zur  Bestimmung  von  pn  und  c^^  hat  man  übrigens: 

280  ^^^-^^ 

1 18.  Zeiohen  der  von  den  Bystempnnkten  beschriebenen  Balmstellm. 

Wenn  irgend  ein  Systempunkt  a  eine  Curyenstelle  mit  dem 
Zeichen  («,  q)  beschreibt  und  die  Zahl  p  kleiner  als  x  ist,  so 
erzeugen  alle  Systempunkte  Stellen  mit  demselben  Zeichen. 
Denn  bei  jenem  Punkte,  und  folglich  nach  §  17  —  da  die  betreffenden 
Ordnungszahlen  unter  x  liegen  —  auch  bei  allen  Systempunkten ,  ist  unter 
den  Geschwindigkeiten,  welche  nicht  yerschwinden  und  auch  nicht  zu  a^'> 
parallel  sind ,  die  niedrigste  von  der  Ordnung  q.  Beschreibt  ein  Punkt  eine 
Stelle  («,  k),  so  sind  für  diesen  und  folglich  für  alle  Systempnnkte  die 
Geschwindigkeiten  der  Ordnungen  (i  + 1)  bis  (x  —  1)  einschliesslich  entweder 
Null  oder  zu  a^'>  parallel.  Für  die  Geschwindigkeit  %*^  Ordnung  trifft  dies 
onr  bei  den  Punkten  der  Geraden  G^  zu.     Also: 

Beschreibt  ein  Systempunkt  eine  Curyenstelle  mit  dem 
Zeichen  (t,  x),  so  thun  es,  mit  Ausnahme  der  auf  der  Ge'raden 
^x  befindlichen,  alle  Systempunkte. 

Die  Punkte  von  G%  werden  im  Allgemeinen  Bahnstellen  mit  dem  Zeichen 
(i,  x+1)  beschreiben.  Es  können  jedoch  die  Geraden  G^^^^  ^»+2*  -*•• 
^«+91  wenn  p^x  ist^  mit  G^  zusammenfallen,  wodurch  das  fragliche 
Zeichen  in  (i,  x+1+p)  geändert  wird.  Damit  dies  geschehe,  sind  q  Be- 
dingungen zu  erfallen.  Bei  (?2x  ist  solches  unmöglich,  weil  diese  Gerade 
nüt  (?y  nie  den  Winkel  Null  bilden  kann.  Wenn  deshalb  ^  =  x— 1  ist^ 
M  spielt  der  Schnittpunkt  von  G^  mit  G^^  eine  besondere  Bolle.  Es  sind 
bei  ihm  die  Geschwindigkeiten  bis  zur  Ordnung  2x  einschliesslich  Null  oder 
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zu  a^'^j  d.  h.  zur  Geschwindigkeit  niedrigster  Ordnung,  parallel,  weshalb 
das  Zeichen  der  von  ihm  beschriebenen  Bahnstelle  im  Allgemeinen  (t,  2x  +  l) 
sein  wird.  Nur  wenn  die  Geraden  G'2%^it  ^2x+3>  ***>  ^2«+«  ^^^^^  ^^^ 
Schnittpunkt  von  G^  mit  G^n  hindurchgehen,  G^^^^^  aber  nicht  mehr, 
wozu  die  Befriedigung  von  c  Bedingungsgleichungen  erforderlich  ist,  so 
wird  jenes  Zeichen  {i^2%  +  l  +  a). 

Hiermit  sind  alle  Fälle  erschöpft;  denn  wenn  ein  willkürlich  heraus- 
gegrififener  Systempunkt  eine  Curvenstelle  mit  dem  Zeichen  (i,  x  +  ***)  be- 
schreibt, so  geh5rt  er  sicher  zu  den  Ausnahmepunkten  ^  weil  nicht  bei  allen 
Systempunkten  die  Geschwindigkeit  x*^  Ordnung  verschwinden  oder  zu  der- 
jenigen von  der  Ordnung  i  parallel  sein  kann.  Es  ist  hier  nur  die  ursprüng- 
liche Bewegung  betrachtet  worden.  Will  man  die  gefundenen  Ergebnisse 
auf  die  nmgekehrte  Bewegung  übertragen,  so  hat  man  die  S&tze  des  vor- 
hergehenden Paragraphen  zu  berücksichtigen. 


(Sohluii  folgt.) 
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IL 

üeber  die  Realität  der  Doppeltangenten  rationaler 
Planonrven  vierter  Ordnung  vom  Gesohleohte  Null. 

Von 

Prof.  W.  Binder 

In  Wiener -Neiift»dt. 


Hiana  Taf.  L 


I 

L  Das  Vorkommen  von  Doppeltangenten  in  allgemeinen  Plancurven 
vierter  Ordnung  ist  seit  Steiner  hanptsftchlich  von  Salmon  untersucht 
worden.  Die  Curven  vierter  Ordnung  mit  drei  Doppelpunkten  in  Bezug 
auf  ihre  Doppeltangenten  hat  insbesondere  Duröge*  einer  eingehenden 
Erörterung  unterzogen.  Seither  ist  der  letztere  Fall  viel&ch,  namentlich 
von  E.  Weyr,  Ameseder,  Bobek  u.  A.  behandelt  worden. 

üeber  das  Vorkommen  von  Doppeltangenten  an  einer  Plaucurve  vierter 
Ordnung  mit  einem  Berührungsknoten  ist  die  Literatur  bisher  eine  be* 
lohrSnkte,  kaum  umfassende  zu  nennen. 

2.  Es  ist  bekannt  y  dass  eine  rationale  ebene  Curve  0^  vier  Doppel- 
iangenten  besitzt,  welche  entweder  ganz  oder  theilweise  reell  und  imaginär 
auftreten  kOnnen,  je  nachdem  ihre  drei  Doppelpunkte  eigentliche,  isolirte 
oder  Bfickkehrpunkte  sind  etc. 

Wenn  aber  die  Curve  C^  nur  zwei  Doppelpunkte  enthält,  von  denen 
einer  einen  Berührungsknoten  bildet,  so  dass  zwei  Curvenäste  in  Con- 
taet  treten,  dann  besitzt  die  Plancurve  höchstenfalls  zwei  Dop- 
peltangenten,  weil  das  andere  Paar  mit  der  Enotentangente 
eine  Coincidenz  eingeht. 

3,  Die  Frage:  , Können  die  vier  Doppeltangenten  einer  C^  sämmtlich 
eigentliche  Tangenten  sein?**  wird  in  der  geistvollen  und  interessanten 
Abhandlung^  des  Herrn  A.  Ameseder  (auf  S.  848)  dahin  beantwortet: 

*  „Üeber  die  Doppeltangenten  der  Curven  vierter  Ordnung  mit  drei  Doppel- 
paukten'',  Sitsungsber.  d.  kais.  Akad.  d.  Wies.,  LXXn.  Bd.  1875,  8.  496. 

**  ,Ueber  die  eine  rationale  Plancurve  vierter  Ordnung  vierfach  berührenden 
Kegdachnitte  etc.«,  Sitzungsber.  d.  kais.  Akad.  d.  Wiss.,  LXXXHI.  Bd.  4.  Heft,  1881. 
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„Sind  die  vier  Doppeltangenten  einer  rationalen  Plancnnre  vierter  Ordnung 
reell I  so  ist  eine  immer  ideell.^ 

Die  nachstehenden  synthetischen  Untersuchungen  sollen  zeigen,  dass  der 
vorstehende  Satz  einen  Irrthum  ausspricht,  weil  die  Pr&misse,  auf  welche 
sich  derselbe  bezieht,  nicht  zutrifft;  denn  in  einem  Eegelschnittnetze  mit 
drei  Grundpunkten  kommen  eventuell  immerhin  vier  Kegelschnitte  vor, 
welche  einen  andern  fixen  Kegelschnitt  doppelt  mit  eigentlichen  Berühr, 
ungssehnen  tangiren;  das  Oegentheil  dessen  haben  wir  nirgends  nachgewie- 
sen gefunden.  Es  muss  also  vielmehr  berichtigend  und  erweiternd  der  Satz 
so  ausgesprochen  werden: 

„Die  vier  Doppeltangenten  einer  ebenen  Curve  vierter 
Ordnung  mit  drei  Doppelpunkten  oder  die  zwei  Doppeltan- 
genten einer  ebenen  Curve  vierter  Ordnung  mit  zwei  Doppel- 
punkten, deren  einer  ein  Bertthrungsknoten  ist,  kOnnen  reell 
und  gleichzeitig  Tangenten  mit  eigentlichen  Berührpunkten 
sein." 

4.  Um  die  Richtigkeit  des  vorstehenden  Satzes  nachzuweisen ,  werden 
wir  die  stattfindenden  Beziehungen  durch  Abbildung  der  Plancurve  auf  einem 
beliebigen  Kegelschnitt  zu  untersuchen  haben.  Wir  wollen  uns  nachstehend 
zu  diesem  Zwecke  einer  Stein  er 'sehen  (quadratischen)  Transformation  be- 
dienen, welche  uns  gleichzeitig  eine  sehr  einfache  Construction  der  betref- 
fenden Plancurve  C^  gestattet. 

Seit  Jacob  Steiner  (in  seiner  berühmten  Meisterschrift:  „ Systema- 
tische Entwickelnng  der  Abhttngigkeit  geometrischer  Gestalten  voneinander'') 
die  Gesetze  der  quadratischen  Verwandtschaft  zweier  Systeme  aufgestellt, 
haben  spätere  Mathematiker  Specialisirungen  betrachtet,  welche  die  synthe- 
tischen Beziehungen  zwischen  Gebilden  vom  n^"  und  2n^^  Grade  in  einer 
constructiven  Vereinfachung  weit  mehr  veranschaulichen,   als  dieses  sonst 

der  Fall  ist. 

___  t 

5.  Hirst*  hat  gezeigt,  wenn  sich  zwei  ebene  Systeme  E£in  quadra- 
tischer Beziehung  derart  befinden ,  dass  sie  die  unendlich  fernen  Geraden  ihrer 
Trägerebenen  perspectivisch  gemeinsam  haben,  also  die  unendlich  fernen 
imaginären  Kreispunkte  als  Doppelpunkte  der  Verwandtschaft 
dieser  Systeme  gelten:  dass  dann  in  jedem  der  beiden  Systeme  HZ  der  unend- 
lich fernen  gemeinsamen  Geraden  ein  Kreis  entspricht,  welcher  dem  betreffenden 
Hauptdreiecke  umschrieben  ist  und  der  Hauptkreis  dieses  Systems  heisst 

6.  Die  denkbar  grösste  Einfachheit  für  die  constructiven  Beziehungen 
erreichen  wir  auf  folgendem  Wege.  Nach  der  Hir  st 'sehen  Annahme  werden 
die  beiden  Systeme  £Z  sich   deckend  in  einer  gemeinsamen  Trägerebene 


*  ,,ProceediDg8  ofthe  Royal  Society*'  18(16.  Vergl.  weiter:  „8ull*Inver8ione  qaa- 
drica  deUe  Curve  piane**,  Übersetzt  von  Oremona  in  Bd.  7  der  „Annali  di  Mate- 
matica",  oder  in  Battaglini's  Giomale,  Bd.  4  S.  278. 
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gedacht.  Jedes  System  enthält  ein  Hanptdreieck  O^O^O,,  O^O^O^  mit  seinem 
Hanptkreise  %%.  YermOge  der  perspectivischen  Coincidenz  der  unendlich 
fernen  Ereispnnkte  in  (5)  müssen  die  beiden  Hanptdreiecke  ähnliche  Figuren 
Bein,  und  wenn  wir  dieselben  congruent  annehmen,  so  sind  es  auch  ihre 
Hauptkreise.  Denkt  man  sich  nun  (nach  unserer  Annahme)  die  Haupt- 
kreise XX  in  Deckung  gebracht^  so  wird  dieses  ebenso  mit  den  Hauptdrei- 
ecken OjOjOg,  O^O^O^  möglich  sein.  Dabei  muss  aber  der  Fall  aus- 
geschlossen bleiben,  dass  eine  Identität  eintritt.  Man  kann  demnach  die 
besagten  Dreiecke  etwa  in  die  Lage  bringen,  dass  die  Coincidenzpunkte 
0^0|  =  0j  und  0^0^=: 0^  entstehen,  während  die  Punkte  O3O3  getrennt 
bleiben.  Es  ist  klar,  dass  auf  diese  Weise  die  Verbindungslinien  |  O3  O3 1, 
|OjO||  gleichlaufen  und  das  Quadrupel  O^O^O^O^^  als  Hauptpunkte  der 
Verwandtschaft,  auf  dem  gemeinsamen  Haaptkreise  %  liegen  müssen. 

Die  Elemente  in  den  Paaren  0^0^^  O3O3  sind  homologe  Haupt- 
punkte, wobei  nicht  ausser  Acht  zu  lassen  ist,  dass  die  Beziehung  in  dem 
ersteren  Paare  0^0^  involutorisch  ist,  d.  h.  dass  jeder  Hauptpunkt  sowohl 
dem  einen  wie  dem  andern  der  beiden  Systeme  22  als  solcher  zugezählt 
werden  kann. 

7*  Jedem  Punkte  und  folglich  auch  der  Bichtung  einer  Seite  eines 
Hauptdreiecks  entspricht  bildlich  (im  quadratischen  Verwandtschaftssinne) 
der  homologe  des  dieser  Seite  gegenüberliegenden  Hauptpunktes.  Wenn  man 
also  aus  dem  Punkte  O3  einen  nach  dem  unendlich  fernen  Punkte  der  Haupt- 
linie \0^0^\=iO^  zielenden  Strahl  zieht,  so  schneidet  dieser  auf  dem  Haupt- 
kreise X  einen  Punkt  8  aus,  der  offenbar  wegen  der  Beziehung  in  (5)  das 
Centrnm  der  Perspec  ti  vi  tat  im  System  E  vorstellt.  Dieser  Punkt  8 
fSllt  aber,  wie  leicht  eingesehen  wird,  mit  dem  Hauptpunkte  O3  zusammen. 
Aus  analogen  Gründen  ist  gleichzeitig  der  Hauptpunkt  O3  das  Perspectivi- 
tStscentrum  für  das  System  Z. 

8.  Einem  beliebigen  Strahle  {x)  eines  Hauptpunktes  des  einen  Systems 
entspricht  ein  solcher  (x)  im  homologen  Hauptpunkte  des  andern  Systems. 
Solche  Strahlen  heissen  homologe  Hauptstrahlen. 

Construction:  „Man  ziehe  durch  das  Perspectivitätscentxum  (O3)  eine 
zu  dem  Strahle  (:i;)  gleichgerichtete  Gerade  und  verbinde  deren  Schnitt  am 
Hauptkreise  mit  dem  homologen  Hauptpunkte.^ 

9.  Einem  beliebigen  Punkte  {X)  des  einen  Systems  entspricht  ein  sol- 
cher (X)  des  andern  Systems  als  Bildpunkt. 

Construction:  |,Man  fessle  den  gegebenen  Punkt  durch  ein  Paar  der 
drei  nach  ihm  ziehenden  Hauptstrahlen  seines  Systems,  suche  zu  diesen  die 
homologen  Elemente,  so  treffen  sich  diese  gemeinsam  in  dem  fraglichen 
Bilde.«  

10.  Von  den  Lagen  der  beiden  Hauptdreiecke  O^O^O^y  O^O^O^  auf 
dem  Coincidenzhauptkreise  x  sind  ausser  der  im  Vorstehenden  bezeichneten 
und  auch  jetzt  vorausgesetzten  noch  drei  Fälle  bemerkenswerth: 
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a)  Die  Yerbindangslinie  IO3O3I  ist  Tangente  an  den  Haupikreis  und 
berührt  denselben  in  dem  dritten  Coincidenzhaaptponkte  0^0^^  O^,  Aof 
diese  Weise  decken  sieb  die  beiden  Hauptdreiecke  als  ein  Paar  congniente 
gleicbschenklige  Dreiecksfiguren  vollständig  so,  dass  ihre  Seiten  l^i^sl* 
lOjO^I  verkehrt  aufeinander  fallen. 

h)  Die  Annahme  a)  beibehaltend ,  wird  die  Verbindungslinie  |  O,  O,  |  =  O3 
Ereistangente;  ihr  Bertthrpunkt  0^^  bildet  einen  zweifachen  Hauptpunkt  und 
die  Gerade  |^is^sl=0i8  eine  zweifache  Hauptlinie  im  System  E^  indem  sie 
gleichzeitig  ein  Kreisdurchmesser  ist. 

c)  Die  Verbindungslinien  iOiOgj,  I^sOjI  fallen  zusammen,  so  dass  im 
System  £  die  Coincidenz  der  Hauptpunkte  0^  0^  =  Oj,  und  der  HaupÜinien 
o^  O3  =  0^3  eintritt.  In  diesem  Falle  wird  die  Hauptlinie  1 0,  0,  |  =  o,  in  ö^^ 
zur  Ereistangente  des  Systems  27,  während  die  Gerade  |  ^1  ^21 1  =  K'2  ^3 1  =  ö^ 
Tangente  des  Hauptcoincidenzkreises  fllr  das  System  £  ist.  Die  Hanptlinie 
Oi3  ist  eine  beliebige  Ereissehne. 

n.  Die  Plancorve  C^*  mit  drei  DoppelpniikteiL 

11.  Die  Etablirung  einer  St  eine  raschen  Verwandtschaft  möge  nach 
den  Gesichtspunkten,  wie  sie  ^n  (6)  entwickelt  wurden,  geschehen.  Man 
weiss,  dass  nach  den  Gesetzen  der  quadratischen  lli^ansformation  einem  be- 
liebigen Eegelschnitte  eine  Curve  C^*  bildlich  entspricht.  Dieser  Eegelschnitt 
k  heisse  der  Grundkegelschnitt. 

Sind  (Fig.  1)  die  drei  Doppelpunkte  0^,  0,,  O3  der  Plancurve  C/  an- 
gegeben, so  braucht  man  bekanntlich  nur  noch  fflnf  Punktelemente  dieser 
Curve  zu  kennen ,  womit  dieselbe  als  ausreichend  bestimmt  erscheint.  Denn 
jeder  Doppelpunkt  repräsentirt  nach  Salmon*  drei  Bedingungen,  was  mit 

den  weiter  gegebenen  fünf  Punkten  zusammen  14  Elemente  ausmacht,  also 

4(44-3) 
der  Formel:  -^-g — •  =  14  (ebenda  S,  18)  entspricht 

Werden  die  fünf  gegebenen  Punkte  nach  dem  Constructionsgesetz  in  (9) 
aus  dem  Curvensystem  Z  in  das  System  £  abgebildet,  so  sind  damit  fünf 
den  Grundkegelschnitt  vollkommen  bestimmende  Elemente  vorhanden. 

12.  Die  gesammten  Geraden  des  Systems  £  transformiren  sich  für  das 
System  £  als  ein  Netz  von  Eegel schnitten,  dessen  Grundpunkte  die 
Ecken  des  Hauptdreiecks  O^O^O^  des  letzten  Systems  sind.  Von  den  Indi- 
viduen dieses  Eegelschnittnetzes  ist  insbesondere  der  Hauptkreis  %  die  Transfor- 
mirte  der  unendlich  fernen  Geraden,  wie  schon  oben  (5)  gesagt  wurde. 

Jeder  Secante  der  Plancurve  C^  entspricht  in  dem  bezeichneten  Eegel- 
Schnittsnetze  ein  Individuum ,  das  den  Grundkegelschnitt  in  einem  Punkten' 
quadrupel  schneidet,  dessen  Bild  auf  C^^  die  vier  (reellen  oder  imaginären) 
Schnittpunkte  der  Secante  angiebt 


*  Salmon-Fiedler,  Analytische  Geometrie  d.  höheren  ebenen  Curven,  S.  82. 
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18.  EnthSlt  die  Plancurve  Asymptotenpnnkte  (unendlich  ferne  Elemente), 
so  sind  deren  Bildpunkte  nothwendig  jene  Elemente  ^  welche  der  Grand- 
kegelflchnitt  mit  dem  Hauptkreise  gemeinschaftlich  hat.  Da  zwei  Kegel- 
schnitte höchstens  yier  Schnittpunkte  enthalten,  so  bestätigt  sich  damit  der 
bekannte  Satz,  dass  eine  ebene  Cnrve  vierter  Ordnung  nicht  mehr  als  vier 
Asjmptotenelemente  (reell,  imaginär)  besitzen  kann. 

14.  Den  Curventangenten  entsprechen  bildlich  jene  Individuen  des  Eegel- 
schnittsnetzes  aus  den  Grnndpunkten  0|,  0,,  O3,  welche  den  Grundkegelschnitt 
berühren.  Diese  Berührung  ist  für  einfache  Curventangenten  eine  einfache, 
ftbr  die  vier  Doppeltangenten  eine  doppelte,  fCLr  die  sechs  Inflexionstangenten 
eine  Osculation.  Die  diesbezüglichen  Linearconstructionen,  resp.  mit  Hilfe 
von  Directionscurven,  wie  wir  in  unserer  Abhandlung*  (A)  gezeigt  haben, 
sind  als  bekannt  vorauszusetzen..  Nur  den  Fall  der  Construction  der  Be- 
rührungaaehnen  p  der  vier  doppelt  berührenden  Kegelschnitte  wollen  wir  hier 
nach  E.  Wejr**  wegen  der  späteren  Bezugnahme  wiederholen,  wobei  der 
Hauptsache  nach  wesentlich  zwei  Lagenverhältnisse  des  Grundkegelschnittes  h 
zu  unterscheiden  kommen. 

15.  a)  Die  Polaren  der  Hauptpunkte  0^,  0^^  0^  in  Bezug  auf  den 
Gmndkegelschnitt  treffen  diesen  in  reellen  Yerzweigungselementen  paar- 
weise:-  y^y^^     y^y^^     y^y^^ 

Diese  sechs  Punktenelemente  combiniren  sich  in  viererlei  Projectivitäten 
und  jeder  Projectivität  entspricht  einer  der  vier  doppelt  berührenden 
Kegelschnitte  mit  einer  Berührungssehne  p  am  Grundkegelschnitte 
im  Netze  O^O^O^.  Die  Verbindungslinien  entsprechender  Elemente  in  jeder 
Projectivität  schneiden  sich  jedesmal  in  einem  Punkte  i  der  Seiten  des  Haupt- 
dreiecks O^OjO,,  so  dass  jede  dieser  Seiten  zwei  Punkte  {;,  i'  enthält, 
welche  zu  einander  eoigugirte  Pole  in  Bezug  auf  den  Grundkegelschnitt  sind. 
Die  Construction  zeigt  nachstehendes  Schema: 

(\y,y»l  |r,7',|)  =  £.;     (17.7-31,  |r,7,|)  =  t'.; 

(|7,7,|,  |7',r,|)=£.;     (|7,7',|,  |7'.7,|)  =  J',- 
Die  Punkte  (,  i'  bilden  die  sechs  Ecken  eines  vollständigen  Vierecks,  dessen 
vier  Verbindungslinien  p  die  (-Punkte  tripelweise  enthalten: 

i^tir.Nj»,,  i£,t,jr,NA,  i£,t.t',Np..  ir.t'at'iNA- 

Fasst  man  die  vier  p- Sehnen  des  Grundkegelschnitts  als  vollständiges 
Vierseit  auf,  so  ist  dessen  Diagonaldreiseit  das  Hauptdreieck  O^O^O^.  Jede 
p- Sehne  schneidet  also  (reell,  imaginär)  auf  dem  Grundkegelschnitte  die 
Bilder  B  der  Berührungspunkte  einer  (eigentlichen,  ideellen  oder  imagi- 
nären) Doppeltangente  der  Plancurve  C^  aus. 

*  Schl6mileh,  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phye.,  Jahig.  1889  XXXIV,  Heft  6  S.  278. 
**  £.  Weyr,  „Projectiviache  Geometrie",  8.  Heft  8. 128,  ffir  den  reoiproken  Fall. 
***  Der  geehrte  Leser  wolle  sich  die  betreffende  Figur  selbst  darstellen. 
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16*  h)  Wenn  die  Yerzweignngselemente  V,  V  imaginär  sind,  dann 
geschieht  die  Construotion  der  oonjugirten  Pole  £,  |'  auf  den  Seiten  des 
Hauptdreiecks  (Fig.  l)  bekanntlich  folgendermassen: 

Auf  jeder  Seite  des  Hauptdreiecks  0^  0^  0^  kann  man  die  in  ihr  liegen- 
den Ecken  desselben  als  Doppelelemente  einer  hyperbolischen  Ponkteninvo- 
lution  ansehen.  Ebenso  sind  dann  die  jedenfalls  entstehenden  Schnittpunkte 
Äy  Ä\  Welche  der  Grundkegelschnitt  auf  jener  Dreiecksseite  hervorbringt, 
Doppelelemente  einer  zweiten  mit  der  ersteren  coaxialen  Involution  von 
Punkten ,  die  nothwendig  ebenfalls  hyperbolisch  ist  Sind  nun  diese  beiden 
coaxialen  Involutionsgebilde  derart  situirt,  dass  sich  die  Doppelelementen* 
paare  umfassen  oder  ganz  von  einander  getrennt  erscheinen,  so  enthalten 
sie  bekanntlich  reelle  gemeinschaftliche  Doppelelemente  ^,  £';  im  an- 
dern Falle,  wo  die  besagten  Doppelelementenpaare  durch  einander  getrennt 
werden,  so  dass  ein  jedes  Element  zwischen  die  beiden  co^jugirten  des 
andern  Paares  zu  liegen  kommt,  sind  die  gemeinschaftlichen  (harmonischen) 
Doppelelemente  imaginär.* 

Die  Construction  der  reellen  Polpaare  t»  ^  geschieht  folgendermassen. 
Schneidet  etwa  die  Dreiecksseite  1 0^  O3 1  =  0|  den  Grundkegelschnitt  in  dem 
Paare  A^A\  (d.  s.  die  Bilder  der  unendlich  nahen  Nachbarpunkte  des  Dop- 
pelpunktes 0^  =  0|  der  Plancurve) ,  so  nehme  man  am  einfachsten  den  Punkt 
0^  als  Mittelpunkt  einer  concentrischen  Strahleninvolution  an,  welche  den 
Schein  der  beiden  auf  der  Hauptlinie  0|  coaxialen  Involutionen  bildet,  and 
projicire  die  Punkte  Ä^  Ä\  auf  den  Hauptkreis  (als  Constructionskreis) 
nach  AiÄ'i.     Nunmehr  suche  man  die  Schnitte: 

(|0,A|,  |0,^i|)=l7;     (\0,Ä\U  \0,A^\)~r. 

Die  Verbindungslinie  |  U  V\  schneidet  den  Hauptkreis  in  zwei  Punkten, 
welche^  ans  0^  in  die  Gerade  0,  projicirt^  das  gesuchte  Punktenpaar  ti^'i 
geben. 

Oder  wir  suchen  direct  den  Schnitt: 

(l^i^'il,  \0,0,\)=W, 
ziehen  aus  W  an  den  Hauptkreis  das  Tangentenpaar,  so  erhält  man,  wenn 
man  die  Berührungspunkte  des  letzteren  aus  0^  projicirt,  auf  0^,  wie  vor- 
hin, das  gesuchte  Punktenpaar.^ 

17.  Dass  die  vier  j)- Sehnen  als  eigentliche  Secanten  den  Grundkegel- 
schnitt insgesammt  in  Punkte i^aaren  BB'  zu  treffen  im  Stande  sind,  zeigt 
unsere  Figur.  Dass  demnach  auch  die  Plancurve  C^^  vier  eigentliche  Doppel- 
tangenten besitzt,  folgt  unmittelbar  und  ist  ebenfalls  aus  der  Figur  einzu- 
sehen.    Damit  ist  aber  die  Richtigkeit  unseres  Satzes  in  (3)  nachgewiesen. 


*  Schröter,  Theorie  der  Kegelschnitte,  S.  57. 
**  Die  beiden   zuletzt  angegebenen  Constructionen  denke  man  sich  in  der 
Figur  ergänzt. 
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Man  kann  noch  Folgendes  bemerken.  Die  Realität  der  Doppeltangen- 
ten  einer  ebenen  Cnrve  vierter  Ordnung  mit  durchwegs  reellen  Berührpunk« 
ten  jB,  B'  bedingt  unzweifelhaft  das  Vorhandensein  der  drei  Doppelpunkte 
^1»  '^2«  ^3  ^^  eigentliche  Elemente  dieser  Art.  Bei  isolirten  Doppelpunkten 
kommen  zwar  ebenfalls  vier  reelle  Doppeltangenten  vor,  von  denen  jedoch 
immer  wenigstens  eine  ideell  ist.  Eine  dreispitzige  Plancurve  (7^^  enthält 
bekanntlich  nur  eine  einzige  und  zwar  isolirte  Doppeltangente. 

18.  Wenn  man  die  in  (15)  bezeichneten  {;^'- Punktepaare  jeweilig  mit 
den  gegenüberliegenden  Hauptpunkten  0^,  0,,  0^  durch  Strahlen  verbindet, 
so  treffen  sich  diese  tripel  weise  in  vier  Punkten  Z^,  Z,,  Z3,  Z^,  welche 
die  Ecken  eines  vollständigen  Vierecks  bilden,  in  dem  das  Hauptdreieck 
O^O^O^  das  Diagonaldreieck  ist.  Transformiren  wir  dieses  Viereck  nach 
dem  Constructionsgesetze  (9)  in  das  System  £  der  Plancurve  C^^  so  erhalten 
wir  dort  ein  Viereck  mit  den  Ecken  Z|,  Z,,  Z,,  Z^,  für  welches  das  Haupt- 
dreieck 0|0,0,  das  Diagonaldreieck  ist. 

C.  Bobek*  zeigt,  dass  man  bei  Angabe  einer  Doppeltangente  mit 
flilfe  des  Punktquadrupels  Z^Z^Z^Z^  die  anderen  drei  construiren  kann. 
Es  treffen  nämlich  die  Seiten  des  vollständigen  Vierecks  Z  die  Seiten  des- 
jenigen Vierseits,  das  aus  den  Doppeltangenten  entsteht,  in  Punkten  so, 
dass  je  zwei  der  letzteren,  mit  einem  Doppelpunkte  der  Plancurve  verbun- 
den, ein  Paar  conjugirter  Strahlen  je  einer  Harmonität  bilden,  deren  an* 
deres  Paar  die  durch  diesen  Doppelpunkt  ziehenden  Seiten  des  Doppelpunkts- 
dreiecks O^O^O^  sind. 

19.  Wenn  eine  eigentliche  Doppeltangente  einer  Plancurve 
C^  ihre  Bertthrpunkte  J9,  B'  auf  einem  und  demselben  Curven- 
sweige  enthält,  so  ist  sie  stets  von  einem  Paare  reeller  Infle- 
xionselemente  begleitet." 

Die  Richtigkeit  des  vorstehenden  Satzes  für  Curven  mit  drei  isolirten 
Doppelpunkten  ist  evident  und  entspricht  auch  der  Anzahl  der  nach  der 
bekannten  Plück  er 'sehen  Formel  sich  ergebenden  sechs  Inflezionen. 

Besitzt  aber  die  Curve  nur  eigentliche  Doppelpunkte,  so  ist  es  höch- 
itens  einmal  möglich,  dass  eine  der  Doppeltangenten  ihre  Bertthrpunkte 
auf  einem  und  demselben  Curvenast  situirt;  bei  jeder  andern  werden 
diese  Punkte  durch  je  einen  Doppelpunkt  voneinander  getrennt,  wie  sich 
ins  der  Lage  der  p  -  Sehnen  auf  dem  Grundkegelschnitte  leicht  ersehen  lässt. 
Sobald  jedoch  die  beiden  Bertthrpunkte  einer  Doppeltangente  auf  einem  und 
demselben  Curvenzweige  liegen,  müssen  sie  nothwendigvon  einem  In- 
flexionspunktenpaare  begleitet  sein,  welche  Eigenschaft  aus  der 
Natur  des  Verlaufs  der  Curve  von  selbst  resultiii;.  Demnach  kann  man  jetzt 
den  Satz  aussprechen: 


^  nüeber  ebene  rationale  Curven  vierter  Ordnung**,  Sitaungaber.  d«  kaiaerl. 
Akad.d.Wisa.  in  Wien  1879,  Octoberhefk,  S.  368. 
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„Eine  Plancnrve  vierter  Ordnnng  mit  drei  Doppelpunkten 
und  vier  eigentlichen  Doppeltangenten  besitzt  nicht  mehr  and 
nicht  weniger  als  zwei  reelle  Inflexionen." 

m  Die  Pianoarve  C^  mit  einem  BerlUirknoten. 

20.  Wenn  in  einer  Steiner'schen  Verwandtschaft  ein  Zasammenfall 
von  zwei  Hauptpunkten  vorkommt,  so  bedeutet  dieser  für  die  Plancnrve  C^ 
einen  Doppelknoten,  in  welchem  sich  zwei  Curvenzweige  ge- 
genseitig berühren.*  In  (10)  wurde  auf  die  vorliegende  Singularit&t 
in  h)  und  c)  hingewiesen.  Insbesondere  ist  die  Annahme  c)  von  Interesse, 
weil  sie  sich  im  Vergleich  zu  jener  in  5)  allgemeiner  gestaltet.  Denn  wir 
brauchen  nur  auf  einem  beliebigen  Kreise  irgend  eine  Sehne  und  in  einem 
ihrer  Endpunkte  die  betreffende  Ereistangente  anzunehmen,  so  ist  damit 
schon  die  ganze  Verwandtschaftsbeziehung  fixirt. 

Ist  darnach  (Fig.  2)  auf  dem  Hauptkreise  %  eine  Sehne  Oj,  willkürlich 
angenommen,  so  bildet  sie  mit  der  in  dem  einen  ihrer  Endpunkte  0^ 
gehenden  Tangente  o^  die  Seiten  des  nun  degeaerirten  Hauptdreiecks ,  dessen 
Ecken,  die  beiden  Endpunkte  Ojg,  0,  dieser  Sehne,  die  Hauptpunkte  des 
Systems  2  vorstellen.  Im  quadratisch  verwandten  System  Z  sind  die  homo- 
logen Hauptpunkte  Og,  0,3,  während  die  Hauptlinien  einerseits  identisch 
durch  die  Sehne  0^^,  andererseits  durch  die  in  0,3  ziehende  Ereistangente 
ög  vertreten  sind. 

21.  Bei  diesen  Annahmen  ist  nun  leicht  zu  merken,  dass  nach  (7)  der 
Hauptpunkt  Oj,  das  PerspectivitStscentrum  des  Systems  2^,  der  Hauptpunkt 
O3  aber  jenes  des  Systems  E  repräsentiren.  Hat  man  somit  zu  einem  ge- 
gebenen Punkte  X  den  entsprechenden  Punkt  X  zu  suchen ,  so  gilt  folgen- 
des Constructionsschema:  ,)Die  Verbindungslinie  {Ois^j  trifft  den  Haupt- 
kreis  %  in  einem  Punkte,  der  mit  Og  verbunden,  einen  Hauptstrahl  liefert, 
welcher  sich  mit  dem  durch  0^^  gezogenen,  zu  der^ Geraden  \0^X\  gleich- 
gerichteten Hauptstrahle  in  dem  gesuchten  Punkte  X  schneidet.'  Die  Bich- 
tigkeit  dieser  Construction  erheUt  durch  die  Modificirung  der  allgemeinen 
Construction,  die  in  (9)  festgesetzt  worden  ist. 

22.  Einem  beliebigen  Eegelschnitte  h  im  System  Z  entspricht  bildlich 
im  quadratisch  verwandten  System  E  eine  Plancnrve  C^^  welche  die  Haupt- 
punkte 0,3,  Og  als  Doppelpunkte  hat.  Von  diesen  ist  insbesondere 
der  Punkt  Og  ein  solcher,  in  welchem  sich  zwei  Curvenftste 
berühren.  Jeder  Strahl  durch  ihn  trifft  die  Curve  noch  in  einem  Punk- 
tenpaare, weshalb  er  für  jene  nur  als  ein  zweifacher  Punkt  wie  der  Doppel- 
punkt 0]3  aufzufassen  ist  und  aus  diesem  Grunde  die  Ordnungszahl  b=4 
der  Curve  nicht  alterirt.  Er  bildet  jedoch  für  die  Rechnung,  vermOge  seiner 
Eigenschaft  der  Coincidenz  von  zwei  Doppelpunkten  als  Berührknoten ,  eine 

*  Salmon-Fiedler,  Analytische  Geometrie  der  höber.  eb.  Curven,  S.  262. 
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höhere  Singolaritftt,   die   berfloksiobtigt   werden   muss,   80   dass   nach    der 

Steiner'achen  Formel: 

4(4-l)«2.3  =  6 

die  ClasseniaU  der  Plftncurve  erhalten  bleibt. 

28.  Jede  Gerade  des  21 -Systems  transformirt  sich  fllr  das  System  2 
als  Kegelschnitt,  der  die  Hauptpunkte  O^,,  0^  enthfllt  nnd  überdies  in  0^, 
die  Hanptlinie  o,,  also  auch  den  Hauptkreis  x  einfach  bertthrt. 
Die  Gesammtheit  dieser  Kegelschnitte  bildet  somit  ein  Netz  yon  der  beson- 
deren Eigenschaft,  dass  dessen  Individnen  sich  in  Ojg  einfach  berühren 
und  aasserdem  den  Punkt  0,  zum  gemeinschaftlichen  Grundpunkt 
besitzen.  Der  Hauptkreis  %  ist  in  diesem  Netze  ein  Individuum,  welches 
bildlich  der  perspecÜTisch  gemeinsamen  unendlich  fernen  Geraden  beider 
Systeme  entspricht.     (5.) 

24.  In  diesem  Netze  kommen  zwei  Kegelschnitte  vor,  die 
den  Gruadkegelschnitt  (welcher  das  Bild  der  Plancurve  ist)  doppelt 
berühren.  Diesen  entsprechen  die  zwei  Doppeltangenten  der 
Curve«  Die  beiden  übrigen  Doppeltangenten  vereinigen  sich  mit  der  Kno- 
tentangente o,,  so  dass  diese  vier  Elemente  ausdrückt. 

Um  die  vorstehende  Behauptung  zu  beweisen,  braucht  man  nur  die 
diesbezügliche  Modification,  welche  die  Construction  in  (15)  resp.  (16)  er- 
filhrt,  zu  verfolgen.  Darnach  hat  man  die  beiden  Fälle  zu  unterscheiden, 
je  nachdem  die  bezugs  der  Hauptpunkte  0^,,  Og  und  des  gegebenen  Grund- 
kegelschnitts Jb  stattfindenden  Yerzweigungselemente  Y  reell  oder  imaginär 
Torkommen. 

2&.  Im  ersten  Falle,  wo  also  die  Hauptpunkte  ausserhalb  des  Grund- 
kegelschnitts liegen,*  erhält  man  aus  den  von  O,,  an  diesen  Kegelschnitt  zu 
ziehenden  Tangenten  die  Berührungspunkte  F|3,  Kj,  und  bezüglich  des 
Hauptpunktes  0,  die  Punkte  V^ ,  Y\  als  Yerzweigungselemente.  Die  nun  vor 
kommenden  Projectivitäten  drückt  das  nachstehende  Constructionsschema  aus* 

(l^,.r„|,  |7.r,|)=j'„ 

womos  die  Verbindungslinien  folgen: 

Es  ist  nämlich  ohne  Schwierigkeit  einzusehen,  dass  der  Punkt  i^  mit 
dem  Hauptpunkte  0,3  in  Coincidenz  tritt,  und  weil  die  Punkte  {;,s,  i\^  eben- 
falls Coincidenzen  in  der  Hanptlinie  0,3  bilden,  so  müssen  die  beiden  Sehnen 
j'i)  Pi  sich  mit  der  letzteren  Geraden  identificiren.  Dass  übrigens  das  Paar 
^\i(\i  t^uf  der  Hauptlinie  0,3  und  der  Punkt  i\  auf  der  Hauptlinie  0^  liegen 
mflasen,  ist  nach  15)  selbstverständlich. 

26.  Im  zweiten  Falle  giebt  es  keine  reellen  Yerzweigungselemente  V 
lind  die  Hauptlinien  0^3,  0^  werden  (Fig.  2)  von  dem  Grundkegelschnitte  h 

*  Man  ergänze  sich  die  Figar. 
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in  reellen  Ponktenpaaren  A^^Ä\^^  Ä^Ä^  getroffen,  welche  die  Bilder  der 
unendlich  nahen  Nachbarpunkte  der  beiden  Doppelpunkte  der  Plancurre  sind. 
Die  gemeinschaftlichen  Doppelelemente  i^^  ^\^  jener  beiden  Inyoluüonen, 
welche  nach  (16)  auf  der  Hauptlinie  0^3  coaxial  sind,  erhalten  wir,  wie  dort 
augegeben  wurde.  Dagegen  modificirt  sich  der  Fall  auf  der  Hauptlinie  o, 
dahin,  dass,  weil  in  0,3  eine  Coincidenz  der  Doppelelemente  der  einen  auf 
ihr  befindlichen  Involution  stattfindet,  also  auch  der  eine  £^- Punkt  mit  O^^ 
zusammenfUllt,  offenbar  der  andere  Punkt  i^  der  harmonisch  yon  jenem 
durch  das  Punktenpaar  A^A\  getrennte  Punkt  sein  muss,  indem  die  Rela- 
tion stattfindet: 

(^,^'„  o„t',) 1. 

Sind  auf  diese  Weise  die  Elemente  des  Punktentripels  ^^g  ^'13  \,\  ermittelt 
worden,  so  geben  wieder  die  Verbindungslinien: 

Uttf'.Nft,       It'l3t'.l=i'4 

die  für  die  vorliegende  Aufgabe  einzig  möglichen  Berührungssehnen  jener 
beiden  den  Grundkegelschnitt  doppelt  berührenden  Kegelschnitte  im  Netze 
(24) ,  welche  die  Bilder  der  zwei  einzigen  eigentlichen  Doppeltangenten  der 
Plancurve  sind. 

Die  Schnittpunktenpaare  B^B'^^  ^4^4  ^^  Sehnenpaares Pgj?^  am  Grand- 
kegelschnitte nach  dem  Constructionsgesetze  in  (21)  projicirt,  geben  auf 
der  Plancurve  die  Berührpunktenpaare  JB^^s»  ^*^4  ^^  beiden  Doppel- 
tangenten. 

27.  Von  den  beiden  gefundenen  Doppeltangenten  berührt  die  eine 
einen  und  denselben  Zweig  der  Plancurve,  weshalb  sie  auch  wieder  wie  die 
Curve  in  (19),  von  einem  Paare  Inflexionen  begleitet  sein  muss,  aus  Grün- 
den, die  dort  ihre  Erklärung  gefunden  haben.  Hieraus  folgt  der  Satz: 
„Eine  Plancurve  O^^  mit  einem  Berührknoten  und  zwei  eigent- 
lichen Doppeltangenten  besitzt  nicht  mehr  und  nicht  weniger 
als  zwei  reelle  Inflexionen.*' 

28«  Zum  Schlüsse  des  vorliegenden  Aufsatzes  sei  noch  auf  einige  be- 
merkenswerthe  Beziehungen,  welche  bei  der  Construction  einer  Plancurve 
Cq*  zu  beachten  sind ,  hingewiesen ,  obgleich  dieselben  zwar  im  Allgemeinen 
als  bekannt  vorausgesetzt  werden  müssen  und  hier  nur  deshalb  ErwiQinang 
finden  sollen,  soweit  die  Methode  unserer  Construction  sich  durch  dieselben 
in  ihrer  Vereinfachung  prägnant  ausdrückt.  Dabei  übergehen  wir  die  leicht 
ersichtlichen  Constructionen  der  Schnittpunkte  einer  Geraden ,  der  einfachen 
Tangenten  etc.,  und  wollen  nur  noch  von  den  Doppelpunktstangenten 
sprechen. 

29.  Wie  gestaltet  sich  die  Construction  einer  Doppelpunktstangente 
für  eine  Plancurve  mit  drei  Doppelpunkten?  Sehr  einfach  und  unmittelbar 
(Fig.  1).  Ist  z.  B.  eine  solche  Tangente  in  0|  zu  bestimmen ,  so  suche  man 
nach   (8)   zu  den  Strahlen   jOg^j,  |0^il',|  die  homologen  Hauptstrahlen. 
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Beide  sind  die  Doppelpanktstangenten  des  Panktes  0^ .  Analog  ist  die  Con- 
stniction  fOr  den  Punkt  0,.  Im  Doppelpunkte  0,  gelangt  man  sofort  zu 
dem  ihm  angebörigen  Tangentenpaare,  wenn  man  ihn  mit  den  Schnitten, 
welche  die  Strahlen  {O^^gl,  lOgil',!  auf  dem  Hauptkreise  x  hervorbringen, 
yerbindet. 

30.  Ist  (Fig.  2)  eine  Plancurve  C^*  mit  Berührknoten  yorliegend,  so 
wissen  wir  (24),  dass  nur  im  Punkte  Oj,  ein  Paar  Tangenten  (reell,  ima- 
ginär) vorkommen,  weil  der  Berührungsknoten  0,  die  Hauptkreistangente  0, 
als  Enotentangente  a  priori  besitzt.  „Die  Doppelpunktstangenten  von  0|3 
dod  gleichlaufend  den  Hauptstrahlen  |0^il,|,  jOg^l'^l." 

31,  Wie  sich  in  den  beiden  letzten  Aufgaben  der  Tangentialpunkt  einer 
Doppelpunktstangent«  ermitteln  iSsst,  ist  mit  Hilfe  der  bekannten  Beziehung 
ond  mittelst  der  Construction  in  (9)  als  erledigt  anzusehen. 
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Dar  Ftaertwcl^adie  Ssta  Tom  ebenen  Dreiecdc. 

Tob 

Dr.  R  Slawtk, 


Der  Ton  K.  W.  Feuerbach  geümdcM,  in  Jalm  1822  bekaimt  ge- 
gebene Sfttz,  woudi  der  die  Mitten  der  Söies  eines  ebonoi  Dreieeks  ent- 
haltende Kreis  die  vier,  dem  Dreieck  eingeaehiiebenen  Kreise  berObrt,  hst 
zwar  athofü  eine  Reihe  Ton  Beweisen  gefunden.  Wenn  ich  doch  noch  ein- 
mal auf  diesen  Satz  znrfickkomme ,  so  geschieht  es,  weil  ich  eine  Eigen- 
schaft der  Tier  gemeinsehafUichen  Tangoit^  hororhebcn  nnd  nun  Kern  des 
Beweises  machen  wül,  wonach  dieselben  eonjagirte  Gende  sn  gewissen, 
leicht  erkennbaren  Linien  des  Dreiecks  sind.  Yeigl.  Nr.  4.  Zur  Herleiiang 
nnd  Aosnntznng  dieser  Eügenschall  mnss  ich  die  eingeschriebenen  Kreise 
des  Dreiecks  mit  dem  Ton  M.  Nagel  ^  snent  gefundenen  Dreieckspnnkte  in 
Beziehnng  bringen,  so  dass  dem  eigentlichen  Beweise  eine  knrse  Betrscb- 
tong  über  diesen  NageTschen  Ponkt  Toraosgeschickt  ist 

Um  die  Allgemeinheit  nnd  üebersiehtlichkeit  zn  bewahren,  habe  ich 
mich  der  Hilfsmittel  der  synthetischen  Geometrie  bedient  nnd  statt  der  an- 
endlich entfernten  Geraden  eine  beliebige  im  Endlichen  gelegene  benfltsi 


1a  Es  sei  ein  ebenes  Dreieck  99S  mit  den  Seiten 
a  =  »e,    b  =  «e.     c=«» 
nnd  in  der  Ebene  desselben  die  Gerade  l  gegeben,  welche  die  Seiten  des 
Dreiecks  886  in  den  Ponkten 

«i  =  G,a),    S,  =  (Z.b),    &,  =  (Z,c) 
schneidet   Auf  dieser  Geraden  {  befinde  sich  elfte  Involution  zweiten  Grades, 

8i  und  5|iy  8f  und  S„^  8^  und  8^ 
coigngirte  Punkte  sein  sollen. 

Wir  wollen  nun  diejenigen  vier  Kegelschnitte  construiren,  welche  die 
drei  Linien  a,  b  und  c  berühren  und  denen  das  auf  der  Geraden  I  gegebene 


*  M.  Nagel,  Th^rämes  sar  les  cercles  qui  touchent  les  cotäs  d*nn  tiiang^^* 
Kouvelles  annales  par  Terqnem  et  Gerono.    t,  XIX  p.  354. 
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PnnktsjBtem  zngehGrt.     Zu  diesem  Zwecke  bestimmen  wir  auf  l  drei  Paar 
conjngirte  Pnnkie  T,  welche  den  Bedingungen  genügen: 

{8,S,T,T„) 1,     {8,8,T,T„) 1,    (S,S,T,T„) 1. 

Hierauf  zeichnen  wir  die  Schnittpunkte 

Sro  =  (3lT„    STg,   6T3), 

Diese  so  erhaltenen  vier  Punkte  SR  sind  die  Pole  der  Geraden  l  in  Bezug 
auf  die  vier  gewünschten   Kegelschnitte;*  die  Kegelschnitte  selbst  wollen 

"^  °'*  SR»,  ÜR,«,  ÜR,»,  aRs» 

bezeichnen.     Von  denselben  ist  entweder  keiner  oder  alle  vier  reell;  wir 

nehmen  den  letzteren  Fall  an. 

Wir  construiren  weiter  ein  Dreiseit  aus  den  Geraden  91 5|,  89ä!|,  (ES^ 
and  bezeichnen: 

a^BC,    h^ÄO,    c^AB. 
Die  homologen  Seiten  der  beiden  Dreiecke  91 83 S  und  ABC  schneiden 
sich  auf  der  Geraden  7,  folglich  treffen  sich  die  Verbindungslinien  homologer 
Ecken  in  demselben  Punkte  8\ 

5  =  (^«,  58,06). 
Aus  den  harmonischen  Eigenschaften  des  Vierecks  ABC 8  ergeben  sich 
die  Beziehungen: 

(ilB6Ä,)  =  -l,    (ilOSS,)  =  -l,    (SOafifJca-]. 
Endlich  zeichnen  wir  noch  das  Dreiseit  ÄB^C  aus  den  Geraden  A8^^ 
B8^y  08^  und   construiren   die  Kegelschnitte  JSf*,  JSfj*,  3f,*,  Jlfj*  für  das 
Dreieck  ABC  und  0*,  O^*,  0/,  O3*  für  das  Dreieck  ÄB'C\  welche  den 
▼ier  Kegelschnitten  9R  für  das  Dreieck  91836  entsprechen. 

Wir  betrachten  die  beiden  Dreiecke  ÄAT^  un.l  B'BT^.    Es  war 

Pol^ch  liegen  die  Schnittpunkte  entsprechender  Seiten  auf  einer  Geraden. 
Diese  Schnittpunkte  sind  8^  0  und  üf. 

Ebenso  liegen  die  beiden  Dreiecke  A'^T^  und  S'^T^  perspectivisch, 
weshalb  auch  8y  M  und  9R  in  gerader  Linie  liegen.  Es  liegen  also  je 
in  einer  Geraden  die  vier  Punkte 

80Mm,    SOiJlf,gRn    iSOjÄjWg,    80^M^m^. 

Femer  sind  folgende  harmonische  Büschel  projectivisch : 
M{AB(&8s)  A  0{ÄB'C8^). 

*  Schröter,  Erweiterung  einiger  bekannten  Eigenschaften  des  ebenen  Drei- 
ttb.   Borchardt's  Joamal  Bd.  68  S.  221. 
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unter  diesen  Strahlen  aehneiden  nch  drei  Ptere  anf  1,  folglich  auch  das 
Tierte.    Also  gehen  M(S^  OC  nnd  l  durch  denadben  Pnnkt. 

Ist  weiter  B  der  Berflhmngsptuikt  der  Geradoi  AB  mit  Kegelschmtt 
IP,  nnd  Terbinden  wir  den  Schnittponkt  {MB,l)  mit  9R,  so  Iftsst  sich 
ebenso  leicht  zeigen,  dass  diese  Yerbindongslinie  die  Gerade  OB  ia  einem 
Punkte  9tg  tri£ft,  welcher  anf  Kegelschnitt  SR'  gel^[en  ist  and  dessen  Tan- 
gente in  9to  dnrch  8^  geht  üebertragen  wir  dies  anf  den  Kreis  M^,  so 
sehen  wir,  dass  die  zweite  Tangente,  die  man  (ansser  c)  aus  S^  noch  an 
M*  legen  kann,  M^  in  einem  Punkte  B^  bertthrt,  welcher  auf  der  Ge- 
raden CO  gelegen  ist  Es  liegen  aber  B^BM  auf  einer  Geraden,  der 
Polaren  Ton  8^  fiir  IP,  und  es  ist  auch 

(BoÄlfS»)  =  -l. 

Nennen  wir  noch  den  Schnittpunkt 

{CB^O,ÄB)^B^ 
und  ziehen  aus  dem  Punkte 

(I,  CO,  6Ä) 

nach  den  obigen  harmonischen  PnnUen  vier  Strahlen,  so  findet  sich,  da» 

ist 

Es  berflhrt  Kegelschnitt  M*  das  Diagonaldreiseit  ABO  des  yollstSn- 
digen  Yierseits  a,  6,  c,  Z  in  den  Punkten  P,  Q  und  B,  Es  kann  daher 
M*  als  Polarkegelschnitt  eines  gewissen  Punktes  in  Bezug  auf  eine  Kegel- 
schnittschaar  mit  den  gemeinsamen  Tangenten  a,  b,  c,  2  aufgeftisst  werden. 
Dieser  Punkt  ist  wegen  der  zuletzt  gefundenen  Relation  nur  der  Punkt  0, 
so  dass  wir  das  spftter  zu  verwerthende  Besultat  haben: 

Kegelschnitt  M*  ist  der  Polarkegelschnitt  des  Punktes  0 
in  Bezug  auf  eine  Kegelscbnittschaar  mit  den  gemeinsamen 
Tangenten  a,  6,  c,  l. 

2.  Indem  wir  nun  zur  Herleitung  des  Feuerbach'schen  Satzes  über- 
gehen f  construiren  wir  den  Polarkegelschnitt  8*  yon  8  für  eine  Kegelscbnitt- 
schaar mit  den  gemeinsamen  Tangenten  a,  b,  c,  Z.  Derselbe  berührt  die 
Diagonalen  a^  b^  c  dieses  vollständigen  Yierseits.  Yon  dem  Pole  9  der 
Geraden  S'^  in  Bezug  auf  den  in  das  Punktepaar  %  und  Si  zerfiEdlenden 
Kegelschnitt  der  Schaar  müssen  an  8^  zwei  Tangenten  gehen,  nfimlich 
erstens  die  Gerade,  welche  zu  8^  conjugirt  ist  in  Bezug  auf  die  Schaar, 
und  zweitens  die  Polare  von  8  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  9,8i.  Da 
beide  Geraden  mit  StS'i  zusammenfallen,  so  berührt  Kegelschnitt  8*  die 
Gerade  SS'i  im  Punkte  9.  Kegelschnitt  8*  berührt  also  die  Seiten  des 
Dreiecks  ABO  in  den  Punkten  3(,  93  und  (S. 

Das  Dreieck  91  SS  ist  das  Diagonaldreieck  des  Yierecks  SR äR^ 29)9'^) 
und  es  Ittsst  sich  somit  S"  als  Polarkegelschnitt  einer  Geraden  k  in  Bezog 
auf  ein  Kegelschnittbüschel  mit  den  Grundpunkten  9R,  aR|,  äOtsi  SRs  ^^^' 
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&6sen.     Die  Lage  der  Geraden  k  ergiebt  sich  einfach  folgendermassen.     Es 
mag  l  die  Gerade  936  im  Pankte  Z^  schneiden, 

I.  =  (A.a). 
Die  Polare  des  Punktes  Zj  in  Bezug  auf  den  in  die  Geraden  ^T^  und  ^T^ 
zerfallenden  Kegelschnitt  des  Büschels  muss  Kegelschnitt  S^  in  zwei  Punkten 
treffen,  nämlich  erstens  im  Pol  von  k  für  diesen  zerfallenden  Kegelschnitt, 
und  zweitens  in  dem  zu  Z|  cosjugirten  Punkte  iu  Bezug  auf  das  Kegel- 
scbnittbüschel.  Da  beide  Punkte  in  %  zusammenfallen,  so  muss  die  Tan- 
gente ^S^  von  S^  die  besagte  Polare  des  Punktes  Z^  sein,  und  wir  haben 
die  Gleichheit  3l(r.2'..Ä.Z.)  =  -l. 

Wenn  wir  nun  ebenso  die  Schnittpunkte 

(A,fe)  =  Z„     (A.c)  =  Z3 
nennen,  so  ist  auch 

S  {T,T„S,Z,)  =  -  1 ,     6  (T3Tg,S,Zj)  =  - 1 
und 

A  =  Z,Z,Z3. 

Da  8*  der  Polarkegelschnitt  von  k  für  das  Büschel  aRaRiaRgilRs  ist, 
80  schneidet  8^  auf  k  das  Punktsystem  aus,  welches  durch  die  Schnitt- 
pnnktenpaare  der  Kegelschnitte  des  Büschels  erzeugt  wird  (Schröter, 
Steiner'g  Yorlesungen  II,  S.  301).     Setzen  wir  also 

(l,«T,)  =  Tj,     (A.91T„)  =  T»; 

Ü.eT,)«!,,     (A,  e2'„)=T„, 
80  schneidet  Kegelschnitt  8*  auf  k  dieses  Punktsystem 

aas.    Wir  haben  dann  die  Relationen 

6(Z,Z,T,Tm)  =  -1,    S3(Z.Z,T,T„)  =  -1,    2l(Z,Z3T.T,.)  =-1. 
Nennen  wir  noch 

(aZi,©Z,)  =  r,     (2lZj,6Z3)  =  B,     (©Z„SZ3)  =  A; 
«Zi  =  Br  =  «,     93Z,  =  Ar=/3,     6Z3  =  Br  =  y, 
so  schneiden  sich  die  Geraden  %A,  S9B  und  ßf  in  demselben  Punkte  Z; 
denn  die  Dreiecke  ABT  und  ^21  ÖS  liegen  ja  perspectivisch ,  weil  die  entspre- 
chenden Seitenpaare  sich  auf  der  Geraden  k  schneiden. 
Wir  hatten  vorhin  die  Gleichheit 

2lx(ri^nS,Z,) 1. 

Kebmen  wir  von  diesen  vier  Strahlen 

SIT,,  3lTa,  SK^,,  SÄZ, 
je  den  vierten  harmonischen  in  Bezug  auf  dieselben  Strahlen  ^  S3  und  3(  S 
^  erstes  Strahlenpaar,   so  bilden  diese  vierten  Strahlen  zusammen  wieder 
ein  barmonisches  Büschel. 
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Nun  ist 

«(SSTiTJ«-!  nach  (1) 
und 

daher  erhalten  wir 

oder  besser 

«(r.T^SZ) 1, 

ebenso 

»(T,r„5Z)  =  -l,     6(^3^3851)  = -1, 

d.  h.  iS  und  Z  sind  conjugirte  Punkte  in  Bezug  auf  das  Büschel  SR  3)'i|  3)299)13. 
Aus  der  Oleichuug 

9i(r,r„s,i,) — 1 

oder  passender 

3l(T,Ti,Cr)  =  -l   und  iB(r,Tj,C?r)«-l 

folgt  ebenso,  dass  Cund  f,  B  und  B,  Ä  und  A  ebenfalls  coiyngirte  Punkte 
in  Bezug  auf  dasselbe  Büschel  ä)l  9)li  IDl,  9)28  sind. 

Die  Formeln 

9l(T,T„9lA)  =  -l,    a3(T,r,,JBB)  =  -l,    (^(T,T^Cr)^-l 

in  Verbindung  mit  dem  Umstände,  dass  je  in  einer  geraden  Linie  liegen 

(5T3T3,  6T33T83, 
und  dass  die  Punkte  Tauf  2,  die  Punkte  T  sich  auf  A  befinden,  lehren  uns, 
dass  wir  die  Linien  l  aus  X  auf  dieselbe  Art  ableiten  können ,  wie  wir  that- 
sächlich  k  aus  l  hergeleitet  haben.  Es  wird  somit  ein  8^  analoger  Kegel- 
schnitt Z'  existiren,  welcher  die  Seiten  des  Dreiecks  ABT  in  den  Punkten 
^,  SB,  €  berührt  und  auf  k  das  Punktsystem  TtTu  ausschneidet  Es  ist 
dann  Z^  der  Polarkegelschnitt  yon  Z  für  eine  Kegelschnittschaar  mit  den 
gemeinsamen  Tangenten  a,  b,  c,  A  und  von  l  für  das  Kegelschnittbüschel 
mit  den  Qrundpunkten  SK,  SDlj,  üRj,  ÜJJs.  Wie  ferner  S  der  Pol  von  l  für 
Kegelschnitt  S^  ist,   wird  auch  Z  der  Pol  von  k  für  Kegelschnitt  Z'  sein. 

Wir  fassen  die  bisherigen  Betrachtungen  kurz  zusammen. 

Durch   die   Ecken   des    Dreiecks   %iBS  legen   wir  je   einen 
Strahl,  wodurch  die  Gegenseiten  des  Dreiecks 

a  in  Z|,     6  in  Z3,     c  in  Z3 
derart  geschnitten  werden,  dass 

wird.     Während  die  Punkte  S',,  8^  und  8^  auf  der  Geraden  l  lie- 
gen, befinden  sich  Z|,  Z,  und  Z,  auf  einer  Geraden  l 

1  =  8,8^8^.     A=ZiZ,Z3. 

Wir  erhalten  dadurch  zwei  Dreiseite  mit  den  Seiten 
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5  =  21S,     und      /J  =  21I„ 

B=^{a,c)     and    B  =  (a,y), 
C=(a,5)  r  =  («,<J). 

Die  Dreiecke  ABC  und  ABT  liegen  mit  %§B(S  perspectivisch, 

"'"*  S=(^«,  533,06),    Z=(A«,Ba3,  rS). 

Der  Polarkegelschnitt  Ä*  von  5  für  eine  Kegelschnitt- 
schaai  mit  den  gemeinsamen  Tangenten  a»  6,  c,  I  ist  zugleich 
der  Polarkegelschnitt  der  Geraden  l  fttr  ein  Kegelschnitt- 
bflschel  mit  den  Grundpunkten  2»,  ERi,  SR«,  aK,- 

Der  Polarkegelschnitt  £*  yon  Z  für  eine  Kegelschnitt- 
schaar  mit  den  gemeinsamen  Tangenten  a,  b,  c,  k  ist  zugleich 
der  Polarkegelschnitt  der  Geraden  2  für  dasselbe  Kegelschnitt- 

bflschei  aRaRiaR^aRs. 

8*  berührt  die  Seiten  a,  &,  c  in  den  Punkten  ^,  S3,  (S.  Z* 
berührt  die  leiten  «,  /3,  7  in  denselben  Punkten  31,  93,  <S. 

Auf  den  Geraden  l  und  Jl  befindet  sich  je  ein  Punktsystem 
mit  den  Punktepaaren 

^1^11»  ^g^Mi  ^8^83  ^^^  TiTji,  TgT»,  TjTs, 
and  es  liegen  in  gerader  Linie 

S3T,T„    S3T„Tm. 
6 ^3 Tg,    ©TssTsg. 
Bas  erste  Punktsystem   auf  l  gehört  S'^   das  zweite  auf  k  ge- 
hört Z«  zu. 

Jede  der  sechs  Seiten  des  vollständigen  Vierecks  äRSO^iaRgäRg 
wird  von  S\  beziehungsweise  Z^  zum  zweiten  Male  in  dem 
Punkte  geschnitten,  welcher  zu  ihrem  Schnittpunkte  mit  l 
bes.  J  conjugirt  und  zu  den  auf  ihr  gelegenen  Grundpunkten 
harmonisch  gelegen  ist. 

Der  Pol  von  l  für  S*  ist  S,  derjenige  von  k  für  Z*  ist  Z. 
Sund  Z,  Ä  und  A,  B  und  B,  C  und  f  sind  conjugirte  Punkte 
in  Bezug  auf  das  Büschel  aRaRiäRgaRg. 

Die  Kegelschnitte  8*  und  Z'  haben  die  Punkte  91,  S,  S  gemeinsam. 
Die  Ecken  des  gemeinschaftlichen  Poldreiecks  X^3  Flüssen  daher  auf  den 
Seiten  des  Dreiecks  91S3(S  gelegen  sein,  und  zwar  liege 
lauf  836,     ?)auf2l(£,     3  auf  «S, 

Auf  der  Geraden  X^  müssen  dann  auch  die  Pole  C  und  f  von  99 
in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte  8^  und  Z^  gelegen  sein,  oder 
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X^  föllt  Zusammen  mit  Cf, 

?)3    I,  .  «     ^A, 

d.  h.  X  ist  der  Schnittpunkt  von  BB^  Cf  und  936,  in  Zeichen: 

X  =  (/?B,Cr,  86),     ?)  =  (^A,  Or,  «6),    3  =  (^A,-BB,91S5). 
Der  vierte  gemeinsame  Punkt  ®  der  Kegelschnitte  S^  und  Z*  ist  dann 

®  =  («I,S?),63). 

Er  ist  der  conjugirte  Punkt  zum  Schnittpunkte  {l,  X)  in  Bezug  auf  das 
Büschel  ÜRaWiüKjSKs. 

Die  Kegelschnitte  8*  und  T*  haben  ausser  den  Punkten  S, 
IB  und  6  noch  einen  gemeinsamen  Schnittpunkt®,  der  zu  dem 
Schnittpunkte  (^  ;i)  in  Bezug  auf  das  Büschel  aRaß^aRgWs  con- 
jugirt  ist.  Das  gemeinsame  Poldreieck  X^3  ^^^  beiden  Kegel- 
schnitte hat  zu  Seiten 

Linie  X^  zusammenfallend  mit  Cf, 
»      3£3  »  .    BB, 

,.     ,     »     ?)3  1.  »    ^A, 

und  zwar  liegt 

X  auf  »6,   ?)  auf  SIE,   3  ^^^  «»•     ' 

Demnach  ist 

®  =  (21X,S3?),63). 

3.  Die  Kegelschnitte  S^  und  Z^  haben  auch  vier  gemeinsame  Tangen- 
ten t,  ti>  tg,  tg.  Das  Diagonaldreieck  des  Vierseits  t,  t^,  t^^  tg  ist  dann 
wieder  X?)3  iiöd  zwar  sei 

I?)  =  (tt3.  tjt,),   X3  =  (tt,,t,i3),    ?)3  =  (tti.t,t3). 

Da  die  Tangenten,  von  einem  Punkte  an  die  Kegelschnitte  einer  Schaar 
gezogen,  eine  Strahleninvolution  bilden,  so  müssen  die  Tangenten  %BC 
und  ^Bf,  in  91  an  S*  und  1?  gelegt,  harmonisch  gelegen  sein  zu  den 
Strahlenpaaren  ^(tt|)  und  ^(tgtg).  Daher  haben  wir  als  Schnittpunkte 
dieser  vier  harmonischen  Strahlen  je  zwei  Paar  harmonische  Punkte: 
Ä,  A  und  (tti),  (t>ts)  auf  ?)3, 
B.  B     „     (tt,),  (tjts)    ,     X3, 

c,  r    „   (ttg),  (t,t,)  ,   X?). 

Aus  den  harmonischen  Eigenschaften  des  vollständigen  Vierseits  t tilgt) 
folgt  aber,  dass  auch  (tt|)  und  (tgtg)  zu  ^  und  3  harmonisch  gelegen  sind; 
folglich  sind  die  Schnittpunkte  (tt,)  und  (tgtj)  die  Doppelpunkte  einer  In- 
volution, von  welcher  ?)3  und  -4A  je  ein  Paar  conjugirter  Punkte  vor- 
stellen.    Wir  wissen  aber,  dass 

3l(Ä3S,T,TJ  =  -l  und  Sl(Äir,T,,)  =  -], 
d.  h.  dass  91 2\  und  91  Tu  die  Doppelstrahlen  einer  Involution  sind,  von 
welcher  91^3333  und  91Ä,S?)  ein  Paar, 

^SÄ  und  91  ZA  ein  zweites  Paar 
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conjogirter  Strahlen  sind.  Folglich  fallen  die  Strahlen  %T,  und  ^Tj^  mit 
den  Strahlen  91  (tt^)  und  ^((ttt,)  zusammen.  Wir  richten  die  Indices  der 
Tangenten  t  so  ein,  dass 

«T,  identisch  mit  SlCt^tj), 

«^n         .  n     «(tts) 

wird^  nnd  erkennen  somit,  dass  die  Punkte 

USWSDliCtjts),   ?lüR,aK3(tti),     i8a»aK,(t,t3) 
n.  8.  w.  zu  je  vieren  in  einer  geraden  Linie  liegen. 

Die  Kegelschnitte  S*  nnd  Z^  haben  vier  gemeinsame  Tan- 
genten t,  ti,  tj,  tj.  Dieselben  bilden  ein  vollständiges  Yierseit, 
dessen  Diagonaldreieok  £^3  ^^^i  ^^  dass  die  Punkte 

(ttO  und  (t^i^)  anf  ?)3, 

HU)    .    (tjts)    „    13. 

(tt,)   „  (t,t,)  „   I?) 

gelegen  sind.     Alsdann  befinden  sich  die  Punkte 

8iaRÜRi(t,t8),     «aJljüRsCtt,), 
»ü»2R,(tit3),     ©SK.ÜRsOt,), 

(SüR3R3(tit,),  eaRjaRjCttj) 

zu  je  vieren  in  gerader  Linie. 

4.  Der  Kegelschnitt  S*  ist  (2)  der  Polarkegelschnitt  von  S  fQr  die 
Kegelschnittschaar  abd^  ebenso  Z^  derjenige  von  Z  für  die  Schaar  abcA. 
Da  t  diese  beiden  Kegelschnitte  berührt,  so  werden  die  beiden  Geraden, 
welche  zu  t  in  beiden  Schaaren  conjugirt  sind,  die  Punkte  8,  beziehungs- 
weise Z  enthalten  müssen.  Der  Schnittpunkt  beider  Geraden  wird  dann 
der  Pol  von  t  für  deiyenigen  Kegelschnitt  S^  sein  müssen,  welcher  beiden 
Schaaren  gemeinschaftlich  ist  Dieser  Kegelschnitt  ft*  berührt  also  zunächst 
die  Geraden  a,  b ,  c  und  l,  folglich  ist  ii JBC  für  ihn  ein  Poldreieck.  Ebenso 
ist  ABT  für  ihn  ein  zweites  Poldreieck,  weil  er  auch  die  Geraden  a,  b,  c 
und  l  berührt.  Der  Pol  der  Geraden  ^  A  ist  für  ihn  also  der  Schnittpunkt 
Yon  BC  nnd  BT,  d.  h.  %.  Da  S*  die  Geraden  3193  und  SIS  berührt,  und 
JA  dieselben  in  3  ^^id  ^  schneidet,  so  berührt  ft*  die  Seiten  von  9139S 
in  den  Punkten  X,  ?),  3- 

Für  ft*  geht  daher  die  Polare  von  (tt^)  zunächst  durch  91,  weil  (ttj 
auf  ^3  liegt,  und  auch  durch  (tgtg),  weil  dieser  Punkt  zu  (t t^)  harmonisch 
in  Bezug  auf  ^  und  3  gelegen  ist.     Daher  ist  für  S* 

die  Polare  von  (tti)  die  Gerade  «(tjta)?!»?!»,, 

..     ,,      n   (tt,)  „      „     a3(t,t3)üKün„ 

n  .,  n       (tt3)      „  ,         6(t,t3)ÜJiaR3. 

Da  diese  drei  Geraden  sich  in  Wt  schneiden,  so  ist  für  S* 
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m  der  Pol  von  t, 
2R,    „     „      „     ti, 
SKj    »       »       r>     ^8» 

Somit  sind  conjugirt:  '   "      "      "     **' 

t  und  8^  für  die  Schaar  abc^ 
t    «    I2R    „     «        «      abcA. 
Der  Eegelscbnitt  ft^   welcher  die  fünf  Geraden  a,  b,  c,  2 
und  A  berührt,  geht  durch  die  Punkte  X,  ^  und  3-    ^tlr  ihn  sind 

aW  und  t,    2»!  und  t,,    8»,  und  tg,    ÜKj  und  t, 
Pol  und  Polare. 

Von  den  vier  gemeinsamen  Tangenten  t,  ti,  t^,  t,  der  beiden 
Kegelschnitte  S*  und  Z^  sind  für  die  Eegelschnittschaar  abc2 
conjugirt: 

t  und  SÜJI,    tj  und  SÜJI,,    t«  und  iSTOj,    t,  und  SSKj; 

ebenso  sind  für  die  Schaar  abcA  conjugirt: 

t  und  Z'SJt,   ti  und  ZaR^    t,  und  ZaR,,    t,  und  ZSDls. 
Da  die  Gerade  SM  auch   durch  den  Punkt  0  geht  (1),  und  da  der 
Kegelschnitt  M*  der  Polarkegelschnitt  von  0  für  die  Schaar  aitl  ist  (1), 
so  muss  die  Gerade  t  auch  eine  Tangente  von  M*  sein. 

Von  den  vier  gemeinsamen  Tangenten  t,  t|,  t^  und  t^  der 
Kegelschnitte  /S^  und  Z*  berührt 

t  auch  den  Kegelschnitt  M\ 

t«      »  »  n  J^s*- 

5,  Die  Berührungspunkte  des  Kegelschnittes  S^  mit  den  Tangenten 
t»  tj,  tj,  tj  seien  bez.  N,  N^^  N^,  N^^  diejenigen  von  Z*  ebenso  N,  N^, 
Ng,  N3.  Der  Kegelschnitt  Z*  ist  dem  vollständigen  Vierseit  iaßy  ein- 
beschrieben. Er  berührt  diese  vier  Seiten  der  Beihe  nach  in  den  Punkten 
N,  ^;  83,  €•     Das  Diagonaldreieck  dieses  Yierseits  heisse  |i;^.     Nennen 

wir  noch 

x,  =  (t,Br),    «8  =  0,  AO,    x3  =  (t,AB), 
80  sei 

£  =  (Bx2,  rxj),     i?=(Axi,  r«s),     t=(Axi,Bxj). 

Es  bestehen  dann  die  Relationen 

(|l?rX3)  =  -l,       (StBx,)--l,       (t?fAKO  =  -l. 

Die  Polaren  der  sechs  Punkte  A,  B,  f,  X|,  x,,  X3  für  Z'  sind  der  Reibe 
nach  iBeg,  9[@f7,  SlSti  N9l£,  NSt^,  N6:^  Es  ist  |  der  Schnittpunkt 
von  SS,  Bxj  und  fx,,  in  Zeichen 

6  =  (©(£,  Bx^Txj),    i?  =  (3l6,Ax,,rx8),    J:=(8ia3,  Ax,,  Bx,), 
und  es  liegen  in  gerader  Linie 

N216,    NSt?,    N6t. 
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Dasselbe  iSsst  sich  fiir  Kegelschnitt  S*  feststellen.  Er  berührt  die  yier 
Geraden  t,  a,  16,  c  der  Reihe  nach  in  den  vier  Punkten  N,  %,  9  und  & 
Das  Diagonaldreieck  des  yollständigen  Yierseits  sei  xye.    Wir  nennen 

*,=(t,Ba),  *,=(t,^<7),  k,=it,ÄB). 

Dann  erhalten  wir 

^^"^"^  {xyCk,)^^l,     {x0Bk,) 1,     (y0Äk,)  =  -^l 

und  es  li^en  in  gerader  Linie 

N^x,  N^y,  N(Ee. 
Nach  diesen  einleitenden  Bemerkungen  betrachten  wir  wieder  die  Kegel, 
sehnittschaar  abcZ.  Wir  sahen  in  (4),  dass  t  und  die  Gerade  8Wt  in  Be- 
zug auf  dieselbe  ein  Paar  conjugirter  Strahlen  sind.  8^  ist  bekanntlich  (2) 
der  Polarkegelschnitt  yon  8  für  dieselbe  Schaar,  Da  nun  t  eine  Tangente 
▼on  8*  ist,  so  wird  es  einen  Kegelschnitt  E^  der  Schaar  abcl  geben,  ftlr 
den  8  und  t  Pol  und  Polare  sind.  Es  wird  ja  S'*  von  den  Polaren  des 
Punktes  S  in  Bezug  auf  sSmmtliche  Kegelschnitte  ^er  Schaar  ahcl  eingehüllt. 
Für  E^  ist  nun  ABC  ein  Poldreieck,  weil  JE*  der  Schaar  aicl  an- 
gehört und  weih^JBC  das  Diagonaldreieck  des  yollständigen  Yierseits  aitl 
ist    Es  ergiebt  sich  somit,  dass  für  E^ 

\  der  Pol  von  CÄ6, 

As,    „      „      «     BSSd, 

h    .      n      n     ÄS% 
ist    Daher  ist  endlich 

6  der  Pol  von  k^C=xy, 
®    »      »      »    k^B  =  xe, 

^     n        n        n     KA^yH 

und  es  berührt  somit  Kegelschnitt  E^  die  Seiten  von  %93S  in  den  Punkten 
flP,  y  und  $. 

Hieraus  ergeben  sich  eine  Reihe  schöner  Folgerungen.     Zunächst  sind 

^  ^^  Punkt  {xy,  »»)  und  Gerade  6iBf  Pol  und  Polare, 

„  («if,  «6)  „  n  S3y  »  »  »  . 
„     (yi?,  836)    I,        n        ««    „      „        „    . 

Daher  liegen  die  drei  Punkte  links  auf  einer  Geraden,  nämlich  der  Polaren 

^^  N^{^x,^y,^z) 

inBesug  auf  JS*.  Diese  Polare  muss  aber  8Wt  sein.  Denn  da  t  und  8SSk 
^  die  Schaar  abcl  conjugirt  sind,  8  und  t  aber  für  E^  Pol  und  Polare 
Bind,  so  kann  nur  der  Berührungspunkt  N  von  t  mit  demjenigen  Kegel- 
schnitte 8^  det  Pol  von  5  an  für  E^  seiUi  welcher  Polarkegelschnitt  von  S 
ftr  die  Schaar  ahtl  ist 

Daher  enthält  die  Gerade  SSR  die  Punkte  (xy,  9133),  {xz,  %€)  und 
(jf^öC). 
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Der  Pol  von  ^SR^  ftlr  den  vorhin  definirten  Kegelschnitt  £?*  mnss  auf 
t^  gelegen  sein,  weil  (4)  t^  und  die  Gerade  SW^  für  die  Schaar  abc2,  zu 
welcher  ja  auch  E^  gehört,  conjugirt  sind.  Derselbe  Pol  von  S?Bt^  für 
Kegelschnitt  E^  muss  aber  auch  auf  t  gelegen  sein,  weil  ja  S  und  t  f&r 
E*  Pol  und  Polare  sind.  Es  ist  also  (tt,)  der  Pol  von  Sajlj  für  EK  Da 
nun  aber  Linie  «aKgÜJia  den  Punkt  (ttj)  enthält  (3),  so  liegt  der  Pol  von 
^aRgS^^s  erstens  auf  tSgOTi^  und  zweitens  auf  SiDtäRi,  denn  es  sind  ^laRsSRs 
und  31  an 3)2]  in  Bezug  auf  die  Schaar  ahil  conjugirt  Besagter  Pol  ist 
also  aOfJj.  ÜRiaRjäRj  ist  also  ein  Poldreieck  für  den  Kegelschnitt  E\  Weil 
nun  Wl^^^  (durch  ^  geht,  so  liegt  Wli  auf  der  Polaren  ye  von  9  für 
Kegelschnitt  E\  d.  h.  es  liegen  in  einer  Geraden 

2»iyi?,  äR»«^,  ÜKa«y* 
üeberhaupt  liegen  also  je  in  einer  Geraden  die  5  Punkte 
«yüRjCArj,   xz^n^BJc^,   yemiÄh^. 
Wären  wir  von  einem  Kegelschnitte  E*  der  Schaar  ab  eil  ausgegangen, 
für  den  Z  und  t  Pol   xmd  Polare  sind,   so   hätten   wir  Ikhnliche  Resultate 
gefunden,  wie  die  nachfolgende  Zusammenfassung  es  zeigt 
Wir  führen  die   Bezeichnungen  ein: 

Xi  =  (t,Br)       und  *i  =  (t,JBC),       ' 
^  =  (t,Ar)         «     Ä8  =  (t,^C), 
*a  =  (t,AB)         „     Ä3  =  (t,^Ä). 
S  =  (BK„rx3)     „     fl;  =  (JBÄ;„CÄ3), 
t?  =  (Ax^ ,  rxg)     „     y  =  {Äh^ ,  CÄg), 
t  =  (Ax,,Bx,)    „      0^{Ä\,Bk,). 
Die  Schnittpunkte 

(«y,  2tSB),  («j?,  9ie),  (y«f,  ©6)  liegen  auf  der  Geraden  SÜK; 
(Si?,«©),  Uf,3l6),  Ut,a56)        »         n       »  «  ISK. 

Es  liegen  ferner  je  in  einer  Geraden 

«yüRsCfe,  und  SijaJijrxj, 

xem^Bk^     „      SJÜRjBxj, 

yjEfüRj^ÄJi      „      i?SÜR|Axi. 

Die  Punkte  a;,  y>  e  sind  der  Reihe  nach  auf  den  Seiten  a,  6|  c 

des  Dreiecks  9193S  gelegen,  ebenso  |,  17,  {;  bez.  auf  denselben 

Seiten. 

Es  liegen  endlich  je  in  einer  Geraden 
N'äx  und  N«|, 
N^y     „     N©i?, 

N^ß    „   Net, 

wobei  2^  und   N  die  Berührungspunkte  von  t  mit  den   Kegel- 
schnitten 5*  und  Z*  bedeuten. 


*  Schröter,  Borchardt*8  Journal  Bd.  68  S.  284. 
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Für  diejenigen  beiden  Kegelschnitte  JE7^  and  E^  der  Schaa- 
ren  aBcI  bez.  abcX,  für  welche  t  und  S  bez.  Z  Polare  und  Pol 
sind,  ist  3ßi3R290t3  ein  gemeinsames  Poldreieck.  Es  enthält  E^ 
die  Punkte  Xy  y,  jj,  E*  die  Punkte  |,  iy,  J.  Der  Pol  von  SWl  für 
E*  ist  ^,  derjenige  von  ZUR  für  E*  ist  N. 

6.  Kegelschnitt  Z'  ist  (10)  auch  der  Polarkegelschnitt  der  Geraden  7 
in  Bezug  auf  das  Kegelschnittbüschel  mit  den  Grundpunkten  9Jl  3)t|  3^2  ^Rs  * 
Deshalb  muss  es  auch  einen  Kegelschnitt  @'  dieses  Büschels  geben,  für 
welchen  {  und  der  Berührungspunkt  N  von  Z'  mit  t  Polare  und  Pol  sind. 

Für  @^  ist  31 8 e  ein  Poldreieck,  daher  sind 

S^  und  6Nf,    Sj  und  SNiy,    5^  und  3lN| 
Pol  und  Polare. 

Es  ist  also  ,  -,  ,  «  ^       .j, 

i  Pol  von  536  =  ^^5, 

Nach  den  in  (5)  bewiesenen  Eigenschaften  können  wir  jetzt  sagen, 
dass  für  (g* 

Ä  Pol  von  JiyASKi, 

ist    Hieraus  folgt,  dass  äR|  der  Pol  von  ÄfSRi  ist,  weil  &  ja  durch  äRj 
geht    Ausführlicher  dürfen  wir  sogar  sagen:  Für  Kegelschnitt  &  ist 

3Jii  der  Pol  von  ÄWlipelc^, 

9Ä,    „     „      „    B'SJl^x0\, 

3Ä8    «      »»      »     CÜRjOjyfcs 
und  deshalb 

0  der  Pol  von  Wt^Wt^, 

y  „    „     „    aÄ,9R5> 

«  «    ,.    „  aR,aK3. 

Folglich  sind  auch  ^  und  Gerade  /S'S)^  Pol  und  Polare.     Endlich  l&sst  sich 
sehr  leicht  zeigen,  dass 

^n  =  y»aÄ8?K8)  Pol  von  a?N, 

ist  ^M    "     »»    ^N 

Die  Punkte  x,  y^  e  treten  noch  in  einer  andern,  für  uns  wichtigen 
Bedeutung  auf.  Der  Kegelschnitt  JfcP,  welcher  die  Seiten  von  ABO  in  P, 
Q  und  R  berührt  (1)  und  auf  der  Geraden  l  das  Punktsystem 

ffl  /TT      /Tf  /TT      /TT  /TT 

■*1-^11>     -^«-*8S»     -^S-^SS 

luisschneidet,  hat  nSmlich  (4)  die  Geraden  t  auch  zur  Tangente  und  folglich 
das  Diagonaldreieck  xyB  des  vollständigen  Yierseits  ahoi  zum  Poldreieck. 
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Weil  nun  C  auf  xy  gelegen  ist,  fUirt  die  Polare  von  C  fttr  Jf^  d.  i.  die 
Gerade  PQT^y  dnrcb  ir  d.li.  g  ist  der  Schnittpunkt  von  %9  nnd  PQT^. 
Der  Kegelschnitt  Jf^  welcher  die  Seiten  a,  h  und  e  des 
Dreiecks  ABC  der  Beihe  nach  in  P,  iß  und  R  berührt,  hat  xyt 
zum  Poldreieok  und  es  ist 

Zugleich  ergiebt  sich,  dass  A  und  JB  harmonisch  liegen  zu  R  und 
{AB,  PO). 

Kehren  wir  nun  zu  unserem  Kegelschnitte  (S'  zurück.  Derselbe  geht 
durch  9R|  nnd  SR,.  Seine  Tangenten  in  diesen  Punkten  schneiden  sich  in  m. 
Die  Polare  0N  des  Punktes  T33  von  9R|9J^  muss  daher  so  gelegen  sein,  dass 

ist.     Projiciren  wir  diese  Tier  Strahlen  auf  AB,  so  giebt  es  zunächst  die 
drei  Punkte 

A=:{AB,0Sm,),    B^{AB,0Wt^),     {AB,PQ)=^(JB,$T^). 

Daher  ist  {AB,  zH)=^Ry  denn  er  muss  der  vierte  harmonische  Punkt  za 
den  drei  ersteren  sein. 

Ist  N  der  Berührungspunkt  des  Kegelschnittes  Z^  mit  der 
Geraden  t,  so  liegen  je  in  einer  Geraden 

zHR,  yHQ,  xHP. 

Da  nun  Kegelschnitt  M^  die  Geraden  a,  &,  c,  t  berührt  und  xyi!  zum 
Poldreieck  hat,  so  trifft  die  Polare  von  k^=^{X,  AB)  ftlr  M\  d.i.  die 
Gerade  xP,  die  Tangente  t  in  ihrem  Berührungspunkte  mit  t«  und  dieser 
Punkt  ist  eben  N.  Kegelschnitt  7}  und  M^  haben  also  auf  der  gemein- 
schaftlichen Tangente  t  auch  den  gemeinschaftlichen  Berührangspunkt  N. 
Aehnliches  gilt  für  die  Kegelschnitte  M^,  M^  und  M^.    Daher  das  Resultat  : 

Der  Kegelschnitt  Z^  berührt  die  vier  Kegelschnitte  If', 
M^y  M^  und  M^  der  Beihe  nach  in  den  Punkten  N,  N|,  N,  und 
Ng.  Die  gemeinschaftlichen  Tangenten  in  diesen  Punkten  sind 
die  Geraden  t,  t^i  t^  und  tg. 

Bemerkung.  Nehmen  wir  als  Gerade  {  die  unendlich  entfernte  Ge- 
rade l^  und  specialisiren  das  nach  (1)  auf  ihr  angenommene  Punktsystem 
^1^111  ^^2^29»  ^s'^ss  <lerai*t,  dass  ein  Paar  conjngirter  Punkte  auf  l^  von  je 
zwei  zueinander  rechtwinkligen  Richtungen  ausgeschnitten  werden,  so  werden 
die  Kegelschnitte  3R«,  ÜRi*,  ÜR,*,  ÜRs*  die  vier  dem  Dreiecke  ««6  ein- 
beschriebenen  Kreise,  ebenso  Jftf^,  M^j  Jf,',  M^  die  vier  dem  Dreieck  ABC 
einbeschriebenen  Kreise;  3(93€  ist  das  Mittendreieck  und  J}  der  diesem 
Mittendreieck  umschriebene  oder  Feuerb  ach 'sehe  Kreis  von  ABC.  Der 
Kegelschnitt  8^  aber  wird  die  Ellipse,  welche  die  Seiten  von  ABC  in  ihren 
Mitten  berührt.  Diese  Mittenellipse  hat  also  mit  dem  Feuerbach- 
schen  Kreise  die  vier  Tangenten  t  gemeinsam,  von  denen  jede 
noch  einen  der  eingeschriebenen  Kreise  M  berührt. 
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7.  Wir  hatten  (5)  bewiesen,  dass  die  Punkte 

xa  dreien  in  einer  Geraden  liegen.     Die  Pole  dieser  drei  Greraden  ftir  den 

in  (6)  vielbesprochenen  Kegelschnitt  &  sind  beziehungsweise  (93  S,  äRgäRs)) 

(%e,3Ri9){3),  (9193,  3Ri9J^).     Diese  drei  Punkte  liegen  also  in  einer  Ge- 

raden  n,  der  Polaren  von  ßf  für  &.     Da  jY  auf  t  gelegen  ist  und  der  Pol 

von  t  fOr  e«  der  Punkt       ,c^  .    ^        c«>  .x 

(3JCil,  m^fi,  URsJ) 

ist,  so  enih&lt  n  diesen  letzteren  Punkt,  üebrigens  liegt  derselbe  auf  {. 
da  l  die  Polare  von  N  für  Kegelschnitt  &  ist,  und  N  sich  auf  t  befindet, 
Also  schneiden  sich  die  Geraden  n  und  l  in  dem  Pole  von  t  für  &. 

In  Bezag  auf  denjenigen  Kegelschnitt  &  des  Kegelschnitt- 
bflschels  mit  den  Grundpunkten  SSSt,  SSftn  ^a^  ^s>  ^^^  welchen 
die  Gerade  l  und  der  Berührungspunkt  N  des  Kegelschnittes 
Z^  mit  der  Geraden  t  Polare  und  Pol  sind,  sind 

ß  Pol  und  aÄ^aR,  Polare, 

m  „    „     sa» 

Die  Punkte  («»,  aJiiaR,),  (*©,  aR^SKs)  und  (836,  m^m,)  liegen 
in  einer  Geraden  n.  Dieselbe  ist  die  Polare  von  N  (d.  h.  des 
Berührungspunktes  von  t  mit  Kegelschnitt  £^*)  in  Bezug  auf@^, 
Punkt  (2,  n)  also  der  Pol  von  t  für  denselben  Kegelschnitt  @*. 

Es  zeigt  sich  nun,  dass  N  und  (Z,  n)  conjugirte  Punkte  für  das  Büschel 
WaRiaj^an,  sind;  denn  der  Pol  von  l  für  &  ist  N.  Die  Polare  von 
9,«)  für  6'  muss  Z'  (d.  i.  den  Polarkegelschnitt  von  l  für  das  Büschel 
W.SDtiaJisaSts)  erstens  in  diesem  Pol  N  treffen  und  zweitens  in  dem  zu  (},  n) 
eoDjügirten  Punkte  in  Bezug  auf  das  Büschel  a^aJ^^aRsaRs.  Diese  Polare 
ist  aber  ^N  und  berührt  1?  in  N.  Daher  ist  N  in  der  That  der  coi\ju- 
girte  Punkt  von  (I,  n)  für  das  Büschel  aRaRiaR,aR3. 

Kennen  wir  die  Geraden 

(3183,  aRiaji,)(9i6,  a»iaÄ8)(»6,  aR,aRs)=n, 
(«33,  aRaRs)  (916,  aRaRa)  (se,  aR^aRs)^^,, 

(«83,  aRaRg)  («6,  aRiaR3)(336,  aRaRi)  =n„ 
(«83,  aR^aR,)  («6,  aRaRj)  (836,  aRaRi)  ^n^, 

^0  sind  die  Berührungspunkte  vom   Kegelschnitt  Z'  mit  den 
Geraden  t,  t|,  tg,  tg,  nämlich 

N   conjugirt  zu   (2,  n), 

Nj  t,  „    (^Wg)» 

Nj  n  „      (^W3), 

Z«ttMkiifl  t  lUtbemfttlk  ».  Fhjtik  XXXV,  1.  jiiigitized  by  GOOgle 
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in  Bezag  auf  das  Eegelschnittbüscbel  mit  den  Grnndpunkten 
3R,  SKi,  3R,,  aRj. 

Ebenso  sind  von  den  Berübrungspunkten  des  Kegelacbnit- 
tes  8^  mit  derselben  Oeraden 

N  conjagirt  zu  (A,  n), 

in  Bezug  auf  dasselbe  Kegelscbnittbüscbe  1. 

8.  Aus  den  vorbergebenden  Sätzen  ergeben  sieb  viele  Constructionen 
sowobl  der  Berübrungspunkte  N  und  N,  als  aucb  der  gemeinsamen  Tan- 
genten t  der  Eegelscbnitte  S^  und  Z^  von  denen  wir  mit  Umgehung  der 
bekannten  nur  einige  bervorbeben  wollen. 

Erste  Construction.  Nacb  den  Angaben  von  (1)  construire 
man  die  Punkte  S  und  ilf.  Die  Scbniitp unkte  der  Linie  SM  mit 
den  Seiten  des  Dreiecks  ABC  seien 

{a,SM)  =  ii,     {'b,SM)  =  i^,     {c,SM)  =  ^. 

Darauf  construire  man  die  Punkte  k  nacb  den  Bedingungen 

Die  drei  Punkte  A;|,  A^,  k^  liegen  in  einer  Geraden  t,  welche 
die  Kegelscbnitte  Z^  und  M^  berQbrt  (4). 

Besonders  einfacb  wird  diese  Construction  in  dem  Falle ,  welcber  in  der 
Bemerkung  (6)  besprocben  ist.     Denn  es  wird  alsdann 

Zweite  Construction.  Nacb  den  Angaben  von  (1)  con- 
struire man  die  Punkte  S  und  9R.  Linie  SW  scbneidet  die 
Seiten  von  ^936  in  den  Punkten 

(«83,52«)  =  ^,     («6,  S^ü)0  =  y,    (556,Ää»)  =  a;. 
Wir  erbalten  dann  die  Scbnittpunkte 

kf,^(xp,ÄB),    k^=(x0,ÄC),     ki  =  (yz,BC) 
und  daraus  ♦  — .  t  i.  i. 

Es  ergiebt  sieb  dies  aus  (ö). 

Dritte  Construction.  Man  construire  die  Berübrungs- 
punkte P,  0  und  R  des  Kegelschnittes  M^  mit  den  Seiten  des 
Dreiecks  ABC  und  entweder  wie  vorhin,  oder  nach  den  Be- 
dingungen 

die  Punkte  x,  y  und  z.  Alsdann  ergiebt  sich  N  als  Schnitt 
punkt  der  Linien  Px^  Qy  und  Rg^  ferner  N  als  Schnittpunkt  von 
%a;,  iB^  und  (§,e.    Daraus  folgt 
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Vierte  Gonstrnction.  Nach  den  Angaben  in  (1)  construire 
man  die  Punkte  3Ri,  SR,,  9^3,  9R  und  die  Linie 

n  =  («g3,  ÜJliüR,)(«6,  ÜRiäR8)(S3(5,  üRjüRs). 
Hierauf  verbinde  man  den  Schnittpunkt  (2,  n)  mit  den  Punkten 
^,  9  und  €  und  construire  zu  diesen  Verbindungslinien  den 
vierten  harmonischen  Strahl  in  Bezug  auf  das  jedesmalige 
Seitenpaar  des  vollständigen  Vierecks  äRSRiSD^äRj.  Diese  drei 
vierten  harmonischen  Strahlen  schneiden  sich  in  N^  dem  Be- 
rflhrnngspunkte  von  Z*  und  2f^ 

Diese  aus  (7)  sich  ergebende  Construction  von  N  wird  sehr  einfach, 
wenn  wir  die  Specialisirungen  der  Bemerkung  in  (6)  eintreten  lassen.  Dann 
werden  die  Strahlen  aus  %,  93  und  S  nach  (2,  n)  zu  n  parallel.  Es  wird 
femer  z.  B.  %9lt3Ri  auf  SLÜRjÜJls  senkrecht  stehen  und  deshalb  der  von 
den  Schenkeln  %N  und  %{},  n)  gebildete  Winkel  von  einer  der  obigen,  auf- 
einander senkrechten  Linien  halbirt. 
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I.  Veber  eine  InTariante  der  linearen  DifEerentialgleiohung 
sweiter  Ordnung. 

§1- 

Transformirt  man  die  lineare  Differentialgleichung 

dnrch  die  Substitution: 

y  =  5.9(ir), 

80  erhält  man: 

3)    PM^)j^+^[2P.9i<ß)  +  Q'Vix)]+0[P.g>'\x)  +  O.^^^^^ 

oder  abgekürzt  geschrieben: 

Bildet  man  nun  den  Ausdruck 
so  ist  derselbe  identisch  gleich 

Durch  Vergleichung  von  5)  und  6)  ersieht  man,  dass  der  Ausdruck 
6)  eine  Invariante  der  Gleichung  1)  mit  Bezug  auf  alle  Transformationen 
Ton  der  Form  2)  ist 

§2. 

Alle  Transformirten,  welche  mit  Hilfe  einer  Substitution  von  der  Form 
2)  aus  der  Gleichung  1)  abgeleitet  werden  können,  haben  dieselbe  Inva- 
riante /,  wie  die  Bechnung  5)  bis  6)  zeigt. 
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Hat  man  umgekehrt  eine  zweite  Oleiohong 

deren  Inyariante  J  gleich  der  Invariante  von  Oleichnng  1)  ist,   d.  h.:  Be- 
steht die  Beziehung 

80  Ifisst  sich   die  Gleichung  7)  mit  Hilfe  einer  Substitution  yon  der  Form 
2)  und  zwar  durch  die  Substitution 

dx  Ld«      2\j>      PJi 

dif  [dx'^dxXp      Pj^4\p     P)^)idx\p     Pjj 

aas  der  Gleichung  1)  ableiten.     Setzt  man  nSmlich  diese  letzteren  Ansdrttcke 
in  Gleichung    1)   ein   und   Ifisst   den   allen   Gliedern   gemeinsamen   Factor 

«JVp     e/       fort,  80  erhSlt  man: 

Mnltiplicirt  man  die  ganze  Gleichung  mit  p/P,  so  hat  man: 

Mit  Rücksicht  auf  8)  ist  der  Factor  von  0  gleich  r,  und  die  Gleichung 
11)  lautet: 
n\  ^ 0  .      dz  .  f. 

1)  ^ä^-^^d-x-^'-''-^'       . 

Durch  die  Substitution  9)  ist  daher  die  Gleichung  7)  aus  der  Gleichung 
1)  abgeleitet  worden. 

§3. 

So  haben  z.  B.  die  beiden  Differentialgleichungen 
»)    l  «ö  +  (l-o  +  «)r^  =  0  tind 
b)    [x^+i^a+l  +  x)£  +  a>^0 


dieselbe  Invariante 

13)  y^i?!±ilzf)^±i^!zii, 
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Nach  §  2  Oleichang  9)  kann  daher  die  Gleichung  12  b)  aus  12  a)  durch 
die  Substitution 

14)  y  =  iPeVV     *•  *•    ^     ,    d.i.y^e.af' 

abgeleitet  werden.  Setzt  man  diesen  Werth  fttr  y  in  12 a)  ein,  so  erhftlt 
man  thatsSchlich  die  Gleichung  12  b). 

Die  Gesammtheit  aller  Differentialgleichungen ,  welche  ein  und  dieselbe 
Invariante  /  haben,  könnte  man  eine  Gruppe  nennen.  Die  Gleichungen 
einer  Gruppe  können  dann  nach  §  2  durch  eine  Substitution  von  der  Form  9) 
auseinander  abgeleitet  werden.  Kennt  man  daher  das  Integral  einer  solchen 
Gleichung,  so  ist  damit  auch  das  Int^ral  einer  jeden  Gleichung,  welche 
zu  derselben  Gruppe  gehört,  mit  bekannt. 

So  gehören  z.  B.  die  beiden  Gleichungen  12a)  und  12b)  derselben 
Gruppe  an,  weil  beide  die  Invariante  13)  besitzen.  Das  Integral  von  12a) 
ist  nun  bekannt: 

15)  y=^0,Jsf-^e"dx  +  C^, 

Da  nun  12b)  durch  die  Substitution  14)  aus  12a)  abgeleitet  werden  kann, 
so  ist  das  Integral  von  12  b) 

16)  z^x-^\c^jaf-^e-',dx  +  cX 

Die  Invariante  der  Gleichung  €py/d3C^  =  0  ist  gleich  Null.  Alle  Dif- 
ferentialgleichungen, deren  Invariante  gleich  Null  ist,  sind  daher  integrabel, 
denn  nach  §2  lassen  sich  alle  diese  Gleichungen  aus  der  Gleichung  d^y/da^^O 
ableiten. 

Es  dürfte  sich  somit  empfehlen,  die  linearen  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung  nach  ihren  Invarianten  zu  gruppiren  und  eine  Invarianten- 
tafel für  alle  Gleichungen  aufzustellen ,  deren  Integration  bekannt  ist  Hat 
man  dann  eine  gegebene  Gleichung  zu  untersuehen,  so  bildet  man  nur  ihre 
Invariante.  Aus  der  Invariantentafel  ersieht  man  dann,  ob  und  wie  die 
betreffende  Gleichung  integrirt  werden  kann. 


§4. 

Obige  Theorie  ist  insofern  von  einer  gewissen  Bedeutung,  als  dnrch 
die  Integration  einer  Gleichung  gleichzeitig  die  Integration  einer  ganzen 
Gruppe  von  Gleichungen  mit  bekannt  wird. 

Durch  eine  Substitution  x  =  f{D  wird  die  Invariante  /  der  Gleichung 
1)  geändert.  Durch  eine  solche  Substitution  können  daher  aus  Gleichung 
1)  neue  Gleichungen  abgeleitet  werden,  welche  verschiedenen  Gruppen  an- 
gehören. Die  Integration  aller  dieser  Gruppen  ist  bekannt,  wenn  man  die 
ursprüngliche  Gleichung  integriren  kann.  — 
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Die  Gleichung 

ist  nun  für  alle  m(Sglichen  P  und  Q  integrabel.     Ihre  Invariante  ist: 

Sei  nun  die  Invariante  einer  zu  untersuchenden  Gleichung  Q  gleich 
J(x),  80  könnte  man  sich  die  Aufgabe  stellen,  Q  und  P  so  zu  bestimmen, 
dass  die  Gleichung  17)  dieselbe  Invariante  hat,  wie  die  Gleichung  &,  dass 
also: 

Durch  Lösung  letzteren  Problems  ist  dann  die  Integration  von  Q  auf 
die  Integration  der  integrabeln  Gleichung  17)  zurückgeführt. 

Aehnliche  Betrachtungen  lassen  sich  an  jede  integrable  Gleichung  an- 
knüpfen. 

Auch  Transformationsprobleme  lassen  sich  mit  Hilfe  obiger  Grund- 
gedanken leicht  lösen. 

Stellen  wir  uns  z.  B.  die  Aufgabe,  eine  Substitution  y=::ß.f{x)  zu 
suchen,  durch  welche  die  Gleichung 

20)  xjß,+{a+b+x)^  +  ay  =  0 
in  die  ähnliche  Gleichung 

21)  ^^  +  ^+B  +  x)^  +  Ä0  =  O 

übergeführt  wird. 

Die  Invariante  der  Gleichung  20)  ist: 

22)  j  ^^x^  +  x(h-'a)-i'^{h  +  a)*-h'-a 

Die  Invariante  von  21)  dagegen: 

23)  J  ^h'^^+xKB^A\  +  ^{B+AY^B^A 

x^ 
Da  Gleichung  21)  durch  eine  Substitution  y=^ß.f{x)  aus  20)  abgeleitet 
werden  soll,  so  müssen  die  Invarianten  J^  und  J^  einander  gleich  sein.    Es 
muss  also  sein: 

also: 

24)  ui=l-6,     -B=l-a. 

Die  Gleichung  « 

25)  «^  +  ^((l-a)  +  (l-ft)  +  x)  +  (l-fc);er  =  0 

bat  daher  dieselbe  Invariante  wie  Gleichung  20)  und  kann  nach  §  2  Gl.  9) 
durch  die  Substitution 

Digitized  by  LjOOQIC 


56  Kleinere  Mittheilnngen. 

26)        y  =  ß.eJ^         '  ^^     ^    ,  d.  i.  y^ir.«^-«-» 

ans  der  Gleichung  20)  abgeleitet  werden.  —  Die  von  ans  gesuchte  Substi- 
tution  ist  also:  y  =  £r.aj* """•"*. 

Obige  Inyariauteneigenschaft  gestattet  daher  eine  ganze  Reihe  von  Nutz- 
anwendungen. 

Adomlauken.  Dibtricrkeit» 

Cand.  d.  höh.  Schiilamtt. 


n.  TTeber  einige  Verallgemeinemngen  der  Leibnix'schen  Differen- 
tiationsformel nnd  des  polynomisohen  LehrBatset. 

In  einer  kurzen  Mittheilung,  welche  im  I.  Bande  von  Cr  eile 's  Jonmal 
abgedruckt  ist,*  hat  Abel  eine  Verallgemeinerung  des  binomischen  Lehr- 
satzes gegeben,  die  sich  mit  etwas  abgeänderter  Bezeichnung  durch  die  fol- 
gende Formel  darstellen  iSsst: 

Hier  bedeuten  a,  a^,  a^  beliebige  Grössen,  n  eine  positive  ganze  Zahl  and 
die  Summation  erstreckt  sich  auf  alle  Paare  nicht  negativer  ganzer  Zahlen 
r,  8f  welche  der  Bedingung  r  +  8  =  n  genügen.  Setzt  man  in  dieser  Formel 
a  =  0,  so  geht  dieselbe  in  die  binomische  Formel  über. 

Die  Abel 'sehe  Identität  1)  ist  nun  ein  specieller  Fall  einer  allgemei- 
neren Formel ,  welche  ich  in  den  folgenden  Zeilen  in  Verbindung  mit  einigen 
anderen  Relationen  entwickeln  will,  um  den  Gedankengang,  welchen  ich 
hierbei  befolge,  deutlich  hervortreten  zu  lassen,  gebe  ich  zunächst  einen 
Beweis  der  bekannten  Leibniz'schen  Differentiationsformel. 

Es  seien  fi(x),  f^ixjy  ...,  fk{x)  differentiirbare,  übrigens  beliebige 
Functionen  von  x;  femer  bezeichne  f{x)  das  Product  dieser  h  Functionen. 
Entwickelt  man  dann  die  beiden  Seiten  der  Identität 

f{i^+t)^f,{x+t).f,ix+t),..fk{x+t) 
nach  Potenzen  von  f,  so  kommt: 

J   «I  da!"     -i.x  ^   n\  daf 


I- 


Durch  Vergleich  der  Coef6cienten  von  t^  auf  der  linken  und  rechten  Seite 
ergiebt  sich  nun 

ov  d-{f,.f,...U)^y         n!  d^^f.d^^f^       d2fk_ 

•  wobei  sich  die  Summation  auf  alle  Systeme  nicht  negativer  ganzer  Zahlen 
fj,  r^,  ...,  ru  erstreckt,  welche  der  Bedingung  fj +  rj-f  .••  +  rt  =  fi  ge- 
nügen. 


*  Siehe  auch  Abel,  Oeuvres  compl^tes,  nouvelle  Edition,  Bd.  I  S.  109. 
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Dieser  Beweis  der  Lei bniz 'sehen  DifTerentiationsformel  2)  setzt  offen- 
bar die  Convergenz  der  benutzten  unendlichen  Beihen  voraus.  Indessen 
kann  man,  ohne  den  Beweis  wesentlich  zu  modificiren,  die  endliche  Tay- 
lor'sehe  Reihe  (mit  Restglied)  an  Stelle  der  unendlichen  setzen.  Man  sieht 
also,  dass  die  Formel  2)  unabhängig  von  der  Convergenz  jener  Reihen  gilt. 

Eine  entsprechende  Bemerkung  ist  im  Folgenden  überall  da  zu  ergän> 
len,  wo  bei  den  Beweisen  unendliche  Reihen  als  Hilfsmittel  benutzt  werden. 

Ich  wiederhole  nun  die  zum  Beweise  der  Formel  2)  angestellte  Be- 
trachtung, nur  dass  ich  dabei  an  Stelle  der  Taylor 'sehen  die  Lagrange, 
sehe  Reihe  setze.  Bedeuten  F  und  q>  Functionen  einer  Yer&nderlichen ,  so 
gilt  die  Entwickelung : 


3)  p(.,=|'.£;^!=ii|ai^i 


iinter   der   Voraussetzung,    dass   e   als  Function   von   t  und  x  durch  die 

Gleichung 

4)  z^x+t<p{») 

dr'^\F'(x)(q>{x)y\ 
erklärt  ist    Hierbei  ist  zu  bemerken,  dass  das  Zeichen  -,       % ^-^ 

fftr  den  Fall  n=^0  die  Bedeutung  P(«),  fdr  den  Fall  n  =  l  die  Bedeutung 
F\x)q>{x)  besitzt. 

Neben  der  eigentlichen  Lagrange 'sehen  Reihe  3)  verwende  ich  noch 
die  folgenden  Entwickelungen,  welche  sich  leicht  mit  Hilfe  von  3)  ergeben: 

F{z)      _  ^   i-  drmx){^(x)Y\ 

g^  F{$)       ^<:  <"  -y  n!    {r  +  X^2)\  d'[F{x)iq>(x)y{fp(x)y] 

'    [l-t(p\ß)]^     ^  nl^r\4\     {1-2)1  dx' 

Hier  bedeutet  in  der  letzten  Gleichung  X  eine  positive  ganze  Zahl,  welche 
grösser  als  1  ist,  und  die  innere  Summation  auf  der  rechten  Seite  erstreckt 
sich  auf  aUe  Paare  nicht  negativer  ganzer  Zahlen  r,  «,  welche  der  Beding- 
ung f  4-5=3fi  genfigen. 

Wir  betrachten  nun  k  beliebige  Functionen  Ai(^),  f^ix)^  ...,  fk{x)  und 
bezeichnen  das  Product  derselben  mit  f{x).  Ersetzen  wir  dann  in  der  Iden- 
tität 

jedes  einzelne  Olied  durch  die  bezfigliche  Reihenentwickelung  3),  5),  6) 
mid  vergleichen  in  der  so  entstehenden  Gleichung  die  beiderseits  auftreten- 
den Coef&cienten  von  t^^  so  erhalten  wir  unmittelbar  den  folgenden  Satz, 
m  welchem  wir  nur  die  Fälle  i  =  0,  «=1  und  i=h  besonders  hervorheben: 
«Bedeuten  f^^  f^,  ...,  f^^  q>  irgend  k  +  l  differentiirbare 
Functionen  einer  Veränderlichen  x  und  bezeichnet  man  zur 
Abkürzung  das  Product  fif^...fk  mit  f,  so  gelten  die  Formeln; 
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^     ciiT«-!         -^ri!rg!...rA!       daf»-'  do;^»-*  daf*-* 

^       da?»  -^r,!ra!...rA!         da?'''  da?»-«-*      '"      da?»-»-» 


■2. 


jjx^  ^  w!_  (r+A-2)!  d'^y^g)'] 

^  -is:-fr!5!      (Ä;-2)!  da;- 

n\ d^f,jp^']  d^^r^gop^»]      d-*[Ag)^*]. 

r/.Tj,! ...  rjfc!       da?'^«  da?**»         '      da;''* 

Dabei  erstreckea  siob  die  Sammen  rechter  Hand  auf  alle  Sy- 
steme nicht  negativer  ganzer  Zahlen  fj,  r,,  ...,  ft,  welche  der 
Bedingung  rj +  rg  +  -.-H-r*  =  n  genügen.  Die  Summe  auf  der 
linken  Seite  der  Formel  III)  erstreckt  sich  auf  alle  Paare  nicht 
negativer  ganzer  Zahlen  r,  s,  welche  der  Bedingung  r  +  s  =  n 
genügen. 

Die  Formeln  I),  II),  III)  reduciren  sich  für  q)  =  l  s&mmtlich  auf  die 
Leibniz'sche  Formel  2). 

Setzen  wir  in  unseren  Formeln  • 
/;(a;)  =  ^.',    /;(a?)  =  e«^',    ...,     /,(a?)=e«*',     g>{a:)  =  e«', 
wo  a,  a|,  Og,  .«.,  ük  beliebige  Grössen  bedeuten,  so  gelangen  wir  sofort 
zu  folgendem  Satze: 

Bezeichnen  a,  a^y  a^,  ...,  ak  irgend  k+l  Grössen,  so  gelten 
die  nachstehenden  Formeln: 

10  ( »1  +  «8  H h  aifc)  (a,  +  a^  H +  ak  +  naY''^ 

li 

"^  (ai  +  a,  +  ...  +  aÄ+wa)« 


{ai  +  at  + \-ak+na)' 


=  a. 


III')  VnL(r+fe-2)!^, 


2/  h7!  (fc-2)r  «'(«.+«»+•••+«*+ "«)• 

= 2'  rt..?     ..1  («1  +  n  «)''  (oa + f,  a)"  . . .  (a* + naY^. 

Die  Summationsbuchstaben  r^,  r^,  ...,  rk,  r,  8  durchlaufen  hier 
dieselben  Werthsysteme,  wie  in  den  Formeln  des  vorhergehen- 
den Satzes. 

Die  Formeln  T),  11')»*  HI')  reduciren  sich  für  a=0  sftmmtlich  auf 
die  PolynomialformeL  Die  Formel  IV)  gehV  im  Falle  A;  =  2  in  die  eingangs- 
erwähnte Abel'sche  Formel  über. 

Königsberg  i.  Pr.,  den  25.  October  1889.  A.  Hürwitz. 
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IQ.  Bise  Constnictioii  f&r  das  Chasles'sohe  Problem  der  Projeetivität. 

Das  alte  Problem  von  Chasles: 
„Es  sind  in  der  Ebene  ftlnf  Punkte 

a,  b,  c,  b,  c 
(von   denen  keine  drei   auf  einer  Geraden   liegen)    und    ausserdem  fünf 
Punkte  einer  Geraden  l 

gegeben;  man  soll  denjenigen  Punkt  O  in  der  Ebene   construiren,    für 
welchen  die  Projeetivität 

.   0(abcbc)ÄUa6'c'bV) 

des  Strahlbflschels  mit  der  gegebenen  Punktreihe  erfallt  wird^, 
bat  bisher  nur  eine  Lösung  erfahren  (Chasles,  Comptes  rendus,  30.  Mai 
1853;   Cremona,   Curve  piane,  art.  62),  die  zwar  leicht  in  Worten  aus- 
zusprechen ist,  deren  wirkliche  Ausführung  aber  sehr  weitläufig  wird.     Es 
wird  n&mlich  durch  a  der  Strahl  |at|  construirt,  für  welchen 

a(tbcbc)ÄZ(a'bVb') 
ist,   und  ein  Kegelschnitt  Jt*^'  bestimmt,   welcher  durch  abcb  geht  und  in 
a  die  Tangente  |at|  hat;  sodann  wird  durch  a  ein  Strahl  |ati|  construirt, 
fgr  welchen  .^  .     x  ^  ,/  '.'  '  '^ 

ist,  und  ein  Kegelschnitt  ft/'^  bestimmt,  welcher  durch  abce  geht  und  in 
a  die  Tangente  |ati|  hat;  die  beiden  Kegelschnitte  R^^>  und  ft,^\  welche 
die  drei  gemeinschaftlichen  Punkte  Oi  b,  c  haben,  besitzen  noch  einen  vier- 
ten gemeinschaftlichen  Punkt,  welcher  der  gesuchte  Punkt  O  ist. 

Will  man  nun  alle  einzelnen  vorgeschriebenen  Constructionen  wirklich 
ausfuhren,  so  bedarf  es  dazu  vieler  Hilfslinien,  welche  die  Ausführung 
schwerfällig  und  weitläufig  machen.  Ich  möchte  daher  in  den  folgenden 
Zeilen  eine  fertige  Construction  geben,  die  natürlich  auf  demselben  Prin- 
cip  beruht,  aber  die  Ausführung  der  zu  leistenden  Hilfsconstructionen  selbst 
enthält.       ^ 

Man  bestimme  die  Schnittpunkte 

(bb',cc')  =  a",      (cc',aa)  =  b",     (aa,bb')  =  c";    . 

(a^a',  b  c)  =  ai ,    (b"  b',  c  a)  =  b, ,     (c"c',  a  b)  =  c« ; 

(a'^b',bc)  =  b,,    (b"b',  ca)  =  b„    (c"b',  ab)  =  b5; 

(aV,  b c)  =  Ci ,      (b'V,  ca)  =  e, ,     (c"c',  ab)  =  €3. 
Dann  hat  man  offenbar  auf  den  Trägem 

,  .  „  ^  i^'i.  i"«i.  i«*i 

drei  Pnnktreihen,  nämlich 

|bc|(aibcb,Ci),    |ca|(abgcbjc,),    labKabCsbaC»), 
die  mit  der  gegebenen  Punktreihe 

Ka'bVb'c') 
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projectiv  sind,   weil  sie  mit  ihr  perspectiv  liegen  rücksichtlich  der  Projec- 

tionscentra  a\  h'\  c\    Bestimmt  man  nun  die  Schnittpunkte 

(atti,  bb,)=Sl,     (aa^,  cc,)  =  «i, 

(bb,,bb,)=^S3,    (bb2,cc,)  =  »,, 

(ccg,  bb8)  =  6,     (cc3,ce8)  =  6,, 

80  werden  die  drei  Strahlbüschel 

«(abcb),   ©(abcb),   (S(aBcb) 
mit  der  Panktreihe  ^(a'b't'b')  projectiv  sein,  weil  sie  mit  den  Panktreihen 
auf  |bc|,  |ca|,  |ab|  perspectiv  liegen,   also  sind  sie  auch  unter  sich  pro- 
jectiv und  erzeugen  einen  Kegelschnitt 

ft<«)  =  [abcbSl»6],    . 
von  dem  wir  also  sieben  Punkte  erhalten.    Andererseits  werden  anch  die  drei 

Strahlbüschel 

2li(abcc),    SiCabcc),    6i(aBce) 

mit  der  Punktreihe  l(ah'ct)  projectiv  sein,  weil  sie  mit  den  Punktreihen 
auf  |bc|,  |ca|,  |ab|  perspectiv  liegen,  also  sind  sie  auch  unter  sich  pro- 
jectiv und  erzeugen  einen  Kegelschnitt 

fti<^  =  [abccaia5i6J, 
von  dem  wir  sieben  Punkte  kennen. 

Die  beiden  Kegelschnitte  ft^^)  und  ft^^^)  haben  drei  gemeinschaftliche 
Punkte  a,  b,  c;  der  vierte  gemeinschaftliche  Punkt  derselben  besitzt  offen- 
bar die  von  dem  gesuchten  Punkte  O  verlangte  Eigenschaft 

Nun  liegen  aber  auf  einer  Geraden  je  drei  Punkte 

|Q3l9lJ  =  a,    |bfflS3,|  =  ft,    |c66J  =  c, 
wie  unsere  Construction  zeigt. 

Betrachten  wir  nun  die  drei  Kegelschnitte 
ftW,  ft/2)  und  [ah], 
von  denen  der  letztere  ein  Linienpaar  ist,  so  haben  dieselben  eine  gemein- 
schaftliche Secante  |ab|,  folglich  je  zwei  derselben  noch  eine  gemeinschaft- 
liche Secante,  und  diese  drei  übrigen  gemeinschaftlichen  Secanten  schneiden 
sich  nach  einem  bekannten  Satze  der  Kegelschnittstheorie  in  einem  Punkte; 
von  diesen  sind  zwei,  l%^\  und  |S|9i|»  zwei  Secanten;  die  dritte,  welche 
durch  c  Knd  den  vierten  gemeinschaftlichen  Punkt  der  Kegelschnitte  St^  und 
9j^^^  hindurchgeht,  muss  sich  also  mit  den  beiden  vorigen  in  einem  und 
demselben  Punkte  schneiden;  d.h.:  Bestimmen  wir  die  Schnittpunkte 

(86,  »,€.)  =  «„    (6«,  €,«,)  =  »,,    («©,«,©,)  =  6„ 
SO  schneiden  sich  die  drei  Verbindungslinien 

l««,l,   |B©,|.   |c6,| 
in  dem  gesuchten  Punkte  ID,  wodurch  dieser  schon  mehr  als  bestimmt  ist. 
Hierdurch  ergiebt  sich  also  nicht  allein  die  fertige  Construction  des 
gesuchten  Punktes  O»  sondern  zugleich  eine  Controle  für  die  Ermittelung 
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desselben ;  da  wir  drei  gerade  Linien  erhalten,  die  durch  ihn  gehen  müssen, 
oder  auch  ein  geometrischer  Satz,  auf  den  wir  hier  nicht  weiter  eingehen 
wollen. 

Die  Constructiott  ist  also  folgende: 

Gegeben  ^   .         .,  /. , .. ,  ,^ 

(bb',  cO  =  a",    (cc',  aa)  =  b",    (aa',  bb')  =  c"; 
(a V,  b  0  =  tti ,     (b"  b',  c  a)  =  bj ,     (c'V,  a  b)  =  c, , 
(a"b',bc)  =  b,,    (b"b',  ca)  =  b„     (c"b',  ab)  =  b3, 
(a"c',  b  c)  =  Ci ,     (b"c',  c  a)  =  e^ ,     (c"c',  a  b)  =  Cg ; 

(aai,bbO  =  Sl,     (aai,cei)  =  3li, 

(bb„bb,)  =  a3,    (bb„cc,)  =  »,, 

(cc3,bb3)  =  e,       (CCj,  CC8)  =  6i; 

(|a«,||bffl,||c6,|)  =  £). 
Breslan,  den  25.  October- 1889.  H.  Schrobter. 


IV.  TTebar  die  Conflgnration,  welche  durch  die  Aehnlichkeitspnnkte 
und  Aehalichkeitigeraden  von  n  Kreisen  der  Ebene  gebildet  wird. 

1.  Bezeichnet  man  durch  «ft  den  Susseren,  durch  {%K)  den  inneren 
Aehnlichkeitspunkt  der  Kreise  t,  Ä;;  durch  %kl  die  Axe,  welche  die  Punkte 
iÄPy  tl,  Jbl,  durch  ikij)  die  Axe,  welche  die  Punkte  i%,  («Q,  (A^O  ^^^^^ 
so  erhält  man  fQr  n  Kreise,  deren  Mittelpunkte   1,  2,  3,  ...,  n  genannt 

werden,    (2)  Punkte  %k^   (2)  Punkte  («A;),    (3)  Gerade  xkl  und  3(3) 
Gerade  iA;(0*  welche  die  Elemente  einer  Configuration 

-(KÖ..-.,.  ^(3).) 

2.  Diese  Configuration  kann  unabhängig  von  jenen  Kreisen  construirt 
werden.  Tragen  n  —  1  durch  den  Punkt  1  laufende  Gerade  bez.  die 
Punktepaare  li,  (It),  wo  t  =  2  bis  n,  und  bestimmt  man  für  jedes  voll- 
ständige  Viereck    li,    (H)»   ^^i   (1^)    <^io    beiden    fehlenden  Nebenecken 

tÄ  =  (TirT*;  00,  (lÄ))    nnd    (a)=(li,  (lÄ);  (11)71*), 
80  liegen  diese  2  (      2     )  neuen  Punkte  zu   dreien  auf  4  (     3    j  neuen 
Geraden,  welche  die   Perspectivitätsazen  der  4(     3    j  in  Bezug  auf  das 

*  Ueber  den  Zusammenhang  der  tf»  mit  den  Bandmeehanismen  vergl.  Dr.  L. 
Barmest 6 1*8  Kinematik,  Bd.  I  S.  652. 
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Centfum  1  perspectivisch  belegenen  Dreieckspaare  sind.  Jene  neuen  Punkte 
und  Geraden  bilden  eine  Configuration  (Fn^i,  welche  die  Punkte  li,  (If) 
und  deren  Verbindungslinien  zu  einer  On  ergänzt. 

Diese  <;„  hat  nicht  nur  dieselbe  Bezeichnung  wie  die  Configuration 
der  Aehnlichkeitselemente,  sondern,  wie  diese,  ausser  1  noch  n— - 1  weitere 
(n  —  1)- fache  Diagonalschnittpunkte.  Die  Diagonale  1«,  (li)  wird  durch 
die  Diagonale  i/r,  {ik)  geschnitten  in  einem  Punkte  i,  der  von  1  harmonisch 
getrennt  ist  durch  die  Punkte  li  und  (li);  durch  jenen  Punkt  i  gehen 
daher  sämmtliche  Diagonalen  iX;,  (ik). 

Die  genannte  Configuration  kann  aber  auch  stets  als  Configuration 
von  Aehnlichkeitselenienten  betrachtet  werden ;  die  Punkte  1 ,  2  bis  n  sind 
dann  die  Centra  von  n  Kreisen,  für  deren  Radien  die  Gleichung  r^iri 
=  1 , 1  i :  i ,  1  i  gilt. 

3.  Die  Configuration  a^  ist  identisch  mit  der  {12^,  163)^,  welche 
ich  Acta  Mathematica  12  einer  eingehenden  Betrachtung  unterzogen 
habe;  dort  habe  ich  gezeigt,  dass  diese  Configuration  zwölf  dreifache  Dia- 
gonalschnitte   besitzt,  welche  einer  zweiten   a^  angehören.     FtLr  jede  der 

i^j  in   On  enthaltenen  6^  liegen  vier  Diagonalschnitte   in  (n~l) -fachen 

Diagonalschnitten  der  On;  ausser  diesen  besitzt  On  demnach  noch  8^4) 
dreifache  Diagonalachnitte. 

4.  Wie  ich  in  der  citirten  Arbeit  bewiesen  ^  sind  die  zwölf  Punkte 
einer  e^  stets   mit   einer   zweitheiligen   Curve  S***  Ordnung  incident.     Die 

2(2]  Punkte  der  c„  bilden  demnach  mit   (^j  cubischen  Curven  eine  Con- 

figumtion  (2(2)^„.,y    (j),,)- 

ö.  Aus  der  obigen  Construction  des  6n  ergiebt  sich  fttr  ihre  Constan- 
tenzahl  3n— 1;  für  gerade  n  ist  diese  Anzahl  ungerade  und  die  Con- 
figuration kann  unzweideutig  bestimmt  werden  durch  ^(3n— 2)  beliebige 
Punkte  und  einen  Punkt,  der  mit  zweien  dieser  Punkte  allineirt  ist;  für  un- 
gerade n  ergiebt  sich  eine  eindeutige  Construction  aus  }(3n— 1)  unab- 
hängigen Punkten.  In  Üebereinstimmung  mit  Herrn  Burmester  bezeichne 
ich  solche  Gruppen,  welche  die  kleinste  Anzahl  von  Punkten  enthalten, 
aus  denen  die  Configuration  sich  darstellen  lässt,  als  eine  Constellation. 
(Vgl.  Dr.  L.  Burmester,  „üeber  die  momentane  Bewegung  ebener  kinema- 
tischer Ketten",  Civilingenieur  XXVI,  1880.) 

Die  Configuration  6^  besitzt  z.  B.  die  sechspunktige  Constellation: 
12,  13,  23,  (13),  14,  (14); 

denn  die  Geraden  13,  (13)  und  14^  (14)  bestimmen  den  Punkt  1,  und 
die  Grerade  (13),  23  schneidet  aus  der  Geraden  1,  12  den  sechsten  mit 
1  verbundenen  Punkt  (12)  heraus. 
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FOr  «5  ergiebt    sich  die  aus  sieben  unabhängigen  Punkten  bestehende 

Constellatation : 

12,  (12),  13,  (13),  14,  (15),  45. 

Durch  Fortsetzung  dieser  Betrachtung  ergiebt  sich: 

Die  Configuration    a^p  ist  eindeutig  bestimmt  durch  die  Constellation 


12 

(13) 

15 

17 

.    .   . 

23 

14 

(16) 

(18) 

13 

(14) 

56 

78 

•   •   • 

1.2i-l 

(1.2i) 

2i--1.2i 

Die  Configuration  02p^t  besitzt  die  Constellation 

12  '    14        16        18       ...  1.2i 

(12)  (15)     (17)     (19)     ...      (1.2i+l) 

13  45       67       89)      ..,      2i.2i+l 

(13)  . 


{l.2p) 
2p'-1.2p. 


1.2p 
(1.2/)+ 1) 
2p.2p+l 


6.  Die  Configuration  (i„  enthält  (2n  — 5)  |^  j  vollständige  Vierseite, 
nämlich  Inj  Configurationen  a,  und  8(^j  durch  je  vier  Zahlen  bezeichnete, 
einer  0^  angehörige  Vierseite. 

7.  Jede  in  <Jn  befindliche  6n^2  kann  betrachtet  werden  als  die  gemein- 
schaftliche Restfigur  der  beiden  Punkte,  welche  durch  die  beiden  nicht  in 
jener  tf«.}  vorkommenden  Zahlen  dargestellt  werden. 

8.  Die  Punkte  ik  und  die  Geraden  ikl  bilden  innerhalb  der  tf»  eine 
Configuration  Tr».  (Vergl. meine  Arbeit  „Ueber  poljedrale  Configurationen", 
Math.  Annslen  XXXJV.)  Ausserdem  enthält  o„  noch  alle  tcqi  deren  Be- 
zeichnung ans  der  Bezeichnung  jener  7C„  hervorgeht,  falls  eine  oder  mehrere 
der  Geraden  12i  durch  eine  bez.  mehrere  Gerade  12  (i)  ersetzt  werden, 
wobei  natürlich  auch  die  Zeichen  der  übrigen  Elemente  wo  nöthig  in 
üebereinstimmung  mit  der  für  6n  angenommenen  Bezeichnung  abgeändert 
werden  müssen.  Es  zeigt  sich  nun,  dass  <fn  im  Ganzen  2"'"^  Configura- 
tionen if«,  allgemein  (ß) -^^"^  Configurationen  tt^  enthält. 

Aus  einer  nn  lässt  sich  mit  Hilfe  von  zwei  willkürlichen,  mit  einem 
Punkte  jener  Configuration  allineirten  Punkten  eine  tf»  herstellen. 

9.  Entfernt  man  aus  02  j>  die  Punkte 

12,      34,      56,    ...,     2i-1.2i,    . .  .,     2p^l.2p, 
(12),   (34),  (56).  ...,    (2t-1.2i),    .  .  .,    {2p-l.2p) 
nebst   den    nach    ihnen   zielenden   Configurationsgeraden ,    so   erübrigt  eine 

'^'"°°     m.-.  HO) 

10.  Werden  aus  einer  önp  die  p  „zahlenfremden**  Cn  fortgelassen,  so 
entsteht  eine  Configuration 

(^-(?)..„-..'  *"($).)■ 

Digitized  by  LjOOQ iC 


64  Eleinere  Mittheiluogen. 


11.  Es  bedeute  (1234)  die  mit  Hilfe  dieser  vier  Zahlen  dargestellte 
6^ .  Wenn  nun  n  =  1  oder  4  (mod  12) ,  so  lassen  sich  die  Zahlen  yon 
1  bis  n  in  Quadrupel  anordnen  von  denen  keine  zwei  mehr  als  eine  Zahl 
gemein  haben ,  wonach  die  durch  jene  Quadrupel  bezeichneten  6^  vollständig 
getrennt  liegen.  (Ein  Verfahren  zur  Herstellung  solcher  Tabellen  findet 
man  Math.  Ann.  1.  c.  S.  240).    Hieraus  schliesst  man : 

12.  Durch  Entfernung  sftmmtlicher  Geraden  einer  Gruppe  von  ■^n{n-'l) 
gegenseitig  getrennten  tf^  erhält  man  aus  a,,,  wo  n  =  l  oder  4  (mod  12) 
sein  muss,  eine  Configuration 

(Kö,,,..,.  ißjc»-').). 

13.  Lässt  man  aus  jeder  dieser  a^  nur  ein  Hauptvierseit  (vier  getrennte 
Gerade)  fort,  so  ergiebt  sich  eine  Configuration: 

14.  Werden  von  der  obenerwähnten,  aus  cubischen  Curven  zusammen- 
gesetzten Configuration  die  um  jene  -^^(f^^i)  getrennte  6^  beschriebene 
zweitheilige,  C^  ausgeschieden,  so  entsteht  eine  cubische  Configuration 

(K2).<,-.H.-«'    Vx(n-l)(n-4)(^)J. 
Allgemein  gilt  der  Satz: 

15.  Wenn  «  —  1  ein  Vielfaches  von  i?  — 1  und  zugleich  «(n  — l)  durch 
p{p  —  l)  theilbar  ist,  gestattet  <t„  die  Aufstellung  von  „Haupt- tfp- Gruppen*» 
d.  h.  Gruppen  gegenseitig  getrennter  Configurationen  <Tp,  welche  zusammen 
sämmÜiche  Punkte  der  On  enthalten.  Durch  Entfernung  der  Confignrations- 
geraden  aus  allen  6p  einer  solchen  Gruppe  erhält  man  eine  Configuration 

Oß).,..,,  i(.-rt(5\)- 

16.  In  (1234)  bilden  die  Geraden 


12(3) 
14(2) 
13(4) 


12(4) 

il4(3) 

13(2) 


die  Bestfigur  der  234.  Betrachtet  man  sie  als  Seiten  des  Sechsecks  12, 
(24),  (12),  13,  (34),  (13),  so  erhellt,  dass  die  Hauptdiagonalen  12,  13, 
(2  4)  (3  4),  (12)  (13)  nach  23  zielen.  D.  h.:  jene  sechs  Geraden  umhüllen 
einen  Kegelschnitt  0^;  die  16  Geraden  der  a^  bilden  demnach  mit  16  C 
eine  Configuration  16^.  Die  reciproke  Figur  o^  der  Configuration  c^  liefert 
daher  eine  aus  16  Punkten  und  16  C^  zusammengesetzte  Configuration  16^ . 
Für  die  reciproke  Figur  der  ön  ergiebt  sich  somit: 

17.  Die  4^3J   Punkte   der  Configuration   6''  =  (4(a),2(o)_   ) 
bilden  mit  16 UJ  Kegelschnitten  eine  Configuration  (4(3]  »^^(4))* 

Kampen,  8.  October  1889.  Jan  db  Vbies. 
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IV. 

Ueber  die  Bewegung  eines  starren  ebenen  Systems 
in  seiner  Ebene. 

Von 

Dr.  R.  Mehmke  , 

ProfMior  an  dar  teohn.  Hoohiobole  an  Damirtadt. 
(Sohluit.) 


|19.  ZnsammfiüiitellTmg. 
Bedeutung  der  Zahl  x :  Ordnang  der  Winkelgeschwindigkeit  niedrigster 
Ordnung  des  Systems,  welche  nicht  yerschwindet. 

A.  Pol  Im  Endllelien. 

Zeichen  der  augenblicklichen  Berührungsstellen  der  Polcurven: 

{l,X  +  (i)  und  (l,l+ti). 
Bedingung:  Sind  ^  und  fi  ungleich ,  so  ist  x  gleich  der  kleineren  dieser 
Zahlen;  wenn  (n^fii  so  ist  K>fA. 

1.  Pie  gewöhnlichen   Systempunkte   beschreiben   Currenstellen 
mit  dem  Zeichen  (x,  2x)  (Krümmung  endlich,  nicht  Null),  wenn  x<A; 

n        »  D       (^9^  +  ^)  (Krümmung  unendlich),  wenn  x^il. 

2.  Der  gerade  im  Pol  befindliche  Systempunkt  beschreibt  eine  Curyen- 
stelle 

mit  dem  Zeichen  (x  +  ^ i  x  +  ^  +  f^) «  wenn  ft  ^x ; 
n      1»  ,>        (x  +  A,  2x+A  +  v),    „     ji*=x  (v  Bedingungen,  v>0)  ; 

9      n  n        (x  +  A,  2x  +  X),  „     f*>x. 

Die  Krümmung  ist  im  ersten  und  dritten  Falle  unendlich,  im  zweiten 

I  unendlich,  1 

endlich,  nicht  Null,\  je  nachdem  A  =  v. 
Null,  i 

3.  Die  Yon  sftmmtlichen  Ausnabmepunkten  erfüllte  Ausnahmelinie 
sieht  sich  auf  den  Pol  zusammen,  wenn  x<A; 
besteht  in  dem  Kreise  Jr?«,  „     k»1; 

„        in  der  gemeinsamen  Tangente  der  Polcurven ,     „     x  ^  A. 
z,t».ct^  t  ii.th«..tik  .. tbyrtk  xxxy,  ..  ^  g.^,^6^  ^^  Google 
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4.  Die  vom  Pole  verschiedenen  Ansnahmepnnkte  beschreiben 
(in  gewissen  Fällen  mit  Ausnahme  eines  einzigen,  8.5): 

a)  falls  x  =  A, 

Curvenstellen  mit  dem  Zeichen  (x,2x  +  l  +  ^); 
Krümmung  Null,  q  Bedingungen  (^>0); 
[es  muss  sein  ^<CfS  wenn  |li<[x; 

»1     »•     n    p<»»    i>    ^>x; 

es  ist  Q  beliebig,  „      /ia^x, 

im  letzten  Falle  {q  +  1  —  x)  besondere  Bedingungen ,  wenn  ^  >  x]  ; 
h)  falls  x>A, 
Curvenstellen  mit  dem  Zeichen   (x,  2x)   (Krümmung  endlich,  nicht  Null), 

wenn  x  <;  X  +  fi ; 
„  „       „         „        (x,  X 4*^  + fi)  (Krümmung  unendlich),  wenn 

5.  Ein  besonderer  Ausnahmepunkt  ist  vorhanden: 
a)  wenn  x  =  X , 

für  fi<x,  ß  =  (Ä  — 1;  Zeichen:  (x,  2x  +  l  +  fi  +  o),j  Krümmung  Null;  ausser 
11  ^it    n  — 1— 1.  (^    ^«J-1-l.)«^  (  den  c  früheren  noch  tf  be- 
== /      o     I  o  I       1    \  \   sondere  Bedmgungen ; 
>i     (*  =  »,  ^>ä;                 „  (x,  2x  +  2  +  ^  +  ö),)  ^™^° 

[im  letzten  Falle  (^  +  1— x)  besondere  Bedingungen]; 

h)  wenn  x>A,  für 
X  =  X  +  f«;  Zeichen :  (x ,  2x  + 1  +  a),  Krümmung  Null,  o  Bedingungen,  <f  >  0. 
Obiges  bezieht  sich  auf  die  ursprüngliche  Bewegung.     Will  man  zur 
umgekehrten  übergehen,  so  ist  (i  durch  fi  zu  ersetzen. 

B.  Pol  nnendllch  fem. 

Bedeutung  der  Zahl  i:  Ordnung  der  Geschwindigkeit  niedrigster  Ord* 
nung  irgend  eines  Systempunktes,  welche  nicht  verschwindet,    i^x. 

1.  Fall.  Alle  Sjstempunkte  beschreiben  Curvenstellen  mit  dem  Zeichen 
(i,  p],  mit  p<x.     Die  Krümmung  kann  jeden  Werth  haben. 

2.  Fall.  Alle  Sjstempunkte,  mit  Ausnahme  der  auf  der  Geraden  Q-^g 
befindlichen,  beschreiben  Curvenstellen  mit  dem  Zeichen  (t,  x).  Die  Krüm- 
mung kann  jeden  Werth  annehmen.  Die  Ausnahmepunkte  beschreiben  (in 
einem  gewissen  Falle  mit  Ausnahme  eines  einzigen)  Curvenstellen  mit  dem 
Zeichen  (i,  x  +  l  +  p).  q  Bedingungen,  0<p<x.  Die  Krümmung  ist  in 
ihrem  Werthe  nicht  beschränkt.  Ein  besonderer  Ausnahmepunkt  vorhanden, 
wenn  p  =  x  — 1.  Zeichen  der  von  ihm  beschriebenen  Curvenstelle :  (t,  2x 
+  l  +  c);  0  besondere  Bedingungen,  a^0\  Krümmung  Null. 

I  20.  Bestümnung  der  Zahl  x. 
Die  Zahl  x  hängt  auf's  Engste  mit  der  Ordnung  der  Berührung,   sie 
heisse  »,  zusammen,  welche  die  Polcurven  in  ihrem  augenblicklichen,  d.  h. 
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ra  fssO  gehörigen  Berührungspunkte  darbieten.  Nach  M  Ob  ins*  kann  für 
iwei  sich  in  a  berührende  Curven  die  Ordnung  der  Berührung  auf  folgende 
Weise  bestimmt  werden.  Man  nimmt  auf  den  Gurken  zwei  beliebige  Punkte 
h  und  e  in  unendlicher  Nähe  des  Berührungspunktes  an.  Ihre  Verbindungs. 
linie  schneide  die  gemeinsame  Tangente  beider  Gurren  in  d.  Wird  ad  un- 
endlich klein  erster  Ordnung  gesetzt,  so  ist  die  um  1  verminderte  Ordnung 
der  unendlich  kleinen  Strecke  hc  gleich  der  gesuchten  Ordnung  der  Be- 
rflhrung.  In  unserem  Falle  ist  a=:p^p.  Man  wfthle  auf  den  Polcurven 
die  zu  demselben  unendlich  kleinen  t  gehörigen  Punkte  h==p{t)  und  c  =p(0. 
Nun  ist 

und  wegen  22): 

•••+örTi)!^'-^^'-C''r>«^«H/'<^')}+... 

Daher  wird: 

Demnach  ist  die  Strecke  hc  von  derselben  Ordnung  unendlich  klein,  wie 
('"^K  Die  Strecke  ad,  d.  h.  die  schiefe  Projection  der  Strecke  ah  oder  ac 
auf  die  Tangente  parallel  zu  &c  ist  offenbar  von  derselben  Ordnung  unend- 
lich klein,  wie  t^»  Setzt  man  also  letztere  Grösse  unendlich  klein  erster 
Ordnung,  so  wird  hc  unendlich  klein  von  der  Ordnung  {k  +  ii):X.  Folglich 
ist  x:X  die  gesuchte  Berührungsordnung  der  Polcurren.    Also: 

Ist  a  die  zur  augenblicklichen  Berührungsstelle  der  Pol- 
curven gehörige  Ordnung  der  Berührung,  so  hat  man 
31)  x  =  A.o). 

Anmerkung.  Auf  ähnliche  Weise,  wie  aus  22)  der  vorhergehende, 
kann  ans  21)  der  folgende  Satz  abgeleitet  werden: 

Von  den  beiden  Gurvenstellen,  die  ein  beliebiger  System- 
pnnkt  bei  der  ursprünglichen  und  bei  der  umgekehrten  Be- 
wegung in  demselben  Augenblicke  beschreibt,  verwandle  man 
die  eine  in  die  zu  ihr  bezüglich  jenes  Punktes  centralsjmme- 
trische  Curvenstelle.  Wenn  letztere  mit  der  unverändert  ge- 
bliebenen Curvenstelle  eine  Berührung  von  der  Ordnung  cd 
darbietet,  so  ist 

09  =  — »  ; 

V  ' 

wo  ¥  die  Ordnung  der  niedrigsten  von  Null  verschiedenen  Ge- 
schwindigkeit des  betrachteten  Systempunktes  bezeichnet. 


*  Möbins,  a.a.  0.  §76. 
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Bei  endlichem  Pole  hat  die  Zahl  v  f&r  den  mit  dem  Pole  xnsammen- 
ÜEdlenden  Sjstempnnkt  bekanntlich  den  Werth  (x+X),  f&r  alle  tlbrigen 
Sjstempnnkte  den  Weräi  x.  Liegt  aber  der  Pol  anendlich  fem,  so  ist  flbr 
fdle  Sjstempnnkte  v  =  i,  also  kleiner  als  x.  Man  hat  somit  folgenden  merk- 
würdigen Satz:  Die  (oben  nfther  bezeichnete)  Bertthrungsordnnng  a 
besitzt  bei  endlichem  Pole  fttr  alle  Sjstempnnkte  den  Werth 
Eins,  nnr  für  den  Pol  selbst  ist  sie  kleiner  als  Eins.  Liegt 
der  Pol  unendlich  fern,  so  ist  co  bei  allen  Sjstempunkten 
grosser  als  Eins.  Es  offenbart  sich  hier  ein  bemerkenswerther  unter- 
schied zwischen  diesen  beiden  Fällen  der  Bewegung  eines  starren  ebenen 
Systems,  dem,  wo  der  Pol  im  Endlichen,  und  dem,  wo  er  unendlich  fern  liegt. 

I  2L  KrümmnngBeigensohafteii. 
Wenn  ein  beliebiger  Sjstempunkt  x  eine  Cunrenstelle  mit  dem  Zeichen 
^M,  2fi),  also  endlicher  und  von  Null  verschiedener  Krümmung  beschreibt, 
so  hat  man  zufolge  7),  §  3,  für  den  Erümmungsmittelpunkt  m«  jener  Cur- 
yenstelle  die  Oleichung  ^q   \  fx^«))S 

wo  »<*■>  die  Projection  der  Geschwindigkeit  2n^  Ordnung  a^">  jenes 
Punktes  auf  die  Normale  seiner  Bahn  bezeichnet. 

Es  mOge  jetzt  in  den  verschiedenen  Fftllen,  die  man  nothwendig  unter- 
scheiden muss,  der  Werth  des  obigen  Ausdrucks  bestimmt  werden. 

A.  Der  Pol  liegt  Im  Endlichen. 

i.  Der  SyaempuiM  x  faUi  nicht  mit  dem  Pole  zusammen. 
Dann  ist  fisss»  und  man  hat 

aj(»)  =  tiiK-)(a;-p)  [vergl.24)], 

aj(««)c=fir(««)(aj-|>)  -  (^*^""^)(ip(»))«(a?-g5,)  [vergl.  27)  u.  20)]. 

Die  Curvennormale  fUlt  in  die  Gerade  xp^  Die  Strecke  tP*^  erscheint  hier 
in  zwei  Componenten  zerlegt,  von  weichen  die  erste  auf  xj9  senkrecht  steht, 
also  keinen  Beitrag  zur  Projection  x^'>  liefert  Die  Projection  des  Punktes 
qtx  auf  die  Linie  xp  werde  mit  y  bezeichnet.  Offenbar  liegt  dieser  Punkt 
auf  dem  Kreise  ITj«,  welcher  ja  pq^^u  zum  Durchmesser  hat  Die  Projec- 
tion der  Strecke  xq^u  a^f  ^P  ist  die  Strecke  yx^  also  hat  man: 

Daher  wird:  „  ' 

(2»\  -(«p('0)«(»-p)« 

oder  ^ 


ntM-x- 


y—x 
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Dies  ist  eine  filr  x  ss  1  wohlbekannte  Beziehung ,  ans  welcher  sich  die  zwi- 
schen den  Sjstemponkten  x  and  den  zugehörigen  Erümmungsmittelpnnkten 
Ms  bestehende  quadratische  Yerwandtschaft,  die  gewöhnlich  nach  Sayarj 
benannte  Euler'sche  Formel  u.  s.  w.  ableiten  lassen.  Man  sieht,  dass  alle 
diese,  bisher  nur  filr  xs=l  bewiesenen  Beziehungen  allgemein  giltig  sind, 
z.B.  auch  in  den  Ffillen  x  =  2,  4,  6,  ...,  wo  die  Systempunkte  nicht  ge- 
wöhnliehe Curvenstellen,  sondern  Schnäbel  mit  endlicher,  yon  Null  verschie- 
dener KrOmmung  beschreiben.  Wie  aus  der  Zusammenstellung  in  §  19  er- 
sichtlich ist,  können  (abgesehen  vom  Pole)  die  Ausnahmepunkte  nur  im 
Falle  x>A,  in  welchem  die  Ausnahmelinie  in  der  gemeinschaftlichen  Tan- 
gente der  Polcuryen  besteht,  Gurvenstellen  mit  endlicher,  nicht  yerschwin- 
dender  Erfimmung  erzeugen«  Die  gewöhnlichen  Systempunkte  liefern  dann 
CurveuBtellen  mit  unendlich  grosser  Krümmung. 

2.  Der  Systempunkt  x  fSOt  in  den  Pol 
Nach  §  15  beschreibt  der  Pol  als  Systempunkt  dann  und  blos  dann 
eine  Curyenstelle  mit  endlicher,  von  Null  verschiedener  Krümmung,  wenn 
fi  =s «  ist  und  k  bestimmte  Bedingungsgleichungen  erftUlt  werden.  Man  hat 
fdr  diesen  Fall  n=i%  +  l  und  die  Bahnnormale  fSllt  in  die  gemeinsame 
Tangente  der  Polcurven  (s.  §  9).    Oleichung  27)  liefert  für  xe=spi 

!><")=  Un(p-qn),     1^">=  ?72„(p-ff2.). 

Die  Projeetion  des  Punktes  q^n  auf  die  Polourventangente  heisse  q* 
Dann  wird,  da  Utn  reell  ist, 

pö«>=Ü2«(p-5), 

also  erhftlt  man: 

«)        -— e:)I-W- 

Bemerkung.  Man  scheint  bisher  allgemein  angenommen  zu  haben, 
die  für  beliebige  Systempunkte  giltigen,  auf  die  Bahnkrümmung  bezüglichen 
Sttie  dürften  auch  auf  den  Pol  angewendet  werden.  Wenn  dies  statthaft 
wire,  dann  würde  allerdings  aus  32)  oder  aus  der  Euler'schen  Formel 
folgen,  dass  der  Pol  als  Systempunkt  stets  eine  Curyenstelle  mit  dem  Krüm- 
mungshalbmesser Null  erzeugte,  wie  in  allen  Lehrbüchern  der  Kinematik 
aog^eben  wird.  Da  dem  aber  nicht  so  ist,  so  zeigt  sich  eben,  dass  die 
Euler'sche  und  jede  entsprechende  Formel  in  einem  Punkte  der  Ebene» 
nimlieh  dem  Pole,  ihre  Giltigkeit  verliert 

B.  Der  Pol  liegt  nnendlieh  fem. 

Man  hat  jetzt  n  =  i  und 

^n)^^i)^const.  (s.  §§  17, 18). 

Da  i<x,  so  ist  2fi<C2»,  also 

Tr2«  =  fir('0[G1.20)] 
und  folglich 

a^«)=tK;(?0(-p-p,,)  [GL  29)]. 
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Sei  y  die  Projection  des  Sjstempnnktes  x  auf  die  Gerade  Gin  welche 
nach  §  17  den  Punkt  p2i  enthält  und  auf  a^*)  senkrecht  steht  Dann  ist 
xp  Tangente  der  Bahn  von  x,  und  weil  der  obigen  Gleichung  zufolge  af^^^ 
zur  Strecke  p2iX  senkrecht  ist,  so  erhält  man  fttr  die  Projection  von  sfi^^ 
auf  die  Bahnnormale  -,,., ^  ^^^^ ^^_^^^ 

Also  wird: 


M,""-         „._.=_(2'^(ü^. -L 


Es  folgt  hieraus  U.A.:  Die  Krümmung  der  von  irgend  einem 
Systempunkt  beschriebenen  Bahnstelle  ist  dem  Abstände  des 
Punktes  von  der  Geraden  Q^i  proportional.  Systempunkte  auf 
einer  und  derselben  Parallele^  zu  G^i  beschreiben  also  Bahnstellen  mit  der- 
selben Krümmung.  Wenn  übrigens  die  Gerade  Qu  im  unendlichen  liegt, 
was  für  2i<x  immer  der  Fall  ist,  so  wird  auch  xP^^  constant  und  es  be- 
schreiben  dann  alle  Systempunkte  Curvenstellen  mit  derselben  Krünmiung. 

III«  Beispiele. 

I  22.  yyOewOhiüioher««  Fall. 
Der  Fall  3t  =  X  =  |Li  =  fA«=l,  in  welchem  die  Winkelgeschwindigkeit 
(erster  Ordnung)  des  Systemes  nicht  Null  ist  und  die  Polcurven  sich  in 
gewöhnlichen  Punkten  und  zwar  in  erster  Ordnung  berühren,  darf  wohl 
als  der  gewöhnliche  bezeichnet  werden.  Schon  dieser  kann  jedoch  Besonder- 
heiten zeigen,  welche  bisher  nicht  bemerkt  worden  zu  sein  scheinen.  Die 
Anwendung  der  in  §  19  zusammengestellten  Regeln  auf  den  vorliegenden 
Fall  ergiebt:  Die  gewöhnlichen  Systempunkte  beschreiben  gewöhnliche  Cur- 
venstellen (1,  2).  Der  Pol  als  Systempunkt  erzeugt  im  Allgemeinen  eine 
gewöhnliche  Spitze  (2^  3),  dagegen  eine  Stelle  (2,  3  +  v)f  wenn  v  bestimmte 
Bedingungen  erfüllt  werden.  Die  Ausnahmepunkte  liegen  auf  dem  Kreise 
i^2)  welcher  bekanntlich  Wendekreis  genannt  wird.  Abgesehen  von  den 
Schnittpunkten  mit  dem  Kreise  K^y  durchlaufen  die  Punkte  des  Wende- 
kreises für  gewöhnlich  Wendepunkte  (1,  3).  Werden  aber  jene  v  Beding- 
ungen und  ausserdem  noch  q  gewisse  weitere  (wo  q  höchstens  gleich  v  sein 
kann)  erfOllt,  so  erhält  man  Stellen  mit  dem  Zeichen  (1,  3+^),  also  Ein- 
seitpunkte oder  Wendepunkte ,  je  nachdem  g  ungerade  oder  gerade  ist.  Die 
Kreise  iC^  und  A'g  schneiden  sich  im  Pol  und  in  einem  davon  verschiedenen 
Punkte.  Der  letztere  beschreibt,  wie  bekanntlich  Ball  zuerst  bemerkt  hat,* 
gewöhnlich  einen  sogenannten  Flachpunkt  oder  ündulationspunkt  (1,  4). 
Wenn  ausser  den  schon  genannten  v  und  g  Bedingungen  (wo  jetzt  ^  a  v 
sein  muss)  o  gewisse  neue  erfÜUt  werden,  wo  o  unbeschränkt  ist  und  v 
und  g  auch  Null  sein  können,  so  liefert  jener  Ausnahmepunkt  eine  Stelle 


*  Vergl.  Schön  flies,  Geometrie  der  Bewegung,  Anm.  7),  S.  193. 
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(1,  4  +  ^  +  a).  Ist  z.  B.  vsl,  80  wird  vom  Pole  eine  Stelle  (2,  4),  also 
ein  Schnabel  mit  endlicher,  nicht  verschwindender  Krümmung  beschrieben. 
Hat  man  v=:^s=0,  crs=l,  so  beschreibt  auch  der  Ball'sche  Punkt,  wie 
(mit  Ausnahme  des  Poles)  alle  übrigen  Punkte  des  Wendekreises,  einen 
Wendepunkt,  aber  mit  dem  Zeichen  (1,  5).  Ist  v  ss  ^  s=:  1,  o  s  0,  so  durch- 
laufen die  gewöhnlichen  Punkte  des  „Wendekreises '^  Flachpunkte  (1,4); 
nur  der  BalTsche  Punkt,  als  einziger  des  ganzen  Systems,  erzeugt  einen 
Wendepunkt,  and  zwar  mit  dem  Zeichen  (1,  5).  Ist  v  =  ^  =  0  =  1,  so  führ^ 
der  Wendekreis  seinen  Namen  vollends  mit  unrecht;  denn  abgesehen  vom 
Pole,  der  einen  Schnabel  durchläuft,  ergeben  alle  Punkte  desselben  jetzt 
Undulationspunkte,  so  dass  überhaupt  von  keinem  einzigen  Systempunkte 
ein  Wendepunkt  beschrieben  wird.  Dasselbe  ist  der  Fall,  wenn  v  =  2, 
Q=l  ist,  weil  dann  K^  von  K^  berührt  wird,  also  ein  BalTscher  Punkt 
überhaupt  nicht  besteht. 

Der  Pol  kann  Rückkehrpankte  jeglicher  Art  liefern ,  mit  Ausnahme  von 
Schnftbeln  mit  unendlicher  Krümmung.  Ausser  den  schon  erwähnten  Fällen 
(2,3)  und  (2,4)  haben  wir  z.  B.  für  v  =  2,4,6,  ...  Spitzen  mit  der 
Krümmung  Null,  für  v  =  3,  5,  7,  ...   Schnäbel  mit  der  Krümmung  Null. 


I  28.  Oewöhnlioher  Eall  (IPortsetsong). 
Das  vorliegende  Beispiel  verdient  wohl  eine  genauere  Ausführung.  Es 
wird  der  Allgemeinheit  der  folgenden  Untersuchung  keinen  Abbruch  thun, 
wenn  man  annimmt,  die  Bewegung  gehe  in  der  Weise  vor  sich,  dass  in 
gleichen  Zeiten  gleiche  Bögen  der  Polcurven  aufeinander  abrollen.  Es  wird 
dem  in  einfachster  Weise  entsprochen,  wenn  man  t  geradezu  der  Länge 
des  Bogens  gleichsetzt,  welchen  der  Pol  vom  Beginne  der  Zeitrechnung  an 
bis  zum  Augenblicke  t  (sowohl  im  beweglichen,  als  im  ruhenden  Systeme) 
durchläuft  Bei  dieser  Annahme  werden  (p'(t))  und  (p'(Q)  Strecken  von  der 
Lftnge  Eins,  so  dass  man  setzen  kann 

35)  (pW)  =  e'«(^    (p'(0)  =  e'r(O. 
Hieraus  folgt 

(p'w) =«•<»<')-?«)  (p'(*)). 

Die  Vergleichung  mit  18)  ergiebt 

36)  «'(0  =  «(0-«(0, 

woraus  durch  n- maliges  Ableiten  nach  t  und  nachheriges  Nullsetzen  von  t 

erhalten  wird 

37)  ic(»)=ut»>-M("). 

Läset  man  die  reelle  Zahlenaxe,  deren  positive  Richtung  beim  Messen 
der  Winkel  als  Anfangsrichtung  dient,  mit  der  gemeinschaftlichen  Tangente 
der  Polcurven  in  ihrem  zu  ^  =  0  gehörigen  Berührungspunkte  zusammen- 
fallen, so  wird  f*(0)  =  0,  «(0)  =  0  und  folgUch 
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na  Bit  k  die  KrttaBai^  der  raheiideii,  mit  Ar  die 
der  bewii^ieliHi  P<riciirfe  ia  ikrem  «mseDbüeldieiieii  BerOhniiigs- 
paaUe«  Dttm  Cfgiebt  sidi  aat  d«a  Toiteigehadea  Gleichmigen  mit  Leidi- 
tigkeü  [etm  mit  HDfe  tob  7)] 

38)  k=a\     *  =  ,', 

and  hiecsos  durch  AUeitong  vaA  t  ud  Benatraiig  Ton  37): 

30)  «i«->  =  i^-*>,     ^■)  =  4<— 1),     irC>  =  Jfcf»-t>-K«-« 

Hier  sind  also  I;',  k\  ...  und  ![',  I^**,  ...  die  AUeüoBgen  der  Krflmmangeii 
h  und  k  nach  der  Boge&lisge.  Man  hat  auf  das  Yoneichen  von  k  ond  k 
zu  aehtnu  Dieee  GrOssen  sind  poeitiT,  wenn  die  KrtUnmongsmittelponkte 
anf  dem  positiven  Tbeile  der  imaginiren  Aze  liegen,  also  die  Richtung  vom 
Pole  nach  den  KrOmmnngsmittelponkten  ans  der  Anfimgsiiehtimg  (der  posi- 
tiTen  Biehtong  der  reellen  Zahlenaze)  dnrch  Drehung  um  einen  rechten 
Winkel  in  positivem  Sinne  herrorgeht 

Man  ist  jetzt  im  Stande,  die  Pundamentalgr^tesen  TTi,  TT,,  ...;  Cp'), 
(p'O»  •••;  (pO»  (p")'  •••;  p"»  P^^^  •••  slmmtlich  dureh  die  GrGssen  t,  *', 
k'\  ...  und   kj  k\  k'\  ...  ausxudrlleken. 

Was  die  GrOssen  TT,,  TF^,  ...  betrifft,  so  kann  man  dieselben  ent- 
weder durch  Einsetifln  der  Werthe  yon  w\  w"^  ...  aus  39)  in  14)  erhalten, 
oder  man  kann  sich  bei  ihrer  Berechnung  der  aus  12)  und  39)  abgeleiteten 
Becursionsfonnel  bedienen: 

40)  Tr.+i  =  Tr.+i(t-A:)Tr«. 

Es  ist  z.  B. 

^1  =  »(*-*), 

Tr,=-3(*-Ar)(*-*')+fK*'-0-(*-W; 
41)  (  w, — 4(fc-A:)(r-r)-3(fc-*')»+ (*-*)* 

+»ir-r)-io(t-w*''-n-i5(t-*)(*'-*v+(*-w 

n.  8.  w. 

Dnrch  ein  Yer&hren  Shnlich  demjenigen,  mittels  dessen  Oleichong  14) 
ans  8)  abgeleitet  worden  ist,  erhslt  man  ans  35)  bei  Benfitsnng  von  39) 


42)  (!((•+»))=.«■+> 


(I)*'    (5)»"     ...      (?)*(-"      *(-) 


0       0 


«  k 
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Z.  B.: 

(pvi)  ^  _  5;tr  -  iOÄ'r+ 10^8*'+  f(r"-  ioä«*"-  iöääT+ä») 

U.  8.  W. 

Den  enteprechenden  Ausdruck  für  (j9^"+^)  erhält  man  natürlich,  wenn 
man  in  42)  die  Grössen  Ä,  Ar',  V,  ...  durch  Ar,  Ar',  Ar",  ...  ersetzt  Es  be- 
steht aaeh  eine  12)  oder  40)  analoge  Becursionsformel ,  die  sehr  leicht  aus 
35)  und  38)  abgeleitet  werden  kann,  nttmlich 

43)  (pC+D)  =  (p(«>)'+f  *(!)(")). 

'  Man  hat  nun  die  Geschwindigkeiten  höherer  Ordnung  des  im  Pol  be- 
findlichen Sjstempnnktes  zu  berechnen,  zu  welchem  Zwecke  man  für  die 
Wn  und  (p("0  die  gefundenen  Werthe  in  17)  einsetzen  könnte.  Es  ist 
jedoch  bequemer,  eine  Becursionsformel  zu  benützen,  welche  jetzt  entwickelt 
werden  soll.  Durch  Ableitung  nach  t  erhält  man  aus  17)  unter  Berück- 
sichtigung Yon  40)  und  43): 

n— 1 

Ersetzt  man  bierin  (n+l)  dorch  n,  so  ergiebt  sieb,  da  (p')  =  1, 

44)  l/"+»)=^-p<»»+»*l>(-)-ir«. 

Mittels  dieser  Formel  erfaSlt  man  z.  6. : 
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45) 


-p"  =<(*-*). 

-!,•"=- (Ä-A)(2&- *)  + 2i(*'-A'), 

_  p""=  -  3  (2fc  -  k)  (U-  k')  -(k-k)  (3*'-  2  *') 

+i\3{k''-k)-k(k-k)(2k-k")-(k-ky\, 

-l)V  =  (2Ä-Ar){(A-A)(*»  +  (*-A)«)-6(r-i")} 
-  4  (*'-  *')  (3  Ä'-  2  A)  -  (fc  -  *)  (4  r-  3  k") 
+  i\A(k'"-k"')  -  4ki2k-k){k'-k')  -  9  (*-&)»(*'-*') 
-  (k-kH2k-k)k'-  *(»-A)(5fc'-  3*')  j 
n.  8.  w. 


Anmerkang.  Für  die  GrOssen  p^")  giebt  es  noch  eine  andere  Dar- 
stellnng.  Man  differentiire  die  Gleichung  x  =  %ia(x--p)  fi-mal  nach  t^ 
wobei  za  beachten  ist,  daes  die  Ableitungen  von  p  die  Wechselgeschwin- 
digkeiten des  Poles  vorstellen ,  also  eingeklammert  werden  müssen,  und 
setze  dann  x=zp.    Man  erhftlt 

«-1 
p(«+i)  =  ♦  V  [Jj  «;(/+ 1)  (pi— 0  -  (|,(— 0)). 

Denkt  man  sich  die  entsprechenden  Gleichungen  für  |)<")y  p(*~*^>,  ••mP'^ 
hingeschrieben  und  eliminirt  man  aus  denselben  die  Differenzen  p^"'  —  (p^"0> 
p(«-J)-(p(— D),  ...,  |>"-(p"),  so  erhftlt  man,  da  (l>')  =  l, 


46) 


=  i" 


0        0 


fr 


0 


fr'-t(p') 


Für  die  ir',  w\  ...  kOnnen  ihre  Werthe  aus  39)  eingesetzt  werden. 

Es  erübrigt  schliesslich  noch,  auch  die  g^»  ^s»  •*•   durch  Ä;,  k\Ji\  ... 
und  Ar,  k\  k'\  ...  auszudrücken. 

Weil   der  Pol  zum  Nullpunkt  genommen  worden,  also  jp  =  0  ist,  so 

folgt  aus  26) 

jp(») 


g«  =  - 


Un 


WO  17«  den  reellen  Theil  von  Wn  bedeutet.     Die  Werthe  für  p<»>  und  17, 
sind  den  Gleichungen  41)  und  45)  zu  entnehmen.     Man  hat  z.  B. 
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i         _  _-{k-k)(2k-k)  +  2i{h'-k') 
^»~      k^'    *»  -3(fc-A)(Ä'-A')  ' 

^  - 3 (2fc -/fr)(fc -*')-(*-*) (3 fc-2^') 
^*     -  4(fc-  *)(Ä"-  Ä")  -  3(fc'-  Ä')*  +  (*-*)* 
3(r-n-fc(A;-^)(2*-^)-(fe-Ar)» 
■^  -4(*-A)(r-n-3(*'-*T  +  (*-*)* 
n.  8.  w. 

I  24.   Gewöhnlicher  Fall  (Sohluss). 

Mittels  der  im  vorhergehenden  Paragraphen  entwickelten  Formeln  sollen 
nim  die  Bedingungen  aufgestellt  werden ,  die  erfüllt  sein  müssen ,  damit  die 
in  §  22  angegehenen  Besonderheiten  sich  zeigen.  Fragen  wir  zuerst,  wann 
der  BalTsche  Funkt  einen  Wendepunkt  (1,  5)  statt  eines  Flachpunktes 
(1,4)  heschreiht.  Dazu  ist  nöthig,  dass  die  Kreise  iT,)  -^s»  ^4  ^^^^  ausser 
in  p  in  einem  einzigen  Punkte  schneiden,  oder  die  Punkte  g,,  ^g,  q^^  die 
Endpunkte  der  von  p  ausgehenden  Durchmesser  dieser  Kreise,  in  einer  Ge- 
raden liegen.  Schreibt  man  unter  Benützung  von  47)  die  aus  der  analyti- 
schen Geometrie  bekannte  Bedingung  hierfür  an ,  indem  man  die  reelle  und 
imaginSre  Zahlenaxe  zu  Axen  eines  gewöhnlichen  Coordinatensystems  nimmt, 
80  Argiebt  sich 
48)  *(ä;-^)(2ä-^)«- (ä'-0(3ä'-2^')  +  (2Ä;-i^)(r-r)  =  0. 

Wann  berühren  die  Kreise  jBTg,  JBT^,  JT^,  ...  den  Wendekreis  IC^? 
Hierzu  ist  erforderlich,  dass  die  Strecken  p"\  p"\  p^,  ...  zu  p'  parallel 
lind  oder,  da  p'  rein  imaginär  ist,  dass  die  reellen  Theile  der  jene  Strecken 
darstellenden  complezen  Zahlen  verschwinden.  Die  Gleichungen  45)  zeigen, 
dass  dies  geschieht,  wenn 

49)  2ä-*:=0.    3fc'-2*'=0,    4r-3r=0,    ...» 

Werden  v  aufeinander  folgende  dieser  Gleichungen  erfüllt,  so  beschreibt  der 
im  Pol  befindliche  Sjstempunkt  eine  Stelle  (2,  3+v).  Man  hat  weiter  zu 
fragen,  wann  die  Kreise  K^^  K^^  ...,  ^2-^^  ganz  mit  dem  Wendekreise 
ZQsammenfaUen.  Dann  und  nur  dann,  wenn  die  Punkte  ^3,  94,  ...  mit  q^ 
nuammenfallen.  Werden  bereits  die  v  ersten  der  Bedingungen  49)  befrie- 
digt, wo  y>^,  so  vereinfachen  sich  die  Ausdrücke  für  die  qn  zu  den  fol- 

'^**"'=  i  2i  U-k' 

*«  =  ¥'  «»  =  3*i?=T' 

„  _•         3(r-r)+]b« 

^r-k'")  -  9fc«(y- V) + k*c:2k'-k') 


g,  =  » 


5ä(*"'- V")  - 10  (*'-*')(*"-•*")-  10A:»(*'-*') 

U.  8.  W. 


*  FOr  das  in  dieten  Qleiehnngen  sich  uicweideatig  offenbarende  Oesets  habe 
Mh  noch  keinen  direoten  Beweis  gefunden. 


Google      — 
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Indem  man  g^  der  Beihe  nach  q^^  q^^  S5,  ...  gleich  setzt,  erhftlt  man 
die  Bedingungen 

50)  *'-r=o,   r-r=o,    ^"--^'==0,   ... 

Bei  der  Aafstellnng  dieser  Oleichnngen  ist  ttbrigens  schon  berückaioh- 
tigt,  dass  das  gleichseitige  Bestehen  der  zweiten  Bedingung  49)  und  der 
ersten  Bedingung  50)  U^O,  Af'=0  erfordert  u.  s.  w.  In  der  That  kennen 
die  Systeme  49)  und  50)  durch  ein  neues  ersetzt  werden,  was  der  folgende 
Satz  zum  Ausdruck  bringt: 

Die  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  dafflr, 
dass  die  Kreise  A",,  F^^  ...,  i's^.^  mit  dem  Wendekreise  zusam- 
menfallen, also  die  Punkte  des  Wendekreises  (mit  Ausnahme 
seiner  Schnittpunkte  mit  K2-{-^+t)  Stellen  mit  dem  Zeichen 
(1,  3  +  p)  beschreiben,  sind 

2*-*  =  0; 

51)  *'«0,    it'=0,   r=0,    r=b,  ...,   »•-^)  =  0,    W-')  =  0; 

Man  findet  leicht,  dass  unter  der  Bedingung  2A;  — Ar=sO  der  Wende- 
kreis mit  dem  Krttmmungskreise  der  beweglichen  Polcunre  zusammenfSlli 
Denn  wenn  q  den  Krümmungshalbmesser  der  letzteren  bezeichnet,  so  erii&lt 
man  für  den  Durchmesser  des  Wendekreises 

Wenn  2ifc  — Ar«=0,  U-^k'^O^  also  die  Kreise  JT,  xmd  JT,  ganz  zusam- 
menfallen, so  findet  man  als  Bedingung  dafttr,  dass  £^  durch  die  Schnitt- 
punkte von  1^2  ^^^  ^4  g^^^' 

62)  2Vh'k'+  (r-r)(4*''-3r)  -  *'(*" -0  =  0. 

Es  mOgen  zum  Schlüsse  die  einfachsten ,  auf  v  =  1,  ^  =  1  bezttglichen 
Ergebnisse  noch  einmal  zusammengestellt  werden. 

Wenn  eine  Curye  innerhalb  einer  zweiten  rollt  und  indem 
augenblicklichen  Bertlhrungspunkte  p  der  KrUmmungskreis 
der  rollenden  CurVe  halb  so  gross  als  derjenige  der  festen  ist, 
so  fftllt  der  Wendekreis  des  bewegten  Systems  mit  dem  Krttm- 
mungskreise der  rollenden  CurTe  zusammen.  Falls  nicht 
Sh'^2k'  ist,  wo  h  und  Ar  die  Krttmmungen  der  festen  und  der 
bewegten  Curyo  im  Berührungspunkte,  h'  und  k'  deren  Ab- 
leitungen nach  der  Bogenlftnge  bedeuten,  so  beschreibt  p  einen 
Schnabel  mit  der  endlichen^  nicht  yerschwindenden  Krttm- 
mung  (Sä;'—  ^k*) : 6^  [Letzteren  Werth  findet  man  leicht  aus  7)  und  45)]. 
Ist  noch  k'^ik\  so  durchlaufen  alle  Punkte  des  Wendekreises, 
mit  Ausnahme  des  Poles  und  eines  gewissen  andern,  welcher 
»Bairsoher  Punkt*  genannt  werden  mOge,  in  ihren  Bahnen 
nicht  Wendepunkte,   sondern   ündulationspunkte.      Der  Ball« 
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Bche  Punkt  ist  der  einiige  im  ganzen  Systeme,  der  einen  Wende- 
pnnkt  beschreibt     Ist  aber  noch  die  Bedingung 

erfflllt,  so  durchläuft  auch  der  Ball'sohe  Punkt  einen  ündu- 
lationspunkt  auf  seiner  Bahn,  so  dass  kein  einziger  Sjstem- 
punkt  einen  Wendepunkt  erzeugt.  Ist  p  fttr  beide  gegebene 
Curven  ein  Scheitel,  also  X^»0,  Af'«=0,  so  beschreibt  p  eine 
Spitze  mit  der  Erammung  Null,  Torausgesetzt,  dass  (4i  — 3Ar') 
nicht  yerschwindet,  und  ein  Bairscher  Punkt  ist  nicht  yor- 
handen. 

Anmerkung.  Dass  alle  Punkte  eines  Kreises,  der  innerhalb  eines 
doppelt  so  grossen  rollt,  gerade  Linien  beschreiben  müssen,  ergiebt  sich 
aus  unserer  allgemeinen  Theorie  folgendennassen :  Da  die  Polcurren  in  diesem 
Falle  consiante  Erfimmung  haben,  also  die  sttmmtlichen  Ableitungen  yon 
h  unä  k  Terschwinden,  so  sind  die  Bedingungen  49)  und  51)  fttr  beliebig 
hohes  V  und  q  erfttllt  und  es  beschreibt  folglich  der  Pol  gewissennassen 
eine  Stelle  (2,  oo),  jeder  andere  Punkt  des  Wendekreises ,  der  ja  mit  dem 
rollenden  einerlei  ist,  eine  Stelle  (1,  oo),  welche  Stellen  man  leicht  als 
Geraden  deutet. 

I  S5.  Beürpiel  S*    ic>a  +  f». 

Der  in  der  üeberschriffc  genannte  Fall  ist  ein  sehr  eigenartiger;  zudem 
begreift  er  zahllose  EinzelflQle  in  sich.  Aus  der  obigen  Bedingung  geht 
hervor,  dass  »^i,  fi^x  und  daher  fi==f»  ist.  Zufolge  §  19  hat  man 
demnach: 

Die  Ausnahmepunkte  liegen  auf  der  gemeinsamen  Tangente  der  Pol- 
eurven«  Die  gewöhnlichen  Sjstempunkte  beschreiben  Stellen  (k,  x  +  A)«  die 
Ausnahmepunkte  solche  mit  dem  Zeichen  (»,  x+^+f*)»  mit  Ausnahme  des 
Poles,  Yon  welchem  eine  Stelle  (%+Xt»+l+fi)  beschrieben  wird.  Einen 
Sonderausnahmepunkt  giebt  es  nicht  Jeder  Sjstempunkt  ohne  Ausnahme 
durchlSuft  eine  Stelle  seiner  Bahn  mit  unendlicher  ErOmmung.  Alles  dies 
gilt  auch  fttr  die  umgekehrte  Bewegung.  Besonders  bemerkenswerth  ist 
der  Fall,  in  welchem  x,  X  und  f»  alle  drei  ungerade  sind  und  demzufolge 
alle  Sjstempunkte  Wendepunkte  ihrer  Bahnen  durchlaufen,  sowie  der  Fall, 
wo  jene  drei  Zahlen  gerade  sind,  also  Ton  sftmmtlichen  Sjstempunkten 
SchnAbel  beschrieben  werden.  Es  gehOrt  hierher  anch  der  Fall,  dass  die 
Polenrren  sich  in  gewöhnlichen  Punkten,  aber  in  höherer  als  der  zweiten 
Ordnung  berflhren.  Wenn  z.  B.  eine  Curye  einen  Scheitel  besitzt,  der  ein 
gewöhnlicher  Punkt  ist,  und  man  den  Erttmmungskreis  in  jenem  Scheitel 
auf  der  Gurre  rollen  iSsst,  so  hat  man  fttr  die  AnfiEuigslage  X^iabs^ssI^ 
X  3=s  3.  Also  beschreiben  die  gewöhnlichen  Sjstempunkte  Einseitstellen  (3, 4), 
der  Pol  eine  Spitze  (4,  5),  die  ttbrigen  Ausnahmepunkte  Wendepunkte  (3, 5). 
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8  26.  Beispiel  8.  x  »  X  +  |[i. 
Dieser  Fall  ist  kaum  weniger  merkwürdig,  als  der  yorhergehende. 
Auch  für  ihn  bat  man  %>Xy  fi<x  und  folglich  fi^ft.  Die  gewöhnlichen 
Sjstempnnkte  beschreiben  wieder  Stellen  («,  x+^t)«  der  Pol  eine  Stelle 
(n  +  X,  x-hit+fi)>  welche  alle  die  Erttmmnng  unendlich  haben.  Die  vom 
Pole  yerschiedenen  Punkte  der  gemeinsamen  Polcurventangente,  bis  auf  einen, 
erzeugen  aber  jetzt  Stellen  (x,  2x),  also  mit  endlicher,  von  Null  yerschie* 
dener  Krümmung.  Der  besondere  Ausnahmepunkt  liefert  eine  Stelle  mit 
dem  Zeichen  (x,  2 x +  !  +  <'))  also  der  Krümmung  Null.  Wenn  man  z.  B. 
einen  Krümmungskreis  einer  Curye,  der  jedoch  zu  keinem  Scheitel  der  Cnrve 
gehört,  auf  dieser  rollen  lässt,  so  ist  für  die  Anfangslage:  xe=2,  ^  =  fi 
s^sl.  Also  beschreiben  die  gewöhnlichen  Sjstempunkte  Spitzen  (2,3), 
die  gewöhnlichen  Ausnahmepunkte  Schnäbel  (2,  4)  mit  endlicher,  nicht  yer- 
schwindender  Krümmung ,  der  Pol  einen  Einseitpunkt  (3,  4)  und  der  Sonder- 
ausnahmepunkt einen  Bückkehrpunkt  (2,  5  +  a),  der  eine  Spitze  oder  ein 
Schnabel  ist,  je  nachdem  a  ungerade  oder  gerade. 

I  27.  Beispiel  4.    ISine  Gerade  rollt  auf  einer  beliebigen  Curve. 

In  diesem  Falle  muss  fi  als  unendlich  gross  angesehen  werden.  Also 
ist  fi  ^  X  und  K  =11.  Die  Zahlen  X  und  fi  ergeben  sich  aus  dem  Zeichen 
(A,  i  +  u)  der  yon  der  bewegten  Geraden  augenblicklich  berührten  Stelle  der 
festen  Curye.  Die  allgemeinen  Regeln  in  §  19  führen  mit  Leichtigkeit  zu 
folgendem  Satze:  Die  Punkte  der  rollenden  Geraden  beschreiben 
stets  Curyenstellen  mit  dem  Zeichen  (x,  2x),  also  mit  endlicher, 
yon  Null  yerschiedener  Krümmung  —  Einseitstellen  oder 
Schnäbel,  je  nachdem  x  ungerade  oder  gerade  ist  —  mit  Aus- 
nahme des  augenblicklichen  Berührungspunktes^  der  Geraden 
mit  der  festen  Curye,  yon  welchem  immer  eine  Stelle  (x  +  l« 
2x  +  ^)t    ftlso    mit    unendlich   grosser    Krümmung    beschrieben 

!  einen  Einseitpunkt,  \ 
^  ..  *  \  so  beschreibt» 

eme  Spitze,  C 

„  .^  einen  Schnabel ,         i 

ieine  Spitze, 
einen  Wendepunkt, 
einen  Einseitpunkt 
einen  Schnabel. 

Der  erste  Theil  des  Satzes  bedarf  für  x  >  A  yielleicht  einer  Erklärung. 
Es  ist  in  diesem  Falle  die  Ausnahmelinie  des  bewegten  Systems  mit  der 
rollenden  Geraden  identisch;  die  Ausnahmepunkte  beschreiben  also  nach 
§  19,  da  sicher  x<A  +  f*  ist»  Stellen  (x,  2x).  Ein  besonderer  Ausnahme- 
punkt ist  nicht  yorhanden ,  d.  h.  die  Gerade  wird  yom  Kreise  £2«  in  p  be- 
rührt.   Daher  fällt  in  Gleichung  32)  y  mit  p  zusammen,  weshalb  m«=p 
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wird.  Mit  anderen  Worten,  die  KrttmmnngBmittelpnnkte  aller  yon  den 
Punkten  der  Geraden  beschriebenen  CnrTenstellen  fallen  in  p  hinein.  Dieses 
für  den  gewöhnlichen  Fall  wohlbekannte  Resultat  gilt  also  allgemein. 


I  28.  Beispiel  5.   Alle  ByBtempnnkte  beeohreiben,  bei  endliohem  Fol, 
gewöhnliche  Currenatellen» 

Wenn  x=l,  il  =  2,  /Lts/Lts^x  ist,  so  durchlaufen  nach  §  19  die  ge- 
wöhnlichen Sjstempunkte  gewöhnliche  Curvenstellen  (1,  2),  während  yon 
dem  gerade  im  Pol  befindlichen  Systempunkte,  auf  welchen  der  Wendekreis 
in  diesem  Falle  sich  reducirt,  eine  Stelle  i^^A+v)  beschrieben  wird.  Ist 
also  v  =  2,  so  erh&lt  die  Yom  Pole  beschriebene  Stelle  das  Zeichen  (3,6). 
Eine  derartige  Stelle  unterscheidet  sich  äusserlich  nicht  yon  einer  gewöhn- 
lichen —  da  sie  eine  Einseitstelle  mit  endlicher,  nicht  yerschwindender 
Krümmung  ist  — ,  ohne  jedoch  im  Allgemeinen  wirklich  eine  solche  zu 
sein.  Es  ist  deshalb  wohl  die  Frage  berechtigt,  ob  der  Fall  denkbar  ist, 
dass  der  Pol  als  Sjstempunkt  thatsächlich  einen  gewöhnlichen  Punkt  seiner 
Bahn  durchschreitet,  um  so  mehr,  als  ja  nach  der  bisherigen  Auffassung, 
d.  h.  wenn  die  Euler 'sehe  (Sayarj'sche)  Formel  auf  den  Pol  angewendet 
werden  dürfte,  dieser  immer  eine  Stelle  mit  unendlich  grosser  Krümmung 
liefern  müsste.  Es  ist  nicht  allein  diese  Frage  zu  bejahen,  man  kann 
sogar  unendlich  yiele  Bewegungen  angeben,  bei  welchen  der- 
jenige Sjstempunkt,  der  im  Augenblicke  ^  =  0  zum  Pole  wird, 
eine  beliebig  gegebene  Curye  zur  Bahn  hat.  Der  Beweis  ist  leicht 
zu  führen.  Es  bezeichne  a  den  in  Rede  stehenden  Systempunkt,  der  also 
für  ^  =  0  mit  p  zusammenfällt  Die  Curye ,  welche  die  Bahn  jenes  Punktes 
sein  soll,  sei  zunftchst  mit  Hilfe  eines  Parameters  t  durch  die  Gleichungen 

dargestellt,  wo  £  und  ri  die  Coordinaten  yon  a  in  Bezug  auf  das  durch 
die  reelle  und  imaginäre  Zahlenaxe  gebildete  Coordinatensystem  bedeuten. 
Dann  ist  ►  i  •        r/  \  i  •   /  \ 

und  wenn  man  x  gleich  irgend  einer  Function  yon  t  setzt,  so  wird  a  als 
Function  yon  t  erhalten.  Es  handelt  sich  jetzt  darum ,  auch  p  und  p  als 
Functionen  yon  t  darzustellen,  d.  h.  die  Gleichungen  der  Polcuryen  zu  er- 
mitteln. Man  setze  zu  diesem  Zwecke  in  Gleichung  10)  n  =  1  und  p  an 
Stelle  yon  x  und  bedenke,  dass  a  als  Systempunkt  sich  bewegt,  sowie  dass 
der  Nullpunkt  der  Zahlenebene  in  den  Punkt  p  gelegt  worden,  also 
q  {t)  tsa,  const,  =  a  s=  j>  =s  0  ist.     Dann  ergiebt  sich : 

Daher  ist: 


^'  ?^'^=;k)'"'""''^'^- 
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80       üeb.  d.  Bewegung  eines  starren  ebenen  Systems  in  seiner  Ebene. 
Nach  18)  hat  man  folglich 

woraus  durch  Integration  zwischen  den  Grenzen  0  und  t  erhalten  wird: 
M)  '>(')  =  »»+'/^- 

0 

Durch  die  Gleichungen  53)  und  54)  ist  die  Aufgabe  Yollstftndig  gelöst. 
Man  sieht,  dass  unendlich  yiele  Lösungen  Yorhanden  sind.  Denn  erstens 
kann  die  Function  w'(i)  beliebig  angenommen  werden,  mit  der  Besohrftn- 
kung  «^'(0)^0,  und  femer  ist  die  Function  a{t)  keine  ganz  bestimmte; 
sie  wird  es  erst,  wenn  für  jeden  Augenblick  die  Geschwindigkeit  festgesetit 
ist,  mit  welcher  a  seine  Bahn  durchlaufen  soll.  Eine  stets  leicht  zu  erfül- 
lende Bedingung  ist  noch  vorhanden:  es  muss  a^O)  «=  p'r=  0  sein.  Zar 
Erläuterung  des  Vorhergehenden  mögen  die  folgenden  Beispiele  dienen. 

Werde  zuerst  verlangt,  dass  a  die  Parabel 

beschreibt.  Man  kann  x  gleich  einer  Potenz  von  i  setzen.  Der  Exponent 
derselben  muss  jedoch  grösser  als  Eins  sein,  damit  a'(0)s=0  wird,  und 
auch  ungerade,  weil  andernfalls  nur  die  eine  Httlfte  der  Parabel  und  diese 
zweimal  durchlaufen  wttrde.  Die  einfachste  Annahme  ist  also  r  =  ^.  üeber- 
dies  werde  der  Einfachheit  wegen  angenommen,  die  Bewegung  erfolge  mit 
einer  constanten  Winkelgeschwindigkeit  gleich  Eins.    Dann  erhält  man 

a(t)  =  fi  +  ifi, 

c=  3««  8mi-6fi  co8i  +  »(3<«  cost  +  Qfisini), 

Also:  Wenn  die  transcendente  Curve 

I  =  3<«  sini  -  6^  cosi,    i|  =  3<«  öos«  +  6<*  sint 

auf  der  rationalen  Curve  sechster  Ordnung 

|  =  <»-6^,     i?  =  3<*  +  <« 

rollt,  so  durchläuft  derjenige  Systempunkt,  der  im  Augen- 
blicke <  =  0  der  Pol  ist,  nämlich  die  Spitze  der  rollenden  Curve, 
die  Parabel  fi^^. 

Soll  a  eine  gerade  Linie,  etwa  die  reelle  Zahlenaxe,  aber  vom  Null- 
punkt aus  nach  beiden  Seiten  beschreiben,  so  kann  gesetzt  werden: 
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Dann  ergiebt  sich: 

Also:  Beim  Bollen  der  Curye 

8üf  der  Curve 

besehreibt   die   Spitze   der    ersteren,    welche    im   Augenblicke 
t^O  zum  Pole  wird,  eine  gerade  Linie,  nämlich  die  {-Aze. 

Um  die  allgemeinste  Bewegung  zu  erhalten,  bei  der  von  a  eine  ge- 
rade Linie  durchlaufen  wird,  braucht  man  nur  in  den  Gleichungen  53) 
und  54)  a{i)  gleich  einer  beliebigen  reellen  Function  yon  i  zu  setzen, 
welche  der  Bedingung  a(0)=sO  genügt. 

Darm  st  ad  t,  Anfang  April  1889. 


Beriohtigpiiig.  Um  hinsichtlich  der  Bezeichnungen  zwischen  dem  yor- 
liegenden  Schlüsse  und  dem  in  Heft  1  erschienenen  Anfange  dieser  Abhand- 
lung Uebereinstimmung  herbeizuführen,  ist,  wenn  man  sich  den  yon  Bur- 
mester  wieder  aufgenommenen  Aronhol duschen  Bezeichnungen  anschliessti 
statt  ,feste  Polcurye^  zu  setzen  „Polbahn**,  statt  „Polcuryen*'  bez.  „bewegte 
und  feste  Polcurye"  aber  „Polcurye  und  Polbahn*. 
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Ueber  gewisse  homogene  quadratisohe  Relationen 

unter   den  Integralen    einer   linearen   homogenen 

Differentialgleichung  secüster  Ordnimg. 

Von 

Dr.  Max  Rosenkranz 

in  Beriln. 


In  der  Theorie  der  linearen  homogenen  Differentialgleichungen  wird 
gezeigt,  dass  die  Froducte  aus  den  Elementen  der  Fundamentalsjsteroe 
solcher  Gleichungen  mit  eindeutigen  Coefficienten  ebenfalls  einer  linearen 
homogenen  Differentialgleichung  'mit  eindeutigen  Coefßcienten  genügen 
und  ein  Fundamentalsystem  derselben  bilden.  Es  ist  einleuchtend^  dass 
unter  den  Elementen  dieses  Fundamentalsjstems  eine  bestimmte  Anzahl 
von  einander  unabhängiger  homogener  quadratischer  Gleichungen  bestehen 
mu8S  von  den  Formen:         ^,  ^,       ...*««  n 

ttj  —  w^tty—  0. 

Es  entsteht  daher  die  Frage,  ob  man  allein  aus  der  Existenz  dieser 
Relationen  folgern  kann,  dass  der  betrachteten  homogenen  linearen  Diffe- 
rentialgleichung die  Froducte  von  Integralen  ebensolcher  Gleichungen  ge- 
nügen, ob  mithin  das  Bestehen  jener  homogenen  quadratischen  Relationen 
unter  den  Integralen  auch  die  hinreichende  Bedingung  für  diese  Eigen- 
schaft der  Differentialgleichung  bildet. 

Für  die  Gleichungen  dritter  Ordnung  hat  Herr  Fuchs  ^)  in  seinen  Un- 
tersuchungen über  lineare  homogene  Differentialgleichungen,  zwischen  deren 
Integralen  homogene  Relationen  höheren  als  ersten  Grades  bestehen,  bei- 
l&ufig  gezeigt,  dass,  wenn  eine  homogene  Gleichung  zweiten  Grades  zwischen 
ihren  Integralen  stattfindet,  den  Differentialgleichungen  die  Quadrate  der  Inte- 
grale einer  linearen  homogenen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  genügen. 

Femer  feuid  HeiT  Goursat^)  bei  der  Betrachtung  homogener  quadra- 
tischer Beziehungen  zwischen  den  Integralen  einer  linearen  homogenen 
Differentialgleichung  vierter  Ordnung  zwei  FftUe,  in  denen  diese  über- 
einstimmend ist  mit  derjenigen,  welcher  die  Guben  der  Integrale  einer 
solchen  zweiter  Ordnung,  beziehungsweise  mit  derjenigen,  welcher  die 
Froducte  der  Integrale  zweier  Gleichungen  zweiter  Ordnung  genügen. 

Der  einzig  mögliche  Fall  bei  den  Gleichungen  fünfter  Ordnung  findet 
im  Folgenden  seine  Erledigung.     (Vergl.  I,  Anm.  3.) 

1)  Acta  mathematica,  Bd.  L 

8)  Bulletin  de  la  sooiätä  mathämatiqae  de  France,  t  XI. 
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Die  üntersuchmig  über  die  bei  den  Gleichungen  sechster  Ordnung 
sich  ergebenden  Möglichkeiten  wird  in  der  vorliegenden  Arbeit  vollständig 
durchgefOhrt. 

Es  können  derselben  genügen: 
L  die  fünften  Potenzen  der  Integrale  einer  Gleichung  zweiter  Ordnung, 
n.  die  Quadrate  der  Integrale  einer  Gleichung  dritter  Ordnung, 
TUL  die  *^Producte   der  Integrale   einer   Gleichung   zweiter  Ordnung  und 
einer  solchen  dritter  Ordnung.     Diese  kann  übereinstimmen  mit  der- 
jenigen, welche  die  Quadrate  der  In^grale  einer  Gleichung  zweiter 
Ordnung  befriedigen.     (Vergl.  HE,  Anm.  1.) 
Der   Zweck   der  vorliegenden   Abhandlung   ist,   zu  zeigen,   dass   die 
in  jedem  einzelnen  Falle   aufstellenden   homogenen   quadratischen  Bela- 
tionen   die  nothwendige   und    hinreichende   Bedingung   fär   die   verlangte 
Eigenschaft  der  linearen  homogenen  Differentialgleichung  sechster  Ordnung 
mit   eindeutigen   Coef&cienten    sind.    ^Die   Coefficienten    der    zugehörigen 
Differentialgleichungen  zweiter  und   dritter  Ordnung   sind   ebenfalls   stets 
eindeutige  Functionen  der  unabhängigen  Variablen.    [Vergl.  IQ,  21)  —  28).] 
Am  Schlüsse  des  ersten  Abschnitts  findet  sich  im  Anschluss  an  den 
zaerst    genannten    Fall    die   Betrachtung    der    homogenen    quadratischen 
Relationen    unter   den   Integralen   einer  linearen   homogenen   Differential' 
gleichung  n**'  Ordnung,   der  die  (w  — 1)**°  Potenzen    der  Integrale  einer 
solchen  zweiter  Ordnung  genügen. 

Die  in  den  Abschnitten  II  und  HE  benutzte  Methode  [veigl.  II,  9) 
und  12);  m,  ll)  und  14),  16)]  ist  allgemein  anwendbar  bei  der  Be- 
trachtung von  linearen  homogenen  Differentialgleichungen  mit  eindeutigen 
Coefficienten,  denen  Producte  von  Potenzen  der  Integrale  einer  beliebigen 
Aozahl  von  Differentialgleichungen  genügen.  Allerdings  wird,  wenn  unter 
den  Differentialgleichungen,  deren  Integrale  in  gleich  hohen  Potenzen  mit 
einander  combinirt  werden,  p  verschiedene  Gleichungen  ebenderselben  Ord- 
nung sind  (welche  Möglichkeit  bei  den  zu  betrachtenden  Gleichungen 
sechster  Ordnung  ausgeschlossen  ist),  die  Eindeutigkeit  der  Coefficienten 
in  den  zu  erschliessenden  Differentialgleichungen  im  Allgemeinen  nicht  er- 
balten bleiben.  (Vergl.  den  zweiten  der  obenerwähnten  Sätze  des  Herrn 
Goursat.)  Es  werden  alsdann  für  die  zu  den  sich  ergebenden  p  Diffe- 
rentialgleichungen gehörigen  Gruppen  von  Quotienten  der  Integrale  des 
betrachteten  Fundamentalsjstems  verschiedene  Arten  von  Umläufen  existiren, 
welche  die  für  jene  p  Gruppen  typischen  Substitutionen  unter  einander 
vertauschen.^)    Die  weitere  Betrachtung  dieses  Falles,  in  welchem  die  ent- 

1)  Yergl.  Ludwig  Schlesinger,  Inauguraldissertation  Berlin  1887,  S.  26. 
S.  anch  1,  Anm.  4  der  vorliegenden  Abhandlung.  j 
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sprechenden  Coef&cienten  der j>  Differentialgleichnngen  Wurzeln  algebraischer 
Gleichungen  p*^^  Grades   mit   eindeutigen  Coefficienten   sind,   möge   einer 
späteren  Gelegenheit  vorbehalten  bleiben.  — 
Es  sei     --  -.  ^  - 

eine  irredactible  lineare  homogene  Differentialgleichung,  deren  Coefficienten 
fu  /si  •  *  •  fe  eindeutige  Functionen  der  unabhängigen  Variablen  x  sind, 
^if  ^9  •  •  •  ^6  ^^^^^  ^®  Elemente  eines  Fundamentalsystems  dieser  Gleichung. 
Durch  einen  geschlossenen  Umlauf  von  x  um  einen  oder  mehrere  singulare 
Funkte  der  Differentialgleichung  a)  mOgen  sie  übergehen  in  ti'„  u^, . .  •  u!f^. 
Hierbei  haben  die  Grössen  u'  bekanntlich  die  Form 

6 

b)  wS-^'««"*'  0-1,2,  ...6) 

und  zwischen  den  von  x  unabhängigen  Grössen  a  besteht  die  Bedingung 

c)  |ai*RO.  (i,Ä-l,2,...6) 


L 

Es   mögen    zwischen    den   Integralen  u^;  Ug, .  .  .  u^   der   Differential- 
gleichung a)  die  yier  homogenen  quadratischen  Gleichungen  bestehen: 

E^!  —  M.  ti» .     u!  I 


Durch  einen   geschlossenen   Umlauf  Yon  x  gehen   dieselben   aber  in 
die  Eelationen:  (  K)« -„;„;,(„;).- „;„;, 

wo  die  (Grössen  u'  die  durch  b)  definirfce  Gestalt  haben.  Da  zwischen 
den  Integralen  nur  das  System  l)  bestehen  soll,  so  wird  das  System  2) 
eine  Folge  desselben  sein.  Man  gelangt  daher,  wenn  man  aus  den 
Gleichungen  l)  und  je  einer  der  GleicHungen  2)  die  yier  Grössen 
u,,  U4,  tig,  u^  eliminirt,  zu  Identitäten.     Setzen  wir: 

3)  n-'^-^.-^-^-X 

80  ergiebt  sich  hieraus        i       ^       ^         4       ^ 

4)  w^-  i?tii,  Uj-  i?Xi  «*4-  ^Si  ^6-  «jS»  **6-  ^S> 

und  setzen  wir  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  2)  ein,  so  folgt  als 
Resultat  der  Elimination: 
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Diese  Relationen   müssen   gelten   f&r  jeden  Werth,   den  t;  annehmen 
kann. 

Durch  den  obigen  Umlauf  yon  x  geht  ti  über  in: 


6) 


-1 


V-*- 


k  k 

2««'»*-'    2'*»''*"    2'««'»*"' 


2'««'»*"' 


-1 

*  k  k 

Unter  den  sechs  Summen  dürfen  nicht  zwei  bis  auf  einen  constanten 
Factor  identisch  sein,  da  alsdann  a^t—  c«yt(ft  ^  v)  fftr  X;  —  1,  2, ...  6 
wSre,  was  durch  die  Bedingong  c)  ausgeschlossen  ist.  Es  müssen  daher 
der  Z&hler  und  Nenner  eines  jeden  der  Quotienten  6)  einen  gleichen 
Factor  enthalten,  durch  dessen  Weggang  jen^  Quotienten  identische  Werthe 
annehmen. 

Da  nicht  sämmtliche  cr,^  («  »  1,  2, .  •  •  6)  zugleich  null  sein  kOnnen, 
80  muss,   wie  sich  aus  5)  ergiebt,   a^^  oder  a^^O  sein. 

1.  a^^  und  a^  mögen  gleichzeitig  von  null  verschieden  sein.  Durch 
Multiplikation  der  Gleichungen  2)  folgt 

also  sind,  wenn  wir  hierin  die  Werthe  aus  b)  und  4)  setzen,  dann  auch 
a^  und  a^  ungleich  null.  Vermöge  der  Gleichungen  2)  gilt  dies  auch 
von  a„  und  a^^ .  Also  ist  unter  unserer  Annahme  a^Q  (i  -=■  1,  2, .  • .  6) 
Yon  null  verschieden.  Daher  sind  s&mmtliche  Grössen  v!  ganze  rationale 
Functionen  fünften  Grades  von  i;: 

6 

7)  «i-1^2'««'»*"'-  (i-l,2,...6) 

kmml 

Denkt  man  sich  diese  Functionen  in  ihre  linearen  Factoren  zerlegt,  so 
dUrfen  nicht  dieselben  liaearen  Factoren  in  zweien  derselben  zugleich 
8&mmtlich  enthalten  sein,  da  alsdann  ihr  Quotient  constant  wftre.  Daher 
haben  u[  und  u^  mindestens  einen  Factor,  der  in  beiden  verschieden  ist. 
Derselbe  muss,  wie  sich  aus  den  Gleichungen  2)  ergiebt,  in  u'^y  u,,  u^,  u^ 
enthalten  sein.  In  u[  sei  dieser  Factor  ri  —  ßy  und  uf^  enthalte  den- 
selben k-mal  (k  eine  positive  ganze  Zahl).  Dann  muss,  da  er  in  u^ 
nicht   vorhanden   ist,    u^  denselben   2A;-mal    enthalten,    u^  8%-mal,   u^ 
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8) 


ik-mal,   u\  5Jc-mai.      Daher   ist   X;  •»  1.      Analog  gilt  dies   fEbr  ri  —  y, 
den  entsprechenden  Factor  in  i*^.     Also  erhalt  man  fOr  die  QrOssen  u': 

«'«-«««('»-  /*)*(»?- y)  «1 . 
«i-«M('?-?)'('j-y)'«i, 
«i-««(ij-/»)*('?-y)'«i. 

,«i-«M('»-y)*«i- 

Zwischen  diesen  6  GrSssen  «j,  bestehen  rermOge  Gleichung  2)   die 
Belationen 

9)  ^  «4 -«,_,.««*  +  , ,6-  (i-2,  3,  4,  6) 

Setzen  wir 

80   folgt  "16 

10)a2e-Taie,    ««6  ""  **«i6»    «46  — '^«w.   «66  —  »Vei    ««6  — ^«16- 
Im  Falle  cti^,  cr^  ^  0  nimmt  mithin  der  Qnotient  ff  den  Werth  an: 


11) 


^    "";; — Ä~' 


wobei  /?  und  y  nicht  gleichzeitig  nnll  sein  können,  da  iy  —  /5  imd  ij  —  y 
verschiedene  Factoren  sind  (ß  ^  y). 

2.    Ist  «Iß  ^  0,  a^  —  0,  so  sind  auch  alle  a»,  in  denen  i  +  Ä  >  7 

ist,  gleich  null,  w^rend  die  Glieder  der  Determinante,  in  denen  i  +  k'^t 
ist,  sftmmtlich  von  null  verschieden  sind,  und  es  ergiebt  sich: 

7  — t 

7a)  u^^u^^anf^-K  (»-1,2,... 6) 


ftsl 


Also  ist  w[  eine  Function  (6  —  t)*®"  Grades  in  tj.  Da  wj  in  Bezug 
auf  1}  constant  ist,  so  ist  der  lineare  Factor  17  —  d  von  u[  zweimal  in 
u!^  enthalten,  in  u,  dreimal,  in  uj^  viermal,  in  u[  fünfinal,  sodass  über- 
haupt kein  anderer  in  ij  linearer  Factor  in  den  Grössen  u'  vorhanden 
sein  kann,  und  diese  die  Form  haben: 

<-  «62  (^  -*)«*!> 
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Ans  den  Gleiclitingen  2)  folgt,  dass 
9a)  «1,7-»  —  a<-i,8-i  a<+i.6-i.  (»  —  2,  3,  4,  5) 

Setzt  man 


«26 


—  t. 


1) 


80  folgt  "W 

10a)    «i6-%«16»   «84-^«16l    «i8-^«iei    «62-*J«16l    ««-^«W 

Mithin  hat  in  diesem  Falle  v{  die  Gestalt: 


IIa)  V- 


;_    *i 


8b) 


3.  Ist  a^0"-O,  «66^0,  so  müssen  die  QrOssen  oa,  in  denen  %>t  ist, 
sämmilich  null  sein,  während  die  GUeder  der  Diagonale  der  Determinante 
Ton  null  verschieden  sind.  In  diesem  Falle  gelten  dieselben  Schlüsse 
wie  Yorber,  es  ergeben  sich  Functionen  von  der  Form  Sa),  jedoch  in 
nmgekebrter  Reihenfolge: 

**i  ■"  «28  (^  -  0  <*n 
«*i  ■=  «M  {n  -  «)Ni 

Ans  den  Gleichungen  2)  folgt,  dass 
9b)  af,  —  tf  1-1,  <-i  a<+i,  1+1.  (i  —  2,  3,  4,  6) 

Setet  man  o' 

r"""  *2; 
80  folgt  " 

10b)    «28  — tjan,    «88""  ^«11»   «44  — ^«111   «65  — ^«11)   «66  —  ^«11' 

In  diesem  Falle  ergiebt  sich  fOr  if{  der  Werth: 

IIb)  V-^(i?-«)- 

Hierin  ist  der  Fall  mit  inbegriffen,  dass  die  GrOssen  u^,  U2,...Uq  durch 
einen  bestimmten  Umlauf  in  sich  selbst  mnltiplicirt  mit  einer  Constanten 
übergehen  beziehungsweise  sich  unter  einander  vertauschen,  da  alsdann 
c  resp.  6  den  Werth  null  erhält. 

Aus  dem  Vorhergehenden  [11),  IIa),  IIb)]  ergiebt  sich,  dass  durch 
einen  beliebig  gewählten  Umlauf  die  Function  f/  stets  übergef&hrt  wird  in 
einen  Ausdruck  Yon  der  Form: 

12)  V--'^^ 
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Hierin  sind  die  yier  Qrössen  l,  ^,  v,  q  von  x  unabhftngig.  Aas 
der  Beschaffenheit  der  in  jenen  Eormebi  auftretenden  Constanten  geht 
hervor,  dass  fOr  alle  Umläufe 


y) 


^  f\^o. 


V    Q 


< 


Es  lassen   sich  nun  zwei  Functionen  von  x^  n&mlich  ^^   und  f^,   so 
bestinmien,  dass 

13)  1-, 

ist,  und  zwischen  g^  und  ^  die  Relation  besteht 

14) 


wo  e  eine  Constante  bezeichnet.  Durch  einen  Umlauf  von  x,  welcher  m 
in  jenen  Werth  rf  überfahrt,  mOgen  Ij  und  $,  übergehen  beziehungs- 
weise in  I,'  und  |{,  sodass 

ä  _  „'  _  ^  +  ft^ 


15) 
16) 


II      ■'      v  +  pn' 

*i  A^       s,  ,^  —  c- 


dx         *  dx 
YermOge  der  Gleichung  13)  geht  15)  über  in 

sodass  wir  setzen  kSnnen:       '  ^ 

i["Hx)(y%,+  qU), 

i;-*(aj)(A5i  +  ^|,), 

WO  h{x)  einen  den  beiden  Grössen  |^'  und  |^  gemeinsamen  Factor  bezeichnet. 

Setzt  man  diese  Werthe  ein,  so  wird  die  Determinante  der  Gleichung  16) 

s;  li 

dx    dx 


17) 


*(vli  +  Pl,) 


*(Ali  +  f»l.) 


dl* 
dx 
Diese  Determinante  wird  durch  socceanTe  Zerlegung  gleich 


(.,+,« +*(.^+,:g),g(,i,+,i.)+.(,g+,g) 


ifc    0 
dk  , 


vli  +  pl» 


*  0 

li      li 

**** 

V  9 

äl,  (i£, 

dx  '^ 

dx    dx 

da;  ^  *^  rf* 

A^  +  3 
dx^*^  dx 
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Mit  Hülfe  der  Qleichungen  14)  und  16)  ergiebt  sich 


»   0 

dk  , 

V    (f 

k 
dx 

If* 

-1. 


l 


Also  ist  der  gemeinsame  Factor  k  (z)  eine  Consta&te 

1 


\  »    —  -  - 

*-  I«" 


*.v 


t> 


Setzt  man  diesen  Werth  yon  k  in  die  Gleichung  17)  ein,  so  erhält 


man: 


18) 


51 


Vvfi  —  Ig 


wo  gemäss  y)  der  Nenner  stets  von  null  yerschieden  ist. 

Aus  diesen  Gleichungen  kann  man  schUessen,  dass  die  durch  die 
Gleichungen  13)  und  14)  definirten  Functionen  lx  und  ^  ein  Fundamental- 
Bjstem  constituiren  einer  linearen  homogenen  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  mit  eindeutigem  Coefficienten: 


19) 


dx^ 


'^py* 


Die  hier   angewandte  Methode   ist  wesentlich   dieselbe,   welche  Herr 
Fuchs  angegeben  hat,^)  indem  er  setzt 


^»      dn 


5»—  Sil- 


Sind  li  und  l^   die  Integrale   einer  linearen   homogenen  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung 

80  ist  bekanntlich  ihr  Quotient 

•1»,  wenn  3  -  0  d.  h.  S,  ^  -  I,  ^-  c, 


dri 
dx 


1)  Acta  Math.  Bd.  I,  S.  868.     Vergl.  Biemann,  üeber  die  Fläche  vom 
kleiiuten  bkhali  bei  gegebener  Begrenzung.    Ges.  Werke,  S.  298. 
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Man  kann  jedoch  ans  dem  Grande  YOizielien,  der  ßabstitntion  die 
Fonn  13),  14)  zn  geben,  weil  sich  ans  derselben  die  Erweitemng  aof 
die  Bestinmning  yon  n  Grössen  |  mit  einem  Schlage  ergiebig 

Es  seien  £|  nnd  ^  zwei  Integrale  der  DifTerentialgleichTuig  19), 
deren  Quotient  gleich  i^  ist,  so  ergiebt  dch  ans  der  Belation  3): 

Sl  «1  «1  S  «4  «% 

und  Merans: 

-.X  &  SJ  S  St  8 

21)     S-^«»it  «»-Jr«»ii  «4-p^«i,  «%-^«i,  ««-^«1. 

^^  U        Ul.        U^'        IJI?        S»^        ^' 

Setzt  man  diese  Quotienten  gleich  ^{x)^  so  ergiebt  sich: 

„.      I  «*»-  ♦(')  ^'    "»-  *(*)  ^^' "»-  *(')  ^^» 

^'^^       1  «4-  ♦(*)  s!4.  «» -  *(«)  ii^,  «.-♦(«)  §. 

Ist  <P  (t;)  —  0  die  homogene  lineare  Differentialgleichnng  sechster 
Ordnung,  welcher  die  fünften  Potenzen  der  Integrale  der  Gleichung  19) 
genügen,  für  welche  also 

Sil  5i5||   Si^i   sjlj,   5i§}9  Is 

ein  Fundamentals jstem  von  Integralen  bilden,  so  gelangt  man  zur  all- 
gemeinsten Form  der  linearen  homogenen  Differentialgleichung  sechster 
Ordnung,  deren  Integrale  den  Belatlonen  l)  genügen,  durch  die  Sub- 
stitution ^ 

rl){x)  hat  in  Folge  der  Eindeutigkeit  der  Goefficienten  der  Gleichung 
19),  also  auch  <P(v)  =  0,  und  der  Gleichung  a)  die  Gestalt 

^(a:)«eM'^*^, 

wo  (p  {x)  eine  eindeutige  Function  von  x  bezeichnet. 
Setzt  man  andererseits  in  Gleichung  19) 


y- 


f*W 


so  erhält  man  diejenige  homogene  lineare  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  mit  eindeutigen  Goefficienten,  deren  Integrale  so  beschaffen  sind, 
dass  ihre  fünften  Potenzen  der  Gleichung  a)  genügeiL 

1)  Vergl.  II,  Formel  10) -17).  ^  , 
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Um    die  Differentialgleiclitmg   sechster  Ordnung   zu  bilden,  welcher 
die  Anften  Potenzen  der  Integrale  der  Qleichting  19)  genügen;  setzt  man^) 

nnd  erhalt  durch  sechsmalige  saccessive  Differentiation,  indem  man  jedes- 
mal die  zweite  Ableitung  von  y  mit  HtQfe   der  Gleichung  19)  reducirt: 

+  («6,.+ 5  0)1,', 

0-m(i^)'+.8oo,^(il)'+8«of^(f)* 

$-«oo„(il)*+.«»>i^^(i|)' 

+  (.o.«.^+..6og)^(i|)'+(sno,g+.4og)^g 

+  [l206,'+ 220  (||)'+ 886,  0  +  60]  A 
Dies  sind  sieben  lineare  Gleichungen  für  die  sechs  Grössen 

doich  deren  Elimination  man  zu  dem  gesuchten  Besultat  gelangt.  Hech- 
net man  aus  den  ersten  fünf  Gleichungen  die  Werthe  von  den  fünf 
ersten  jener  Grössen  aus  und  setzt  dieselben  in  die  siebente  Gleichung 
ein,  so  ergiebt  sich  ftür  v  die  gesuchte  lineare  homogene  Differential- 
^eichung  sechster  Ordnung  mit  eindeutigen  Coefficienten: 

+  [226J^-  .66,0-  180(Ä)'+  50]  .. 


1}  Vgl.  Fnohs,  Borch.  Jonm.  Bd.  81,  8.  189.  ^  t 
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Diese  Oleichung  ist  in  die  Gleichung  a)  durch  die  Substitation 

überzufahren,  wo  q>(x)  als  eindeutige  Function  definirt  war.  Es  gilt 
daher  der  Satz: 

„Bestehen  zwischen  den  Integralen  der  Differentialgleichung  a)  die  Re- 
lationen l),  so  genügen  derselben  die  fünften  Potenzen  der  Integrale  einer 
linearen  homogenen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  mit  eindeutigen 
Coeffidenten.  Die  Coefficienten  der  Gleichung  a)  sind  darstellbar  als  ra- 
tionale Functionen  von  zwei  eindeutigen  Functionen  und  deren  Ableitungen. 
Femer  ist  aus  den  Formeln  8)  und  10)  ersichtlich,  dass  die  36  Grössen 
a  der  Determinante  c)  darstellbar  sind  als  ganze  rationale  Functionen  von 
4  Grössen,  welche  sich  für  gewisse  üml&ufe  auf  3  resp.  2  redudren  können.^ 

Anmerkung  1.  Es  bestehe  unter  den  Integralen  der  Gleichung  a) 
nur  eine  der  Relationen  l),  z.  B.  u|  »  Uj  u^. 

Diese  wird  durch  einen  Umlauf  von  x  übergefcOirt  in  die  Gleichung 

welche  bis  auf  einen  constanten  Factor  mit  jener  identisch  ist.  Setzt 
man  hierin:  ii»       «x. 

<*4  <*6  **« 

SO  folgt  die  Identit&t  für  jeden  Werth,  den  tj  annehmen  kann: 

tf>l  +  ggg  ty  -f  g^  lf+  tt^  Ol  +  «25  °><  +  ^  o>8 

«U  +  «!««?  +  «18  n^  +  «14  ^l  +  «16  ^%  +  «16  «• 

^  «81  +  «8«  ^  +  «88  ^^  +  «84  Q>1  +  «86  ^%  +  ^  <^$ 

«21  +  «22  »?  +  «28  n^  +  «24  ^l  +  «26  «2  +  «26  ^9 

Ein  Glied  mit  if  ist  vorhanden,  weil  u^  in  der  Gleichung  vorkommt 
Da  nicht  s&mmtliche  Grössen  a  in  zwei  Zeilen  gleich  sein  können,  mnss 
mindestens  einer  der  Quotienten  einen  im  Z&hler  und  Nenner  gemein- 
sameu;  in  tj  linearen  Factor  haben.  Diese  Zerlegung  ist  aber  nur  mög- 
lich, wenn  in  diesem  Quotienten  sämmtliche  Coefficienten  der  Grössen 
co^,  CO},  a>8  null  sind.  Da  der  Zähler  des  ersten  Quotienten  gleich  dem 
Nenner  des  zweiten  ist,  muss  dies  auch  im  anderen  der  Fall  sein.  Also 
gehen  die  Integrale  t*i,Uy,u,  durch  jenen  Umlauf  über  in  solche  von 
der  Form:  w5 -«««,  + ««m,+ ««  «,.  (<  -  1,  2,  3) 

Daher  w&re  in  diesem  Falle  die  Gleichung  a)  reductibel,  und  ihr  ge- 
ntigten die  Quadrate  der  Integrale  einer  linearen  homogenen  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung.^) 

1)  Fachs,  Acta  Math.  Bd.  I.  S.  888. 
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Anmerkniig  2.  Derselbe  Schlnss  gilt,  wenn  nur  zwei  aufeinander- 
folgende der  Belationen  l)  bestehen,  z.  B. 

welche  durch  einen  ümlanf  übergehen  in 

Dieses  System  ist  eine  Folge  des  vorigen.     Setzt  man 

80  ist: 

Ui  —  a,i  +  a«!/  +  «.-8»?*  +  aatl^  +  «.'5^1  +  «w^s-    0  ""  h  2,  3,  4) 

Nicht  s&mmüiche  Coefßcienten  von  i}'  sind  hierin  null,  da  das  Glied 
mit  tf.  vorhanden  sein  miiss.     Die  Quotienten  -f  und  -4-  sind  für  jeden 

Werth  von  i|  gleich,  ebenso  -j-  Tmd  -f  j   während    nicht    sämmtUche   a 

zweier  Zeilen  einander  gleich  sein  dürfen.  Es  müssen  sich  also  in  je 
einem  Quotienten  der  beiden  Paare  gemeinsame  Factoren,  welche  ganze 
rationale  Functionen  von  tf  sind,  absondern  lassen.  Dies  bedingt,  dass 
darin  die  Goefficienten  von  v^  und  v^  null  sind,  also  auch  in  dem  anderen 
Qnotienten.  Auch  in  diesem  Falle  wäre  die  Gleichung  a)  reductibel.  Es 
genOg^n  ihr  die  Guben  der  Integrale  einer  homogenen  linearen  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung.^) 

Anmerkung  3.  Genügen  die  Integrale  von  a)  drei  aufeinander- 
folgenden Gleichungen  der  Belationen  1)  und  nar  diesen,  so  ist  in  der- 
selben Weise  wie  in  den  vorhergehenden  Anmerkungen  zu  zeigen,  dass 
auch  in  diesem  Falle  die  Gleichung  sechster  Ordnung  reductibel  wäre,  und 
dass  alsdann  jene  ftlnf  Integrale  denjenigen  homogenen  linearen  Differential- 
gleichung genügten,  welche  die  vierten  Potenzen  der  Integrale  einer  homo- 
genen linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  zu  Integralen  hat. 
Es  ISsst  sich  n&mlich  in  ebenderselben  Weise  wie  vorher  für  den  Fall  der 
iireductiblen  homogenen  linearen  Differentialgleichung  sechster  Ordnung 
zeigen,  dass,  wenn  unter  den  Integralen  u^,  t«^, . . .  u»  einer  solchen  n^' 
Ordnung  die  n  —  2  Belationen: 


bestehen,    ihr   die    (n  -  l)^*^  Potenzen    der   Integrale   einer   homogenen 
linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  genügen,    üeber  die  Coefiß- 

1)  Gonrsat,  1.  c.  8.  166.  YergL  Schlesinger,  1.  c.  8.  SO. 
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cienten  und  die  n'  Grössen  a  gilt  das  im  yorheigehenden  Satz  (S.  92)  Gesagte. 
Denn  für  die  Grössen  u[yU^2^  ...  u'„,  in  welche  u^,  u^,  . .  •  «^  durch  einen 
geschlossenen  Umlauf  der  unabhängigen  Yariablen  übergeführt  werden, 
lassen  sich,  wenn 

gesetzt  wird,  für  die  drei  Fälle: 

am  und  a««  ^  0, 

«1«"-  0,  a«»^  0 

die  8),  8a),  8b)  analogen  Schemata  aufstellen,  wobei  n  —  1  an  die  Stelle 
von  5  tritt.     Hieraus  folgt,   dass  durch  einen  beliebigen  Umlauf  rj  über- 

V  +  Qfl 

Durch  Einführung  der  Functionen  fj  und  ^  vermittelst  der  Substitution 
13),  14)  ergiebt  sich  der  obige  Satz« 

Anmerkung  4.     Die  Integrale  der  Gleichung  a)  mögen  den  beiden 
Belationen  genügen: 

Das  hieraus  durch  einen  Umlauf  von  x  entstehende  System 
ist  eine  Folge  des  ersteren.     Wenn  wir 

setzen,  haben  die  Grössen  u'  die  Form: 
Ui  —  («ii  +  «fti?!  +  «is^?)**!  +  (««4+  ^%  +  «rt  vD^i^     (»  —  1» 2,  ...  6) 

und,   wenn   wir   diese   einsetzen,   gelangen  wir  zu  den  für  jeden  Werth, 
den  i/i  und  r]^  annehmen  können,  gültigen  Identitäten 


< 


_8,     3_ 


t* 


Es  könnte  nun  in  je  einem  Quotienten  der  beiden  Paare  sowohl  im 
Zähler  als  im  Nenner  entweder  ein  in  v^i  und  ri^  zugleich  linearer  Factor 
enthalten  sein  oder  je  ein  in  t^^  und  %  linearer  Factor.  Dies  ist  beides 
unmöglich.  Es  muss  daher,  damit  ein  in  ri^  oder  ti^  linearer  Factor  vor- 
handen ist,  der  Coefficient  von  u^  beziehungsweise  u^  identisch  null  sein 
und  zwar  im  Zähler  und  Nenner  derselbe.     Denn  wäre  zu  setzen: 
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80  würde  hieraus  die  homogene  quadratische  Relation  unter  den  Grössen  u: 

(y  —  a)  w^tt^  —  jStijtt^  +  *WßWi  —  0 

folgen,   während  nach  unserer  Voraussetzung  nur  homogene  quadratische 
Belationen  von  der  Form: 

X{ul  -  UiUj)  +  (^{ul  -  tt^Wg)  =-  0 
möglich  sind* 

Da  die  beiden  gleichen  Quotientenpaare  die  Orösse  u^  beziehungs- 
weise u^  gemeinsam  haben,  ist  dieses  Verschwinden  auch  in  jedem  der 
beiden  anderen  Quotienten  der  Fall.  Aus  der  Bedingung  c)  folgt,  dass, 
wenn  in  dem  einen  Paare  der  Coef&cient  von  ti|  null  ist,  in  dem  anderen 
Paare  dies  ftir  den  Coefficienten  von  u^  stattfinden  muss.  Man  ersieht 
hieraus,  dass  für  alle  möglichen  Umläufe  fi[  und  r/^  gleichzeitig  nur  die 
Werthe  annehmen  können: 

oder: 


Bestimmt  man  nunmehr  zwei  Functionen  S^  und  |g  so,  dass 
ebenso  i^  und  ^^  ^i  ^^^ 


80  sind  diese  beiden  Paare  von  Functionen  die  Integrale  der  homogenen 
linearen  Differentialgleichungen: 

wo  p^  und  j)j  die  Wurzeln  einer  quadratischen  Gleichung  mit  eindeutigen 
Coefficienten  sind^)  und  in  einander  übergehen  fQr  diejenigen  Umläufe 
von  x,  für  welche 


Dann  ist 


also: 


,/   ,   ^2  +  fe^2 


«6  ""  -^  ^^ 


1}  Goarsat,  L  c.  S.  162.   Vgl.  Schlesinger,  L  c.  S.  27. 
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"i        «»        «» 

merans  ergiebt  sich: 

Wi-9)i(a;)Sj,  *^-9i(^)Jil«»  <*8"=9i(«)Sj» 
u^-9,(a;)£;,  «i5-9jWfi£i,  <*6-92(«^)£!- 
Hierbei  sind  ancb  g>i  und  ^^  <^^  Wurzeln  einer  quadratischen  Gleichung 
mit  eindeutigen  Coefficienten  und  gehen  in  einander  über  fClr  ebendieselben 
Umläufe  Yon  x  wie  jP|  und  p^.  Diejenigen  linearen  homogenen  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung,  deren  Integprale  derart  sind,  dass  ihre 
Quadrate  der  Gleichung  a)  genügen,  erhält  man  aus  den  obigen,  wenn 
man  darin  substituirt 

y  —  /   ,  »  «^  — 


Es  ergeben  sich  zwei  lineare  homogene  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung,  deren  entsprechende  Coefficienten  Wurzeln  quadratischer  Gleichungen 
mit  eindeutigen  Coefficienten  sind.     Hieraus  folgt  der  Satz: 

„Genügen  die  Integrale  der  Gleichung  a)  den  Relationen: 

so  befriedigen  dieselbe  die  Quadrate  der  Integrale  zweier  homogener  linea- 
rer Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung,  deren  entsprechende  Coeffi- 
cienten die  Wurzeln  quadratischer  Gleichungen  mit  eindeutigen  Coeffi- 
cienten sind.'^ 


(Sohlnit  folgt.) 
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lieber  die  Bewegung  freier  Ketten  in  rotirenden 

Linien. 

Von 

Prof.  F.  AuausT 

In  Berlin. 


§  1.  Allgemeina  TTebersioIit 

In  einer  Abhandlang  „Ueber  die  Bewegung  von  Ketten  in 
Carven'  (diese  Zeitschrift,  Bd.  XXXIII  S.  321— 336),  auf  welche  sich 
die  Giiate  in  der  vorliegenden  Arbeit  bezieben,  habe  ich  nntersncht,  unter 
welchen  Bedingungen  sich  eine  Kette,  d.  h.  eine  vollkommen  biegsame,  nn- 
ausdehnbare  bomogene  Massenlinie  in  sich  selbst  bewegen  kann,  so  dass 
also  alle  Elemente  der  Kette  dieselbe  Bahn  beschreiben,  in  der  Art,  wie 
die  Wagen  eines  Eisenbahnzuges.  Ich  will  hier  ein  fthnliches  Problem  be- 
handeln, nftmlich  die  Bewegung  von  Ketten  in  gleichförmig  rotirenden  Cur- 
?en,  also  eine  Bewegung,  bei  welcher  die  Kette  ihrer  Form 
nach  stets  Bogen  einer  Curve  von  unverttnderter  Gestalt  ist, 
welche  mit  oonstanter  Winkelgeschwindigkeit  um  eine  feste 
Axe  rotirt,  während  sich  gleichzeitig  die  ganze  Kette  in  dieser 
rotirenden  Curve  verschiebt.  Diese  rotirende  Curve  soll  als  roti- 
rende  Kettenbahn  bezeichnet  werden.  Es  werden  dabei  ausser  den  etwa 
nOthigen  Spannungen  in  den  beiden  Endpunkten  (äusseren  Spannungen) 
keine  äusseren  Kräfte  vorausgesetzt.  Ist  die  Kette  geschlossen,  so  fiftllen 
auch  die  äusseren  Spannungen  fort  und  die  Kette  bewegt  sich  vollkommen 
frei  und  behält,  als  Ganzes  betrachtet,  immer  dieselbe  (Gestalt.  Ich  werde 
oaehweisen,  dass  die  beschriebene  Bewegung  sich  nur  in  einer  der  folgenden 
Weisen  yoUziehen  kann: 

1.  Ein  ganz  singulärer  Fall  ist  die  Bewegung  der  Kette 
längs  der  Rotationsaze  mit  beliebig  veränderlicher  Geschwin- 
digkeit (§3a).  Dieser  Fall  ist  selbstverständlich,  die  Rotation  illusorisch, 
und  man  wird  auf  einen  einfachen,  früher  behandelten  Fall  (S.  322,  2)  zu- 
rfickgeffthri 

In  allen  anderen  Fällen  muss  die  relative  Geschwindigkeit 
der  Kette  in  Bezug  auf  die  rotirende  Bahn  constant  sein  (§4). 

Z^hmeiaUl  f.  M  »tii«nfttik  n.  Fhyilk  XXXV.  2.  ^  f  T 
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Auch  hier  giebt  es  znnfiobst  zwei  singulare  Fälle  und  den  allgemeinen  Fall, 
nftmlicb 

2.  Die  rotirende  Bahn  ist  eine  Gerade,  senkrecht  und  im 
Allgemeinen  windschief  gegen  die  Botationsaze.  (§  3b.  Vergl. 
auch  §  10.) 

3.  Die  rotirende  Bahn  ist  eine  Schraubenlinie,  die  auch 
in  einen  Kreis  flbergehen  kann.     (§5.    Vergl.  auch  §  10.) 

4.  Im  Allgemeinen  ist  die  rotirende  Bahn  eine  rSumliche 
oder  ebene  Curve,  welche  sich  analytisch  durch  elliptische 
Functionen  ausdrücken  Iftsst    (§§6  —  9.) 

Als  OrenzÜUle  ergeben  sich  aus  dem  allgemeinen  Falle  4  ausser  den 
singulftren  FSllen  2  und  3  auch  noch  einige  andere'  singulare  Fftlle.     (§  10.) 

In  §  11  sind  zwei  SpecialfUle  von  4  genauer  betrachtet,  in  §  12  eis 
dritter,  welcher  sich  in  gewissen  Fällen  sehr  einfach  angen&hert  reali- 
siren  iSsst.     In  §  13  ist  eine  Verallgemeinernng  des  Resultates  besprochen. 

§  2.   AvfliteUuig  der  Diflbreatialgleiohiuigan. 

Die  Untersuchung  iSsst  sieh  dadurch  anf  das  in  meiner  froheren  Arbeit 
behandelte  Problem  zurftokfllbren,  dass  man  ein  beweglidies  Coordinaten- 
sjatem  einfilhrt,  welches  ebenao  rotirt,  wie  die  rotireiide  Bahn.  Es  ist  be- 
kannt, dass  man  die  relaÜTe  Bewegung  in  Bezug  auf  dieses  System  wie 
eine  absolute  betnehten  kann,  nachdem  man  in  jedem  Massanpunkte  zn 
den  übrigen  angreifienden  Kräften  die  Centrifugalkraft  und  eine  Kraft  zu- 
gefügt hat,  die  ich  die  Foucaul tische  Componenta  nennen  werde.  Die 
letztere  ertheilt  jedon  Massenpunki  eine  BeecUeunigung  gleich  dem  doppel- 
ten Prodnet  aas  der  Winkelgeeefawindigkeit  des  bewegten  Systems  und  aas 
der  Prcjection  der  relativen  Geechwindigkeit  des  Masaenponktee  anf  die 
durch  den  Masseapnakt  gelegte,  rar  Axe  lothieehte  Ebena  Ihre  Angrifiis- 
linie  fUlt  in  diese  Ebene  and  bildet  mit  jener  Projeetion  einen  Winkel  von 
90®  in  dem  der  absoluten  l>rehang  des  Coordiaaiewsystems  eaigegengessts- 
tsn  Siniie.  Sind  also  «,  y,  m  die  Ooordinatan  eines  Masaenponktes  m  in 
eiBfim  bew^liehen  Systran,  welches  sieh  mit  der  Winfcelgeaehwiadigkeit  + « 
am  die  ««Axe  dreht,  wo  a  stets  einea  von  Null  venehiedeaaa  Werth  haben 
soll,  80  ist  die  Bewegung  wie  eina  aba^dute  ra  betrachten,  wem  zu  den 
übrigen  Componenten  folgende  Axencomponenten  mgefügt  wardea: 

Andereiseits  ist  die  Curve,  in  der  sich  die  Kette  rdatiT  bewegt,  von 
unvralBderlicher  Lage  gegen  das  bevregliche  Axensystem.  Ich  habe  nun  in 
der  früh«rea  Arbeit  naehgevriesen «  unter  welchen  Bedingaagefi  eine  solche 
Bewegong  möglich   ist     Das  (SL  325)  angegebene  Resultat  lisst  sich  so 
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Wenn  eine  Kette  sich  in  einer  Carve  bewegt,  so  treten  zn  den  übri- 
gen Kräften y  die  ein  Element  angreifen,  erstens  in  tangentialer  Richtung 
das  Differential  der  Spannung,  zweitens  in  Richtung  der  Hauptnormale 
das  Prodnct  aus  der  Spannung  und  dem  Differential  des  Krümmungs- 
winkels (Contingenzwinkels).     Nach  Zufügung  derselben  ist  das  Element 
der  Kette  als  frei  zu  betrachten» 
Nehmen  wir  nun  zur  Masseneinheit  die  Längeneinheit,  bezeichnen  wir 
die  Zeit  mit  ty  den  Bogen  mit  0,  wo  0^=8  +  0^  ist  und  ^'von  8  unabhängig, 
aber  Function   von   t   ist,   die   relative  Geschwindigkeit  der  ganzen  Kette 

da     dd^ 

TÄ^TT  ™i^  ^f  ^^^  Componenten  der  das  Massenelement  d8  angreifenden 

äusseren  Kräfte  mit  Xd«,  Tds,  Zd8^  die  Spannung  mit  T,  und  drücken 
wir  die  partiellen  Ableitungen  nach  a  —  die  zugleich  die  nach  8  sind,  da 
9  nur  in  der  Verbindung  0=^8  +  ^  vorkommt  —  durch  Accente  aus,  so 
erhalten  wir  die  Bewegungsgleichungen  (S.  322,  I): 

und  die  analogen.    Hierzu  tritt  die  Gleichung 

Nun  sind  in  Wirklichkeit  keine  äusseren  Kräfte  vorhanden;  da  es  sich 
aber  um  die  relative  Bewegung  gegen  das  rotirende  Coordinatensystem  han- 
delt, so  haben  wir  nach  dem  vorher  Besprochenen  zu  setzen: 

80  erhallen  wir  die  Gleichungen: 

I)  j  y"(r»  «  T)  +  y'  (^  - r)  =  a^y  ^  2avx\ 

H)  »»  +  y»  +  /«=l. 

Hierin  sind  x^y^B  Functionen  von  0  allein,  dagegen  ist «  unabhängig  von  a. 
FOr  c  sind  bei  einer  endlich  begrenzten  Kette  alle  Werthe  von  «|  +  ^  bis 
<i  +  d  zuzulassen,  wo  8^  und  8^  gegebene  Constante  sind.  Ist  die  Curve 
(tf)  geschlossen,  so  kann  auch  die  Kette  im  mechanischen  Sinne  ge- 
schlossen sein. 

In  der  früheren  Arbeit  waren  specieller  solche  Fälle  untersucht,  in 
denen  die  äusseren  Kräfte  nur  von  der  Lage  des  Massenelementes  abhängen. 
Es  zeigte  sich  dabei  (S.  326),  dass  die  Bewegung  der  Kette  im  Allgemeinen 
tangential  gleichförmig  beschleunigt  sein  konnte. 
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Das  Auftreten  der  Foucanlt'schen  Gomponente,  also  einer  von  der 
Geschwindigkeit  abh&ngigen  Kraft,  in  der  vorliegenden  Untersuchung  bedingt 
eine  wesentlich  andere  Oesetzmftssigkeit. 

.§  3.  btegration  in  gewissen  singulären  Fällen.    (Oeradlinige 
rotirende  Bahnen.) 

Da  die  allgemeine  Methode,  die  wir  zur  Integration  der  Gleichungen 
I)  und  II)  anwenden  wollen,  in  gewissen  Ausnahmefällen  nicht  anwendbar 
ist,  so  empfiehlt  es  sich,  diese  Fälle  vorher  zu  erledigen. 

A,  Wir  untersuchen  zuerst,  ob  die  rotirende  Bahn  eine  Gerade  sein 
kann,  setzen  also  x'^y'^z'^0^  so  dass  x\  y\  z  oonstant  sind.  Die 
drei  Gleichungen  I)  werden  dann: 


^^  |y'(5j-T')  =  «»y-2«r«', 


Aus  der  dritten  dieser  Gleichungen  folgt  entweder  'rr'^^^^O  <><l®f  /=0. 

a)  Ist  ^7^^'==^^»  ^^  ^^^^  ^^  ^^^  beiden  ersten  Gleichungen  III) 

«•(««'+yy')  =  0,  d.  h.  a5*+y*  =  cofisf.; 
da  aber  x'  und  y  constant  sind,  ist  dies  nur  mOglich,  wenn  x=y'^:Oy 
/s=l  ist.  Dann  aber  ergeben  dieselben  Gleichungen,  dass  x=sO^  y  =  0 
ist  Die  Kette  bewegt  sich  mit  ganz  beliebiger  Beschleunigung  in  der 
g'Axe,  Eine  der  beiden  Endspannungen  eines  begrenzten  Stückes  kann  als 
beliebige  Function  der  Zeit  gegeben  sein,  die  andere  ist  dann  bestimmt 
(S.  322  u.  323).    Dies  ist  der  erst«  der  obenerwähnten  singulftren  Fälle, 

b)  ist  /sO,  dann  liegt  die  rotirende  Bahn  in  einer  Ebene  senkrecht 
zur  ir-Axe,  die  wir  zur  xy^Axe  wählen  kOnnen.     Die  Elimination  von 

aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  ergiebt 
a^ixy-^yx)  +  2a©  =  0. 
Es  ist  aber  xy-^-yx^r^^  wo  r^  den  Abstand  der  Geraden  von  der  jr-Aze 
bedeutet,  mithin,  da  der  Fall  a=0  ausgeschlossen  werden  kann,  ps=  — -^ri 
esc  ebenflBlls  constant,   und  -t7»0.     Weiter  ergeben  die  beiden  ersten 
Gleichungen  III) 

-r=ö«(Ärr'+yy),  also   T=  J*(ro«-f^, 

wo  Tq  eine  beliebige  Constante,  r  die  Entfernung  des  Elementes  von  der 
0'Axe  bedeutet. 
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Dies  ist  der  zweite  der  obenerwfthnten  singolftren  P&Ue.  Es  ist  also 
eine  freie  Bewegung  der  Kette  in  einer  rotirenden  Geraden 
möglich,  welche  senkrecht  znr  Rotationsaze  steht  und  von  ihr 
einen  beliebigen  kürzesten  Abstand  r^  hat.  Die  relative  Ge- 
schwindigkeit der  Kette  in  Bezug  auf  diese  Bahn  ist  gleich 

o 
~"o^i)  ^^^  negative  Vorzeichen  Iftsst  erkennen,  dass  die  Kette 

in  der  Geraden  sich  im  entgegengesetzten  Sinne  der  Rotation 
der  Bahn  (rttcklftufig)  bewegt.  Ist  die  Eüette  begrenzt,  so  mfissen 
selbstverstSndlich  in  den  Endpunkten  die  äusseren  Spannungen  angebracht 
werden,  deren  eine  wegen  der  willkürlichen  Constanten  Tq  b^ebig  gewählt 
werden  kann.  Die  Spannung  T  ist  nur  positiv  in  den  Punkten,  deren  Ent- 
fernung von  der  Drehaze  kleiner  als  Tq  ist.  Pur  die  beiden  Punkle,  für 
welche  r=sro  ist,  ist  sie  Null-,  für  die  Punkte  t^Tq  ist  sie  negativ,  d.  h. 
die  Spannung  besieht  hier  in  einer  gegenseitigen  Abstossung  der  benach- 
barten Elemente,  was  zwar  mathematisch  vorstellbar,  aber  physikalisch 
schwer  realisirbar  ist.  üebrigens  lässi  sich  diese  singulare  Lösung  durch 
eine  sehr  ein&che  Construction  ganz  elementar  finden,  indem  man  die 
Schwungkraft  und  die  Ppucault'sche  Componente  für  einen  beliebigen 
Punkt  einer  Geraden  der  o^y- Ebene  graphisch  darstellt  und  die  Bedingung 
dafür  sucht,  dass  die  Resultante  beider  in  die  Richtung  der  Geraden  faUe, 
80  dass  sie  durch  das  Differential  der  Spannung  aufgehoben  werden  kann. 

Man  findet  dann  eben&lls  vssc^-^-^r^.  So  einfach  dieser  Pall,  mathe- 
matisch betrachtet,  erscheint,  so  würde  es  doch  schwer  sein,  ihn  angenähert 
physikalisch  zu  realisiren,  da  die  Kette  sich  nicht  schliessen  lässt,  und  das 
Anbringen  vorgeschriebener  Endspannungen  in  einem  bewegten  Kettenstücke 
schwer  ausführbar  ist 

Wählt  man  r^^O,  so  ist  auch  0  =  0,  und  man  erhält  eine  einfach 
rotirende  Kette  von  geradliniger  Gestalt,  welche  die  Aze  senkrecht  durch- 
schneidet. Diese  Bewegung  lässt  sich  realisiren,  da  man  die  äussere  End- 
spannung  gleich  Null  setzen  kann.  Es  kann  also  ein  freies  Kettenstück 
Ton  der  Länge  22  in  Porm  einer  geraden  Linie  um  seinen  Mittelpunkt  in 

einer  Ebene  frei  rotiren,  und  die  Spannung  ist  -oC^^^i  wenn  x  den 

Abstand  des  Elementes  vom  Mittelpunkt  bedeutet  Wir  sind  so  auf  einen 
sehr  einfachen  und  bekannten  Specialfall  geführt 

§  4.  FortsetEung  der  allgemeinen  TTuterinehung. 

Wir  wenden  uns  nun  zu  dem  Palle  gekrümmter  rotirender  Bahnen 
and  weisen  zunächst  nach,  dass  die  Bewegung  in  denselben  nur 
mOglich  ist,  wenn  die  Geschwindigkeit  constant  ist  Wir  be- 
trachten zu  diesem  Zwecke  eine  bestimmte  Stelle  der  Bahn,  den  Punkt  P, 
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IV) 


Da  die  Besnltante  aller  Kräfte,  welche  das  gerade  in  P  befindliche  Element 
angreifen,  bei  der  relativen  Bewegung  in  die  Schmiegnngsebene  der  Bahn 
fällt,  und  die  Resultante  der  beiden  von  den  Spannungen  herrührenden 
Kräfte  dT  und  Tdx  ebenfalls,  so  muss  auch  die  Resultante  ans  der  Centri- 
fugalkraft  und  der  Foucault 'sehen  Componente  in  die  Schmiegungsebene 
der  Bahn  fallen.  Die  Centrifugalkraft  cfr  ist  nach  GrOsse  und  Richtung 
constant,  die  Foucaul tische  Componente  2av  ändert,  da  die  Bahn  die- 
selbe bleibt,  ihre  Richtung  nicht,  wohl  aber  mit  v  ihre  Grösse,  folglich 
ändert,  wenn  v  veränderlich  ist,  die  Resultante  beider  ihre  Grösse  und 
Richtung,  doch  so,  dass  sie  immer  in  der  Ebene  bleibt,  welche  durch  das 
Element  normal  zur  jr-Axe  gelegt  ist.  Folglich  muss  diese  Ebene  die 
Schmiegungsebene  sein.  Da  dies  fär  jeden  Punkt  der  Curve  {c)  gilt,  so 
muss  diese  Curve  ihrer  ganzen  Ausdehnung  nach  in  die  Ebene  senkrecht 
zur  0-Axe  fkllen.  Hierdurch  ist  zunächst  erwiesen,  dass  ftlr  alle  gekrümm- 
ten rotirenden  Bahnen,  die  nicht  in  einer  Ebene  senkrecht  zur  s-Aze 
liegen,  die  Geschwindigkeit  v  =  e  constant  sein  muss.  Fällt  aber  die  roti- 
rende  Bahn  in  eine  solche  Ebene,  so  können  wir  0ssO  setzen  und  erhalten 
die  Bedingungen 

yV-T)+y'(^-r)  =  a«y-2arx'; 

Da  in  diesem  Falle  bekanntlich  x"^ + iß"^  = -^t  ojy"— yV=s  —  ist,   wo  ^ 

Q  Q 

den  Krümmungsradius  bedeutet,  so  folgt  aus  den  Gleichungen  IV)  mit  Rfick- 

sieht  auf  V)  •      «       •  o/     //.       //v      « 

^-T'^a^^xx'+yy'). 

Difierensiirt  man  die  erste  dieser  Gleichungen  nach  0,  und  eliminirt  man 
dann  aus  dieser  und  der  zweiten  Gleichung  T\  so  folgt 

Die  Coefficienten  dieser  Differentialgleichung  erster  Ordnung  von  0  sind 
Functionen  von  0.  Da  aber  o  unabhängig  von  0  seih  muss,  so  ist  die 
Gleichung  nur  erf&llbar,  wenn  entweder  v  constant  =6  ist,  oder  wenn 
gleichzeitig 

VI)  2«e  =  0,    ^[{^^ixx^+yy"))'^  (xx+yy)]  =  -  b 

ist,  wo  5  auch  eine  Constante  bedeutet,  und  dann  wird  auch  Tr^=^h.    Aas 

dt 

der  ersten  dieser  Gleichungen  folgt  aber,  dass  g  constant  sein  mftsste,  also 

mflsste  die  Curve  ein  Kreis  sein.     Dann  kann  man  setzen  x^a^  +  gcos—^ 

Q 
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9=h^  +  Qsm—i  wo  a^  und  h^  constant  sind.    Setzt  man  aber  diese  Werthe 
in  die  zweite  der  Gleichnngen  VI)  ein,   so  folgt  2a^  OiCO^ 5j^n— 1 

=  —6.    Da  0  yerSnderlich  ist,  folgt  hieraus  «1=0,  \  =  0  und  6=  —  =  0,' 

d.  fa.  9  constant.     Hiermit  ist  die  zu  Anfang  dieser  Nummer  aufgestellte 
Behauptung   yoUstttndig  erwiesen,   und  wir  können  im  Polgenden  fiberall 

dv 

--  =  0,  vs=c  setzen. 

Die  Gleichungen  I)  und  II)  nehmen  also  ftir  gekrümmte  Bahnen  stets 
die  Form  an:  .  a;'7c»-T) -aj'r=  a«a;  +  2«cy'. 

VII)  y"(>-T)-yr=.a«y-2acaj', 

/'(c«-r)-/r«0; 
VIII)  a;'«+y*  +  /'=l. 

Hinsichtlich  der  Constanten  c  bemerken  wir/  dass  dieselbe  wesentlich 
positiy  genommen  werden  soll,  so  dass  der  Sinn  der  relativen  Bewegung 
derselbe  y  wie  der  der  wachsenden  a  ist. 

Der  Werth  c  =  0  ist  nicht  ausgeschlossen;  er  hat  aber  zur  Folge,  dass 
es  sich  um  einfaches  Botationsgleiohgewicht  der  Kette  handelt,  also  um  ein 
Problem,  dessen  Lösung  bekannt  ist  (Vergl.  die  Abhandlung  des  Herrn 
H.  Kiessling:  Discussion  der  Curve,  deren  Trägheitsmoment  ein  Maximum 
oder  Minimum  ist  Progr.  Berlin  1866.)  Nichtsdestoweniger  ist  in  der 
folgenden  Untersuchung  der  Vergleichnng  wegen  der  Fall  c  =  0  mit  berück- 
sichtigt worden. 

§  5.  Dritter  siagnlärer  Fall. 

Wir  betrachten  jetzt  den  Fall,  in  welchem  T  eine  Couittante  ist,  welche 
im  Allgemeinen  von  c^  verschieden  ist.  Dann  ergiebt  die  dritte  der  Oleich- 
nngen  VII),  dass  /'«O,  also  z^cosy  constant  ist,  und  die  übrigen 
Gleichungen  VII)  und  VIII)  werden 

a?"(c«-r)«a«»+2«cy, 

f  (c«  -  T)  =  «V  -  2«  ex. 

Durch  Elimination  von  2^  findet  man  v?(xx^ryy'^^=^^  also  ist  x^+y* 
s=r*  constant,  und  da  auch  z^^eosy  constant  ist,  so  ist  die  rotirende  Bahn 
eine  Schraubenlinie.  Setzt  man  nun  x  =  roa8q),  y='r$%nq>^  so  ist 
Hy  *  ==  smy^. 

Wir  setzen  nun  fest,  dass  rq>'=^  +  siny  sei.  Hierdurch  ist  bestimmt, 
<las$  der  Winkel  yein  positiver  spitzer  oder  stumpfer  ist,  wenn  die  relative 
Bewegung  rechtlfiufig  ist.  Wir  können  uns  aber  der  Symmetrie  wegen  auf 
spitze  Winkel  beschrftuken. 

Zur  Bestimmung  von  T  erhalten  wir 

(«"*+y '»)(c«- T)  =  a^{xx'+yy')  -  2 «<?(«?'/-. yV). 
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Es    ißt    aber   a^'^+y"*« -j «ny*,     xx'+yy'^-8my\    ^y'^-yx" 


■  —siny^.    Also  ist 


r» 


d.  h.  /  \9 

Die  Spannnng  ist  also  stets  posiüy;  sie  wird  nur  Null,  wenn  smy^=^ 

ar  ^ 

ist.  Sie  wird  gleich  c*,  wenn  «ifiys=— g-  ist  (Beides  ist  nur  bei  nega- 
tivem Winkel  mOglich.)  Unter  der  Annahme  Tse*  wird  zwar  die  dritte 
Gleichung  identisch  erfttUt,  aber  man  erkennt  mit  Hilfe  der  übrigen  Gleich- 

mm 

ungen  leicht,  dass  auch  dann  d  constant  isi  Für  y  =  -o  geht  die  Schrau- 
benlinie in  einen  Kreis  über.  Auch  in  diesem  Falle  ist  eine  angenitherte 
Bealisirung  des  Bewegungsrorganges  nur  dann  leicht  ausfahrbar,  wenn  cs=aO 
ist,  wenn  es  sich  also  um  Botationsgleichgewicht  handelt 


§  6.  Die  allgemeine  btegration. 

Wir  wenden  uns  nun  zu  der  allgemeinen  Integration  der  Gleichungen 
VII)  und  VIII),  wobei  wir  die  bereits  behandelten  Fälle  ausschliessen 
können.  Wir  multipliciren  die  Gleichungen  VII)  der  Beihe  nach  erst  mit 
^^  y\  ^1  ^lann  mit  —  y,  o;,  0  und  addiren  beidemal«  Zu  den  so  erhaltenen 
Gleichungen  feigen  wir  die  dritte  der  Gleichungen  VII)  und  die  Gleichung 
Vni).    So  erhalten  wir  das  Gleichungssystem 

-r^a\xx  +  yy), 

(»y"-ya?")(c«-.T)-(«y'-y«')2'=-2«c(a:a?-yy), 
5"(c«-T)-/T'=0, 
x^  +  y^  +  »^^\. 

Die  drei  ersten  Gleichungen  lassen  sich  ohne  Weiteres  integriren  und  er- 
geben, wenn  man  die  Integrationsconstanten  mit  XyJf^  fftjib',  vif  bezeichnet: 

/(c«-T)=iv**. 

Da  die  Potenzen,  der  Constanten  %  jedesmal  noch  mit  einem  willkür- 
lichen Zahlenfactor  X|,  jü^,  v  multiplicirt  erscheinen,  kOnnen  wir  ihr  unbe- 
schadet der  Allgemeinheit  von  vornherein  einen  bestimmten  Werth  geben. 
Wir  setzen  fest,  dass,  wenn  e  nicht  Null  ist,  %=sc  genommen 
werde.  Wenn  aber  c^O  ist,  also  im  Falle  des  einfachen  Bota- 
tionsgleichgewichtes,  verstehen  wir  unter  A;  eine  beliebige  von 
Null  verschiedene  Lftnge, 


IX) 


Digitized  by  LjOOQ iC 


Von  Prof.  F.  August. 


106 


Wir  seilen  nun  in  die  eben  erhaltenen  Oleichnngen  nnd  in  die  letzte 
Gleichung  U)  die  Werthe  x=!^r€a8q>,  y  =  r8ing>  ein.    Dann  erhalten  wir 

r»g)'.(c»-r)  <=,»,*• -«er», 
/(c»-2')=.v*», 
f»g)'»+r'»+#'»  =  l. 

Wir  ftlhren  nan  eine  neae  YerSnderliche  ein  dnroh  die  Oleichnng 
e*— Tss  ft'u.  (Der  Fall,  dass  T  constant  ist,  ist  in  §  5  behandelt  und  wird 
hier  ansgeschlosBen.)    Dann  ist 

fa  c         c*\      c 

r»m  SS 1 

u 


oder,  wenn  wir  l^- i|  =  l,  -öMi— T*i+«  — f*»  T^**  »»tien, 


*» 


T=A»(e«-i»), 
.  ,     2fe  (i  — «« 

U 

Ana  der  letzten  Gleichung  X)  folgt 

H)  ^r'»=(l-;^)f*-(r»v')»- 

Durch  Differenziren  der  zweiten  Gleichung  X)  findet  man 

,      k?    . 
rr  ^—sru. 

Setzt  man  diesen  Werth  und  die  Werthe  ftir  r*  und  f^<p'  aus  der  zweiten 
and  dritten  Gleichung  X)  in  XI)  ein,  so  kommt  nach  Multiplication  mit  —rj- 


k^ 


2^ttV«  =  2/u«-v«)(u+l)-4(^-fu)«. 
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Die  rechte  Seite  dieea:  Gleichung  ist  eine  gttue  rationale  Function  dritten 

,     du 
Grades,  welche  wir  durch  B{u)  bezeichnen  wollen.    Da  nun  u»^-  ist, 

»0 

80  ergiebt  sich 

k     udu        ,        vda       vk      du 

da— 7=.     d5  = =— •— ^=; 

«  /ä(u)  ^  «    V^W 

2,(tt— cu)    de      lA  —  iu      du 
a  u  f^        k  +  u    yR{u) 

Wir  erhalten  somit  schliesslich ,  wenn  wir  U|  als  untere  Grenze  der  zu 
bildenden  Integrale  wählen: 


XII) 


u 
^^vk  r  du 


(u)  ^J  }/"R{u)  J      ^+^  yR{u) 

Ui  Ui  u, 

U|,  A,  fi,  V,  Ä;  sind  beliebige  Constante,  c  ist  im  Allgemeinen  gleich  1; 
wenn  aber  e  =  0,  so  ist  f  =  0. 

Es  sind  also  j?,  a,  <p  durch  elliptische  Integrale  be'zw.  erster, 
zweiter  und  dritter  Gattung,  als  Functionen  von  ti  dargestellt, 
während  T  und  r^  lineare  Functioueu  von  u  sind.  Hierdurch  ist 
die  allgemeinste  Gestalt  der  rotirenden  Eeitenbahnen  bestimmt.  Sie  ist  im 
Allgemeinen  eine  Raumcurve^  geht  aber  für  vs=0  in  eine  ebene  Cnrve 
über. 

Ehe  wir  in  eine  speciellere  Untersuchung  des  Resultates  eintreten, 
wollen  wir  folgende  Bemerkungen  vorausschicken.  Damit  die  Kettenbahn 
reell  werde,  muss  zunächst  u  so  gewählt  werden,  dass  stets  (u  +  A)^0 
sei;  und  da  ferner  auch  R{u)^0  sein  muss,  so  wird  im  Allgemeinen 
u*  >  v'  sein  müssen ,  so  dass  das  Argument  u  =  0  nicht  in  dem  für  u  zu- 
lässigen Intervall  vorkommen  kann,  u  vielmehr  entweder  immer  po- 
sitiv oder  immer  negativ  ist.  Eine  Ausnahme  ganz  singulärer  Art 
tritt  nur  ein,  wenn  gleichzeitig  v  =  0  und  jüsrO  ist.  Dieser  Fall  wird  in 
§  10  besprochen  werden,  in  der  allgemeinen  Untersuchung  aber  aus- 
geschlossen. 

Durch  das  Vorzeichen  der  Quadratwurzel  wird  der  Sinn  bestimmt,  in 

udu 
welchem    man   auf  der  Curve  fortschreitet.     Wählt  man  nämlich     , = 

yB(u) 

positiv,  so  wächst  a,  und  der  Sinn  der  wachsenden  c  giebt,  wenn  c  oder  e 
nicbt  etwa  Null  ist,  zugleich  den  Sinn  der  relativen  Bewegung  an.    Wählt 

man  dagegen      -     ..  negativ,  so  nimmt  a  ab.     Erreicht  u  ein  Argument, 

yB(ü) 

für  welches  R{u)  sein  Zeichen  wechselt,  so  entsteht  ein  Yerzweigungspunkt 
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fttr  die  Integrale,  .der  nicht  überschritten  werden  darf,   und  zur  reellen 
Fortsetzung  der  Eettenbahn  moss  man  alsdann  nicht  nur  bei  du^  sondern 
auch  bei  R{u)  einen  Zeichen  Wechsel  eintreten  lassen. 
Endlich  bilden  wir  noch  den  Ausdruck 
dq>       a    fi  —  su 


xna) 


dö       h  u(k  +  u) 


a        1 

dessen   Vorzeichen,    da  -z-'r-: —    stets    positiv   ist,    mit   demjenigen    von 
k   k+u 

übereinstimmt. 


fe-.) 


u  dw 

Ist  nun  —  —  f  positiv^  so  ist  es  auch  —  i  und  die  relative  Bewegung 

u 
der  Kette  ist  an  der  betrachteten  Stelle  reohtlftufig.    Ist  dagegen c 

negativ,  so  ist  sie  rücklSufig.  (Für  £  =  0  oder  c=0  verliert  auch  diese 
Bestimmung  ihre  mechanische  Bedeutung;  sie  behält  nur  eine  rein  geo- 
metrische.) 

§  7.  Bestimmung  der  Constanten« 
Wir  wollen  nun  itlr  eine  reelle  Kettenbahn  die  Constanten  gegebenen 
Anüemgszaatttnden  entsprechend  bestimmen.  Da  r^  nicht  negativ  werden 
kann,  so  giebt  es  einen  Minimal werth  für  i«,  den  wir  mit  i«,  bezeichnen 
und  im  AUgemeinen  in  den  Formeln  XII)  als  untere  Grenze  nehmen.  Wenn 
fOr  M  =  Ui  die  Integrale  unendlich  werden,  wie  es  in  gewissen  singulären 
F&llen  geschieht,  so  muss  natürlich  von  dieser  Bestimmung  in  sinngemässer 
Weise  Abstand  genommen  werden,  wie  dies  im  §  10  besprochen  werden 
wird.  Die  dem  Argumente  u^  entsprechenden  Werthe  der  übrigen  Variablen 
sollen  ebenfalls  durch  den  Index  1  bezeichnet  werden.  Der  zugehörige 
Curvenpunkt,  von  welchem  wir  ausgehen,  sei  A.  Ist  y^  der  Winkel,  wel* 
chen  die  Tangente  in  A  mit  der  e-Axe  bildet,  so  ist  n\=^C08y^^  und  zwar 
können  wir  die  positive  Richtung  der  iV-Axe  immer  so  wählen,  dass  dieser 

Werth  positiv  ist,   also  y^^  ein  spitzer  Winkel.     Da  nun   ti\=s(--- j 

VI  C/  u  =  tf| 

nicht  unendlich  werden  kann  —  denn  selbst  die  Annahme  f«|  =  0  würde 
bewirken,  dass  R{u)  den  Factor  u*  erhielte  — ,  so  muss  u\^Oy  also 
fjfjSsO  sein,  d.  h.  entweder  r\=^0  oder  ri  =  0.  Nehmen  wir  zunächst 
den  allgemeinen  Fall,  dass  r^  eine  gegebene  positive,  von  Null  verschiedene 
Grösse  habe,  so  ist  r,  =0,  der  Punkt  A  liegt  auf  der  positiven  ^-Aze, 
und  die  Tangente  in  A  steht  senkrecht  dazu.  Dann  ergiebt  die  letzte 
Gleichung  X)  (r.^'.)»«^^., 

und  indem  wir  unter  y^  einen  positiven  oder  negativen  spitzen  Winkel  ver- 
stehen, je  naohdem  qt  im  Punkte  A  positiv  oder  negativ  ist,  erhalten  wir 
^\^^\^8my^.  Ist  /i  positiv,  so  ist  die  relative  Kettenbewegung  in  A 
rechtläufig,  d.  h.   der  Drehungssinn  der  relativen   Bewegung  in  A  i^t 
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derselbe,  wie  der  der  Bewegung  der  Bahn;  ist  y^  negativ^  so  ist  sie  rück- 
läufig; ist  ^1  =  0,  so  ist  die  relatiye  Bewegung  in  A  weder  rechüftufig, 
noch  rücklftufig,  da  die  Tangente  der  i9«Aze  parallel  wird.  Wir  setzen 
nun  noch 

Uli)  i'i-ß, 

dann  ergeben  die  übrigen  Oleichungen  X): 

XIV)  T,  =  Ä«(«»-iii),  ^  =  2/J«-Ui,  f4  =  {€  +  j3my>i,  v^u^easy^. 
Ist  dagegen  fj^O,  also  unter  Beibehaltung  der  Formel  XIII)  auch  /9  =  0, 
so  ergiebt  die  letzte  Gleichung  X)  r^szzsmy^.  Die  Gleichungen  XIV) 
bleiben  bestehen,  und  da  das  Glied  ßsiny^^O  wird,  so  kommt  es  nicht 
darauf  an,  ob  wir  y^  positiv  oder  negativ  wfthlen.  Wir  nehmen  deshalb  in 
diesem  Falle  immer  an,  dass  /,  ein  positiver  spitzer  Winkel  sei  (s.  §  11,  2). 
Auch  in  diesem  Falle  ist  die  relative  Bewegung  in  ^  weder  rechtlftufig, 


noch  rückläufig,  da  f  j^)  =0  ist. 


Ist  also  bekannt:  1.  die  Lage  des  Punktes  A^  also  auch  Tj,  der  Minimal- 
werth  von  r,  der  im  Allgemeinen  von  Null  verschieden  ist,  aber  auch  gleich 
Null  sein  kann,  2.  die  Bichtung  der  Tangente  in  A^  mithin  auch  y^^  end- 
lich 3.  die  Spannung  T^  im  Punkte  ^,  so  ist,  da  a,  s  (»1  oder  =0)  und 
h  von  vornherein  gegeben  sind,  ß  durch  XIII),  U|  durch  die  erste  der 
Gleichungen  XIV)  bestimmt,  l^  ^/^^  v  durch  die  übrigen  Gleichungen  XIV). 
Somit  ist  die  rotirende  Eettenbahn  vollständig  bestimmt 

Ferner  erkennt  man  leicht,  dass  R{u^)=^0  ist,  so  dass  R{u)  den  Factor 
(ti— tij  hat.  Nennt  man  die  beiden  anderen  linearen  Factoren  von  A(t*) 
(u— tig)(tt— U3),  so  hat  man  identisch 

XV)     2(i*-i*,)(i*-w,)(i*-t«5)  =  2(fi«-v«)(i*+^)-4(^-£fi)». 
Also  ergeben  sich  zur  Bestimmung  von  u^  und  u^  die  Gleichungen: 
«,+u,  =  2««-l-«,  =  2(««-^), 
u,«,  =  4tp-t«-2«,(€«-|J»)  =  2»,(t»+2£/J«»y,  +  (ii)-«/cOTy,*. 

Setzt  man 

«  =  {«"-^»)»-2tti(t»  +  2./J»ny,+/?«)+u,«««»y,« 

}  =[(e-/J)»-u,{l  +  my,)].[(e+l»)»-«,(l-«ny,)], 

SO  ist 

XVII)  t*,  =  (««-/J^-/«,     U8  =  («*-/5')  +  /Ö. 

.  Es   ist  nun   nOthig,   die  Beschaffenheit   der  drei  Wurzeln  von  JS(u) 
genauer  zu  untersuchen. 

Nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  ti|  die  mittelste 
der  drei  Wurzeln,  dass  also  u^>u^>u^  sei,  ist 

+  VQ>u,'{t^-ß')>-VO,  d.h.   [ii,-(e«-|5«)]«<0 
oder,  mit  Rücksicht  auf  XVI) 

u,  [u,  8iny,^  +  4/?(6  8iny,  +  ß)]  <  0. 
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Isi  dagegen  u^[u^smYi^  +  4ß{B8iny^+ß)']'^0,  so  treten  noch  drei  unter- 
fUle  ein.     Soll  nämlich  f«|  die  einzige  reelle  Wurzel  sein,  so  mnss  es  liegen 

zwischen  den  positiven  Werthen  7^ — r^  nnd  -r — r^' 

l  +  stnyi  1  — «nyi 

Soll  «1  die  grösste  der  drei  reellen  Wurzeln  sein,  so  ist  u^  >  ci  —  /^  +  j/Q^ 

also  ist  ii|  sicher  grösser  als  e^  —  ßK     Soll  U|  die  kleinste  der  drei  reellen 

Wurzeln  sein,   so  ist  «i<«*— /5*  — >^Ö,   also  Uj  sicher  kleiner  als  «*  —  /?•. 

Hiernach  ergeben  sich  folgende  FSUe: 

a)  Ist  u^[ui8mYi^  +  4ß{B8inyi  +  ßy\^0f  so  ist  «,  die  mittelste  der 

drei  Wurzeln. 

(«_Ä)«  («  +  /?)* 

y  Liegt  «1  zwischen   ^        ;        und   t^ f- — »  so  ist  «,  die  einzige 

reelle  WurzeL    [Die  Bedingungen  a)  und  h)  sohliessen  sich  gegen- 
seitig aus.] 
e)  Sind  die  Bedingungen  a)  und  h)  nicht  erfttllt,  und  ist  u^  ^  e*  — /P, 
so  ist  Ui  die  grösste  der  drei  reellen  Wurzeln. 

d)  Sind  die  Bedingungen  a)  und  5)  nicht  erfdllt,  und  ist  ti|<€*  — /}^ 
so  ist  Ui  die  kleinste  der  drei  reellen  Wurzeln. 

Die  üebergangsflQle  geben  zu  Singularitäten  Veranlassang,  die  später 
(§  10)  besprochen  werden  sollen.  Mit  Bttcksicht  auf  die  Formeln  XVI)  und 
XYII)  finden  wir  weiter  Folgendes: 

Ist  Ui  negativ,  so  sind  nur  die  Fälle  a)  oder  d)  möglich,  und  da  in 
diesem  Falle  ^^U'— /^^  so  ist  u^  auch  stets  negativ,  nicht  nur  im  Falle  a), 
sondern  auch  im  Falle  d). 

Ist  U|  positiv,  so  kann  jeder  der  vier  Fälle  a),  &),  c),  d)  eintreten; 
es  können  aber  auch  gewisse  Fälle  ausfallen,  je  nach  der  Beschaffenheit  der 
Übrigen  Constanten  c,  /},  yj«  Da  aber  bei  positivem  U|  Q^{9*  —  ß^^  ist, 
so  haben  u^  und  u^  beide  dasselbe  Vorzeichen  wie  i '  —  /P.  Wenn  also  u^ 
die  kleinste  oder  die  mittelste  der  drei  Wurzeln  ist,  ist  jedenfalls  auch  u^ 
positiv.  Nur  wenn  ii,  die  grösste  der  drei  reellen  Wurzeln  ist,  können  «^ 
und  1%  beide  positiv  oder  beide  negativ  sein. 

Für  die  Untersuchung  der  Eettenbahn  handelt  es  sich  nun  nur  um 
solche  Intervalle,  welche  reell  mit  U|  zusammenhängen,  und  für  welche  R{u) 
positiv  ist.  Geht  nun  u  von  —  oo  bis  +<^}  bo  geht  auch  R{u)  von  —  oo 
bis  +<x>,  indem  es  im  Allgemeinen  dreimal  oder  einmal  sein  Vorzeichen 
wechselt    Hiemach  ergeben  sich  folgende  Hauptfälle: 

^.  Ist  U|  die  einzige  reelle  Wurzel  (b),  oder  ist  es  die  grösste  der 
drei  reellen  Wurzeln  (c) ,  so  kommt  das  Intervall  von  U|  bis  +  <^  ii^  Betracht. 

B.  Ist  U|  die  kleinste  (d)  oder  die  mittelste  der  drei  reellen  Wurzeln 
(a),  so  kommt  das  endliche  Intervall  von  U|  bis  u^  in  Betracht,  welches  im 
ersteren  Falle  vorwärts,  im  letzteren  rückwärts  gerichtet  ist.  Der  Fall, 
dass  «I  die  mittelste  Wurzel  ist,  ist  übrigens  nach  der  am  Anfang  dieses 
Fiaragraphen  gemachten  Festsetzung  auszuschliessen,  da  dann  r,  nicht  Mini- 
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mmn,  sondern  Mazimnm  ist.  Es  ist  aber  ohne  Weiteres  zn  erkennen,  dkss 
anch  für  diesen  Fall  die  entwickelten  Formeln  gelten.  Natürlich  nnter- 
scheidet  er  sich  aber  der  Form  nach  nur  yon  dem  «raten  Falle  B.  Berechnet 

man  u,,  den  zugehörigen  Werth  r,,  co^y^  =  —  =  -'- — ^>  /JjS=— -^i   nnd 

setzt  man  fi^,  r,,  y,,  ß^  an  Stelle  von  Uj,  r^^  y^^  ß^,  so  wird  man  auch 
formell  auf  den  ersten  Fall  zurttckgefllhrt 

Wir  wollen  nun  die  beiden  FSlle  Ä.  iind  B»  nfther  ins  Auge  fassen. 

§  8.  Die  unendlichen  rotirendeii  Eettenbahnen. 

Wir  betrachten  jetzt  den  Fall  Ä.  Für  das  jedenfolls  positive  Argu- 
ment tis=u,  haben  die  Integrale  eine  Verzweigung.  Den  beiden  Vor- 
zeichen der  Quadratwurzel  entsprechen  zwei  im  Punkte  Ä  stetig  ineinander 
übergehende  congruente  Aeste,  deren  einer  durch  Drehung  um  den  Winkel 
Yon  180^  um  die  a;*Aze  mit  dem  andern  zur  Deckung  gebracht  werden 

u 
kann.     Für   u^qd   wird      ,  von    der  Ordnung   4   unendlich    klein, 

/B{ü) 

,  von  der  Ordnung  4,  ^V"- ^  im  Allgemeinen  von  der  Ord- 

nung  I,  wenn  (  =  0,  sogar  von  der  Ordnung  f.  Also  wird  der  Bogen  « 
unendlich  gross,  während  n  und  q>  endlich  bleiben,  und  für  f«e=Qo  die 
Orenzwerthe  Z  und  <S>  annehmen  mögen.  Wir  legen  durch  den  Punkt 
iffssZ  der  ir-Aze  eine  Ebene  parallel  der  a;y -Ebene  und  eine  zweite 
Ebene  durch  die  ir-Axe,  welche  gegen  die  positive  d;-Aze  (oder  o^iff- Ebene) 
um  den  Winkel  cp  geneigt  ist,  lassen  den  Punkt  P  auf  der  betrachteten 
Curve  ins  unendliche  gehen  und  suchen  die  Abstände ,  die  derselbe  im  Orenz- 
falle  von  beiden  |£benen  hat  Diese  sind  l\m(^Z—%)  und  ?im[r5tf»(<K>— g^)] 
fQr  u  =  Qo.  Der  erste  dieser  Orenzwerthe  ist  Null.  Für  den  zweiten 
können  wir  im  Grenzfall  setzen  r(<Z>— g>). 

Setzt  man  nun  f«t=-— ,  ii|e=x->  so  wird  r=Ä— 7/  -i— i— ^ 


^_.>»-« 1  d!» 


imd 


-/ 


Dies  Integral  geht  für  l^s=0  in  <P  über,  mithin  ist. 

"^^    J    U^  +  iy2(I  +  v«d«)ll  +  ^^)-4^(f*-«^)*J/^ 
0 

wo  M  einen  Mittelwerth  der  eckigen  Klammer  unter  dem  letzten  Integral 
bedeutet,  und  .  _        .       h 


r(<I>^9)  =  -^2lf/2(l  +  X^). 
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Im  Orenzfalle  wird  0  =  0,  M=- — =»  also 

Jfm[r(<P— 9)]  s= = • 

et  a 

Ans  dem  Yorbandensein  dieser  Grenzwerthe  erkennen  wir,  dass  die  Carve 

zwei  Asymptoten  besitzt,  welche  in  den  Ebenen  z^  +  Z  liegen,  mit  der 

2c 

a?ii-Ebene  4lie  Winkel  +  O  bilden  and  Ton  der  i^-Aze  die  Abstände  +  — 

er 

haben.  Ist  c  =  0,  handelt  es  sich  also  nm  ein  Botationsgleichgewicht,  so 
sind  anch  diese  AbstSnde  Nnll,  die  Asymptoten  schneiden  also  dann  die 
0-Axe. 

Für  e  =  h  oder^=l  ergiebt  sich  noch  Folgendes: 

Da  u>ii|  beständig  positiv  ist,  so  ist  das  Yoneichen  ron  -=^  das- 

selbe,  wie  toa  fi  — i*==  j5«fiyiUi  — (u— t*J.  Ist  also  ft  negativ,  so  ist 
dieser  Ausdruck  von  vornherein  negativ,  mithin  die  relative 
Bewegung  durchweg  rückläufig.    Ist  dagegen  y^  positiv,  seist 

-j—  positiv,  so  lange  u<C^i(ßsiny.  +  l)  ist.     Die  relative  Bewe- 

gang  ist  also  nur  in  der  Nähe  des  Scheitels  rechtläufig,  vor- 
her und  nachher  rückläufig. 

Für  Ca 0,  also  «  =  0  wird  das  Vorzeichen  von  -j^  stets  gleich  dem 

von  y^\  dies  hat  aber  keine  mechanische  Bedeutung. 

Die  Spannung  T  endlich  ist  bei  positivem  2|  in  der  Nähe  des  Schei- 
tels positivi  sie  nimmt  aber  mit  Entfernung  vom  Scheitel  ab  und  wird  schliess- 
lich negativ.  Bei  negativem  T^  ist  sie  durchweg  negativ.  Beschränken  wir 
uns  auf  Ketten  im  eigentlichen  Sinne  des  Wortes,  so  muss  die  Spannung 
positiv  sein,  und  dies  kann  nur  in  einem  begrenzten  Bogen  in  der  Nähe 
des  Scheitels  stattfinden,  in  dessen  beiden  Enden  die  Spannung  Null  ist. 
Eine  angenäherte  Realisirung  des  Bewegungsvorganges  scheint  aus  den  im 
§  3  angefahrten  Ortlnden  nicht  wohl  ausführbar. 


§  9.  Die  periodiseheii  Kettenbahnen. 

Wir  betrachten  zweitens  den  Fall  B,  Für  die  beiden  Argumente  u^ 
and  112,  welche  beide  gleiches  Vorzeichen  haben,  haben  die  Integrale  Ver- 
zweigungen. Es  sind  deshalb  r  und  T  periodische  Functionen  von  <r,  oder 
auch  von  <p  oder  jf.  Dem  üebergange  von  u^  zu  u^  entspricht  eine  halbe 
Periode.  Jeder  vollen  Periode,  die  mit  einem  der  Werthe  Ui  oder  k,  be- 
ginnt und  mit  demselben  Werthe  endet,  entspricht  ein  Bogen,  welcher  aus 
zwei  eongmenten  Stücken  besteht,  die  sich  in  analoger  Weise,  wie  in  §  8 
besproefaen  ist^  zur  Deckung  bringen  lassen.  Je  nach  der  Beschaffenheit 
der  Constanten  kann  die  ganze  Curve  rechtiäufig  oder  rückläufig  sein,  oder 
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es  können  die  der  Aze  näheren  Theile  recbtiänfig,  die  ferneren  rttcklftufig 
sein  9  oder  es  kann  das  umgekehrte  stattfinden.  (Man  vergleiche  die  spe- 
ciellen  Fälle  in  §  11.)  Da,  wenn  U|  die  kleinste  der  drei  Wnneln  ist, 
alle  Werthe  des  Intervalles  von  u^  bis  u^  kleiner  sind,  als  i'— |P,  so  ist 
die  Spannung  T  stets  positiv.  Bei  den  periodischen  Eetten- 
bahnen  handelt  es  sich  also  stets  um  Ketten  im  eigentlichen 
Sinne.  Die  Bewegung  in  derartigen  Bahnen  iSsst  sich  in  gewissen  FfiUen 
angenähert  realisiren,  worüber  weiter  unten  in  §  12  einige  Bemerkungen 
folgen  sollen. 

§  10.  Die  sinpOftren  FäUe. 

Wenn  zwei  oder  alle  drei  Wurzeln  von  R{u)  zusammenüedlen,  hören 
die  Integrale  auf,  elliptisch  zu  sein ,  und  es  treten  gewisse  singulare  üeber- 
gangs-  und  GrenzflQle  ein,  die  wir  jetzt  besprechen  wollen. 

1«  Der  erste  singulare  Fall  tritt  ein,  wenn  u^^O  und  Ui^u^K^ 
ist.  Dann  ist  R{u)  in  der  Nachbarschaft  von  u^  negativ  und  das  Intervall 
ist  NulL  Es  bleibt  also  U|  constant  und  die  Eettenbahn  ist  eine  Schrauben- 
linie oder  ein  Kreis  (vergl.  §  6). 

Dieser  Fall  entsteht,  Wenn 

4<K.(^y+<?)  ^^^       <,._^      (,^1  ,der  e  =  0). 

2.  Der  zweite  Fall  tritt  ein^  wenn  tii^O  und  a)  f^^u^^^u^  ist, 
oder,  was  dasselbe  in  anderer  Form  ausdrückt,  h)  u^^^u^^u^. 

Da  diese  letztere  Bedingung  inuner  durch  Yertauschung  der  Anfiftngs- 
werthe  auf  die  erstem  zurückgeführt  werden  kann,  so  genügt  es,  den  Fall 
a)  zu  besprechen.  Alsdann  ist  R(u)  positiv  sowohl  zwischen  u^  und  u^, 
als  auch  zwischen  U|  und  -|-oo.  Da  aber  für  f«  =  Uj  js^  a  und  q>  logarith- 
misch unendlich  werden,  darf  man  beim  Integriren  nicht  von  u^  als  unterer 

dB 
Grenze  ausgehen.     Dagegen  wird  für  u^u^^  r^^r^  und  Um-r- ^eosyi. 

Geht  man  von  einem  Werthe  aus,  der  grösser  als  U|  ist,  so  erhält  man 
einen  Curvenast,  welcher  in  ähnlicher  Weise  unendlich  wird,  wie  die  in 
§  8  besprochene  Curve,  welcher  aber,  rückwärts  fortgesetzt,  sich  asjmpto- 

tisch  von  aussen  her  einer  Schraubenlinie,  oder  für  Yi^^i.'a  oinem  Kreise 

nähert.  Durch  Aenderung  des  Vorzeichens  von  R{u)  erhält  man  einen  Cur- 
venast von  analoger  Beschaffenheit,  bei  welchem  die  Bewegungsrichtung  der 
Kette  nach  innen  geht,  wenn  sie  im  ersten  Falle  nach  aussen  ging.  Diese 
Curvenäste  bilden  Grenzfälle  für  die  Curve  des  §  8.  Geht  man  von  einem 
Werthe  aus,  der  <U|  ist,  z.  B.  von  Ug,  so  erhält  man  einen  zweiten  Cur 
venast,  welcher  einen  inneren  Scheitel,  entsprechend  m,,  hat  und  deren 
beide  einander  congruente  Aeste  sich  von  innen  her  asymptotisch  je  einer 
Schraubenlinie  nähern.  Dieser  Curvenast  tritt  als  Grenzfall  der  periodischen 
Curven  (§  9)  auf. 
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Die    beiden    Curvenäste,    welche    sich    ergeben    haben,    sind    für   das 
mechanische  Problem  als  verschiedene  Lösungen  zu  betrachten. 
Der  Fall  2.  a)  entsteht ,  wenn 

«.  =  -^^^^^^  «nd  «.>.«-/?»     (.=1  oder  e=0). 

Der  Fall  2.  h)  entsteht,  wenn 


oder  tii 


1  +  stny, 


und  u,  <€*--/3'     («=1,  Aber  nicht  f  =  0). 


1  —  sinyi 

3.    Der  dritte  Fall  tritt  ein,  wenn  u^^O  und  t«i>t<2  =  U3. 
Die  Gestalt  der  Curve  weicht  nicht  wesentlich  yon  der  im  allgemeinen 
Falle  Ä.  ab.     Der  Fall  entsteht,  wenn 


oder  w,  = 


und  tt,  >e*  — /P     (€=1  oder  6  =  0). 


1  — fitny, 

4.  Der  yierte  Fall,  yon  noch  singulftrerer  Natur,  tritt  ein,  wenn  tij  ^0 
und  t*jc=ua  =  fi3. 

Der  Verlauf  der  Curye  ist  im  Wesentlichen  derselbe,  wie  in  2.  a)  für 
das  Interyall  yon  Uj  bis  +00.  Aber  für  u  =  ii|  werden  die  Integrale  nicht 
logarithmisch  unendlich,  sondern  algebraisch.  0  und  <r  drQcken  sich  rational 
durch  w  =  y2{U'^u^)  aus,   ip  besteht  aus  drei  GUedem,  deren  eines  um- 


gekehrt proportional  mit  tc  ist,  während  das  andere  dem  aräg 
portional  ist,  deren  drittes  constant  ist. 

Dieser  Fall  entsteht,  wenn  c  =  l,  aber  nicht  £  =  0,  und 


2^ 


pro- 


u,= 


also 


amyi^- 


oder  Ut 


2ß 


{!  +  «• 


und  Wj  =  1  —  |P, 


1— ^n/j 
(/3<1)    oder    siny^- 


2ß 


(ß<i). 


l  +  ß  ^^  '  "         l-ß 

5.  Eine  ganz  besondere  Behandlung  macht,  wie  schon  im  §  6  gesagt 
ist,  die  Annahme  nöthig,  dass  u  für  einen  reellen  Punkt  der  Curye  Null 
sein  kOnne,  was  in  keinem  der  bisher  betrachteten  Fftlle  yorkommen  konnte. 
Soll  n&mlich  für  f«  =  0  sowohl  r*,  als  auch  R{u)  positiy  bleiben,  so  muss 
gleichzeitig  ^  =  0  und  v  =  0  sein.  [Siehe  die  Formeln  XII}.]  Ist  dann 
noch  €s=0,  d.  h.  «  =  0,  handelt  es  sich  also  um  gewöhnliches  Rotations- 
gleichgewicht, so  wird  auch  9  =  0,  d.  h.  die  Curye  ist  eine  Gerade^  welche 
die  ß'Axe  senkrecht  durchschneidet  Ist  aber  8=1,  d.  h.  0  =  %,  so  ergeben 
die  Formeln  Xu) 

Z«itwhrifl  f.  MAthemattk  u.  Pbyiik  XXXV,  2.  8  ^^  ^^^T^ 
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OZ.8 

et 

Dadurch,  dass  unter  beiden  Integralzeichen  der  Factor  u  fortgehoben 
ist,  ist  eine  ToUständig  unbestimmte  Lösung,  die  dem  Argument  u  =  0  ent- 
spricht, ausgeschieden.  Für  die  alsdann  noch  übrig  bleibende  bestimmte 
Lösung  aber  bedingt  der  Werth  u==0  keine  Verzweigung  oder  ünstetigkeit 
mehr,  ist  also  überhaupt  kein  ausgezeichnetes  Argument  mehr.  Vielmehr 
ergiebt  sich  als  untere  Grenze  für  die  reelle  Curye  ^^  =  2— l.     Setzt  man 

dann  J^2(u+it— 2)  =  ir,  so  kommt  a  =  — w,    g>  = '— arctg -^ f   also   ir  = 

2fc     1 

—  2fjg)  und  rs= •     Die  Eettenbahn  ist  eine  Oerade,   welche  von 

^^  a   C03q> 

2k 
der  Axe  den  Abstand  r,  =3  —  hat.    Wir  sind  also  auf  die  singulare  Lösung 

des  §  3  unter  h)  zurückgeführt 


§  11.   Zwei  specieUe  FftUe.    (yi  =  0  und  rj  =  0.} 

Da  die  allgemeine  Lösung  wesentlich  von  drei  willkürlichen  Constanten 
abhängt,  nämlich  1,  fi,  v  oder  ß^  y^,  u^,  so  können  die  Eettenbahnen  sehr 
verschiedene  Gestalten  haben,  um  diese  der  Anschauung  näher  zu  bringen, 
ist  es  zweckmässig,  gewisse  specielle  Fälle  in  Betracht  zu  ziehen,  in  denen 
sich  die  Resultate  in  einer  oder  der  andern  Weise  vereinfachen.  Hierbei 
wollen  wir  von  den  Singularitäten  absehen,  die  im  vorigen  Paragraphen 
behandelt  worden  sind,   wenn  sie  auch  als  Grenzfälle  vorkommen  können. 

1.  Wir  betrachten  zunächst  den  Fall,  in  welchem  7i  =  0  ist,  also  die 
Tangente  der  Curve  im  Punkte  A  (dem  Scheitel)  parallel  der  iV-Axe  ist. 
Dann  wird  XIV) 

^  =  2/5«-Wi,   ^  =  «11,,    v  =  i*i  und  Tf  =  -r-«i 


da  k     [2/S'  +  (i*-Ui)]w 

Für  e  =  0  ist  :7^  =  0,  also  g)  =  0,  d.  h.,  die  Curve  liegt  in  der  a;ir- Ebene. 

let  aber  e  =  1,  so  ist  ^—  e=a  — -  ,,> .-  .  ^ — * — ^-^— »  und  dieser  Ausdruck 
da  k  [2/S*  +  (i*— i*|)]w 

ändert  innerhalb  des  Intervalles,  welchem  die  reelle  Kettenbahn  entspricht, 
sein  Zeichen  nicht,  er  wird  nur  Null  für  u  =  U|.  Also  ist  die  Curve  ent- 
weder immer  rechtläufig,  oder  immer  rückläufig.    Femer  ist 

dr  ^      k  1  yB(^) 
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wird  also  unendlich  fOr  f«  =  U|.  In  den  Stellen  u^u^  hat  demnach  die 
Projeetiou  auf  die  xtf-Ehene  Rückkehrpunkte.  Nach  den  Kennzeichen  des 
§  7  ergiebt  sich  nun  Folgendes: 

a)  Ist  Uj  <0,  so  ist  ti|  die  mittelste  der  drei  Wurzeln,  also  ist  u^K^i 
und  w— t*i  negativ,  und  da  (2j3'  +  w(w— W|))  stets  positiv  ist,  so 

dtp 
ist  3—  stets  negativ,  d.  h.  die  relative  Bewegung  ist  immer  rück - 

l&ufig.     Die  Projection  auf  die  o:^  Ebene  hat  Aehnlichkeit  mit 
einer  einfachen  Hjpocjkloide 
c)  Ist  t*j<(l  — /5*),  aber  positiv,  so  ist  u^  die  kleinste  drei  Wurzeln, 

also  u— ti|  stets  positiv  und  —  stets  negativ.  '  Die  relative  Be- 
wegung ist  ebenfalls  überall  rückläufig,  aber  die  Projection 
auf  die  Xjf -Ebene  hat  Aehnlichkeit  mit  einer  einfachen  Epicykloide. 

h)  und  d)  Ist  u^^l^ß^   so  ist  —  ebenfalls  negativ,  die  relative 

Bewegung  also  auch  hier  rückläufig;  die  Curve  ist  nicht  perio- 
disch, die  Projection  auf  die  o;^- Ebene  besteht  aus  zwei  symmetri- 
schen, in  der  Spitze  zusammenkommenden  unendlichen  Aesten. 
Wenn  also  ^^i^O  ist,  so  ist  die  relative  Bewegung  stets  rückläufig. 
Nun  kann  man  aber  durch  eine  sehr  kleine  Aenderung  der  Constanten 
die  Corve  so  deformiren,  dass  die  Rückkehrpunkte  der  Projection  verschwin- 
den ,  nnd  zwar,  wenn  /j  positiv  wird ,  wird  die  Bewegung  in  der  Nähe  des 
Scheitels   rechtläufig.      Es   müssen   demnach   dann   die  Rückkehrpunkte   in 
kleine  Schleifen  übergehen.     Wird  dagegen  y^  negativ,  so  ist  die  Bewegung 
im  Scheitel  rückläufig,  sie  ist  es  also  durchweg.     Auf  diese  Weise  gelangen 
wir    zu  allen  möglichen  Fällen  hinsichtlich   des  Sinnes  der  relativen  Be- 
wegung, nur  nicht  zu  dem,  in  welchem   die  Bewegung  durchweg  recht- 
läufig  ist. 

2.  Wir  betrachten  jetzt  solche  Curven,  welche  durch  die  z-Axe  gehen, 
bei  welchen  also  r|=3  0  oder,  was  dasselbe  ist,  /3=sO  ist,  so  dass  [XI Y)] 
k  =  —  U|,  (l  =  +  ^u^  ist.  Ist  dann  c  =  0  oder  £  =  0,  so  ist  9>  constant 
=  0,  und  die  Curve  liegt  in  der  xa -Ebene.  Ist  dagegen  c  nicht  Null ,  also 
c  =  l,  so  reducirt  sich  g)  auf  ein  elliptisches  Integral  erster  Gattung,  und 

es  wird  -r^s — =   constant,    so    dass   die  Curve   auf  einer  Schrauben- 
djs      v.h 

fläche  liegt. 

Wbr  bilden  ferner  -^=— -— .    Diese  Gleichung  lässt  erkennen,  dass 
da  KU 

die  Bew^^g  bei  positivem  u  immer  rückläufig,  bei  negativem 
u  immer  rechtläufig  ist    Ausserdem  ergiebt  sich  -r-  =  ^^ -^ -^» 

— — — _  /Iw 

weil  sich  der  Factor  ]/u—u^  forthebt.     Also  verschwindet  j-  nicht  für 


da 

8*  T 
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ins 


us=ti^,  d.  b.  für  r  =  0,  und  r  wechselt,  so  oft  es  Nnll  wird,  sein  Zeichen. 
Nach   den  in  §  7  entwickelten  Kennzeichen  entstehen  nan  folgende  FfiUe: 

Da  Ui[Ui8iny^^  +  4ß{B8inYi  +  ß)]  sich  auf  Wi>5i»yi*  reducirt,  also  immer 
positiv  ist,   ist  u^  nie  die  mittlere  der  drei  Wurzeln.\Ist  u^  negatir  oder 

ist  es  positiv,  also  ^  ^        . —  »wo  y^  einen  positiven  spitzen  Winkel  be- 

deutet  (vergl.  §  7) ,  so  ist  ti^  die  kleinste  der  drei  reellen  Wurzeln.  Uoter 
den  periodischen  Curven  sind  also  solche,  für  welche  die  Bewegung  immer 
rechtläufig  ist  (t«i^O),   und  solche,   für  welche  sie  immer  rückläufig  ist 

\]+8in     ^^^^V'     ^®*  dagegen  ti|>^^^       >  so  geht  die  Curve 

Unendliche,  weil  entweder  u^  die  einzige  reelle  Wurzel  ist,  oder  die  grösste 

der  drei  reellen  Wurzeln,  je  nachdem  u^  grösser  oder  kleiner  als  r : — 

1  —  stfiyi 

ist.  Die  relative  Bewegung  ist  alsdann  stets  rückläufig.  Die  Projectionen 
der  periodischen  Curven  auf  die  «y- Ebene  haben  in  der  Gestalt  Aehnlich- 
keit  mit  solchen  erweiterten  Epicykloiden ,  welche  durch  den  Mittelpunkt  der 
Bahn  hindurchgehen;  die  Projectionen  der  unendlichen  Curven  haben  Aehn- 
lichkeit  mit  einem  Hyperbelaste.  Aendert  man  auch  hier  wieder  die  Con- 
stanten ein  wenig,  so  kann  man  bewirken,  dass  -=-    sein  Zeichen  nicht 

wechselt,  oder  dass  es  dasselbe  wechselt,  so  dass  also  auch  solche  Curven 
allgemeinerer  Art  entstehen  können ,  auf  denen  die  relative  Bewegung  durch- 
weg rechtläufig  ist  Diese  letzteren  gehen  aber  niemals  ins  unendliche, 
sondern  sie  sind  immer  periodisch. 


§  12.  Dritter  speoieller  Fall  v  =  0.    (Ebene  rotirende  Kettenbahnen.) 
Angenäherte  Eealisirnng  desselben  in  gewissen  Fällen. 

Der  in  der  vorliegenden  Arbeit  betrachtete  Bewegungs Vorgang  wird  sich, 
soweit  es  sich  nicht  um  den  speciellen  Fall  des  Botationsgleichgewichts 
handelt,  in  welchem  die  Realisirung  wohl  stets  ausfahrbar  ist,  nur  in  ge- 
wissen Fällen  physikalisch  angenähert  realisiren  lassen.  Da  zunächst  nega- 
tive Spannungen  bei  eigentlichen  Ketten  nicht  zulässig  sind,  so  sind  die 
uuendlichen  Kettenbahnen  zum  Theil  ganz,  zum  Theil  bis  auf  kleine  Bogen 
zu  beiden  Seiten  des  Scheitels  von  vornherein  auszuschliessen ;  aber  auch 
bei  positiver  Spannung  wird  es  schwer  sein,  für  Aufrechterhaltung  der 
Spannung  in  den  Endpunkten  zu  sorgen. 

Es  giebt  aber  Fälle,  in  welchen  die  physikalischen  Bedingungen  der 
angenäherten  Bealisirung  verhältnissmässig  einfache  sind ,  und  darunter  einen 
Fall,  bei  welchem  sie  mit  sehr  ein&chen  Hilfsmitteln  ausgeführt  werden 
kann.  Es  sind  das  diejenigen  Fälle,  in  welchen  die  Ketten- 
bahn in  einer  Ebene  senkrecht  zur  Axe  liegt  und  periodisch 
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ist     Alsdann  ist  «  =  1,  v  =  0,  «wy^  =  +  1  «nd  die  Pormeln  XIV) — XVII) 
und  XII)  ergeben 

Ji(u)  =  2(«-u,)(u-«,)(u-«,)  =  2«»(«-M,  +  2/J») -4((M,-«)  + /?«,)« 


«,  =  (l-/J«)-^'(l±/S)»[(l+/S)«-2«,], 


»  =  0, 


-J   2^«  +  (u-«,) 


l2?rFin^fö('±«-')- 


Damit  aber  die  Cnrve  periodiscb  sei,  mnss  nach  den  in  §  7  entwickelten 
Bedingungen  sein:  H  X  m« 

nnd  zwar  bedeutet  f«|  die  kleinste  oder  die  mittelste  der  drei  reellen  Wur- 
zeln, je  nachdem  iii[U|  — 4/3(1 +  /?)]  positiv  oder  negativ  ist. 

Im  ersteren  Palle  ist  U|<ti^u,,  im  letzteren  u^*^u'^u^.  Dann  sind 
E  und  <P  die  halben  Perioden  von  c  und  q>. 

Im  Allgemeinen  ist  nun  <!>:»  eine  irrationale  Zahl,  also  die  Curve  nicht 
geschlossen.  Man  kann  aber  die  Constanten  so  bestimmen,  dass  Oin  rational 
ist.  Dann  ist  die  Kettenbahn  geschlossen,  und  die  Kette  selbst  kann  es 
ebenfalls  sein.  Hat  also  eine  freie  geschlossene  Kette  eine  solche  Form, 
und  ertheilt  man  allen  ihren  Gliedern  erstens  eine  Geschwindigkeit  c=^h 
in  Richtung  der  Tangente  und  zweitens  eine  Drehung  um  den  Mittelpunkt 
mit  der  Winkelgeschwindigkeit  er,  so  bewegt  sich  die  Kette  bestftndig  mit 
der  relativen  Geschwindigkeit  c  in  der  rotirenden  Bahn.  Dieselbe  Bewegung 
kann  auch  eine  im  luftleeren  Räume  geworfene  schwere  Kette  relativ  gegen 
den  Schwerpunkt  annehmen,  während  der  Schwerpunkt  eine  Parabel  be- 
schreibt. Es  ist  dazu  nur  nöthig,  dass  diese  Bewegung  durch  die  Anfangs- 
zuptände  eingeleitet  sei. 

Es  giebt  aber  noch  eine  zweite  Art  der  Bealisirung,  bei  welcher  Om 
ein  ganz  beliebiger  Werth,  rational  oder  irrational  sein  kann.  Man  gehe 
nfimlich  auf  einer  periodischen  ebenen  Kettenbahn  von  einem  Punkte  A^ 
dessen  Vector  r^  ein  Minimum  ist,  aus  um  den  Bogen  2S  oder  auch  4D', 
6Z  u.  s.  w.  vorwärts,  dann  gelangt  man  zu  einem  Endpunkte  A^^  dessen 
Vector  ebenfalls  den  Minimalwerth  r^  hat,  und  der  bezeichnete  Bogen  be- 
rfihrt  in  seinen  Endpunkten  den  Kreis  mit  dem  Radius  r, .  Man  denke  sich 
ferner  diesen  Bogen  in  beiden  Enden  durch  Kreisbogen  dieses  Kreises  fort- 
gesetzt und  geschlossen. 
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Es  sei  nun  eine  Kette  von  der  beschriebenen  Form  um  einen  festen 
Cylinder  gelegt,  dessen  Querschnitt  eben  jener  Kreis  ist.  Wir  nehmen 
zuerst  an,  dass  zwischen  der  Kette  und  dem  Cylinder  keine  Reibung  statt- 
finde. Giebt  man  dann  allen  freien  Elementen  der  Kette  dieselbe  Geschwin- 
digkeit wie  oben,  zusammengesetzt  aus  der  Geschwindigkeit  c  =  A  in  Rich- 
tung der  Tangente  und  aus  ra  senkrecht  gegen  den  Vector,  so  dass  die 
Elemente  in  Ä  und  A^  die  tangentiale  Geschwindigkeit  Hh  A;  +  arj  =  A;  (2  /?  ±  1) 
erhalten,  und  giebt  man  allen  Elementen,  die  auf  dem  Kreisbogen  liegen, 
ebenfalls  die  Geschwindigkeit  A;  (2/3  +  1),  so  setzt  sich  die  Bewegung  in  der 
Weise  fort,  dass  der  freie  Theil  der  Kette  sich  mit  der  relativen  Geschwin- 
digkeit Je  in  der  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  a  rotirenden  Bahn  bewegt, 
ebenso  aber  auch  der  kreisförmige  Theil,  welcher  auf  dem  Cylinder  gleitet. 
In  dem  einen  der  beiden  Punkte  Ä  und  Ai  wick'elt  sich  hierbei  die  Kette 
ab,  im  andern  Punkte  wickelt  sie  sich  auf.  Die  Spannung  in  dem  freien 
Theile  ftndert  sich  hierbei  den  obigen  Formeln  entsprechend,  in  dem  an- 
liegenden Theile  ist  sie  constant  und  ebenso  gross  wie  in  A  und  A^,  In 
der  That  sind  alsdann  sowohl  für  den  freien ,  wie  für  den  gleitenden  Theil 
alle  mechanischen  Bedingungen  erfdllt  und  die  Bewegung  kann  sich  nicht 
anders,  als  in  der  beschriebenen  Art  fortsetzen.  Wenn  Reibung  zwischen 
dem  Cylinder  und  der  Kette  vorhanden  ist,  kann  die  Bewegung  in  der  be- 
schriebenen Weise  nicht  stattfinden,  wenn  der  Cylinder  ruht,  wohl  aber, 
wenn  er  sich  so  dreht,  dass  die  Punkte  der  Oberfläche  dieselbe  Geschwin- 
digkeit haben,  wie  die  anliegende  Kette,  so  dass  die  Winkelgeschwindigkeit 

h  k 

des  Cylinders   =—(2/3+1)«=«  +  —  ist  (also  nicht  gleich  der  Winkel- 

geschwindigkeit    der    Kettenbahn).      Ist    alsdann 
^^**'''^^  die   Bewegung   der  Kette,   wie   oben   eingeleitet, 
3  so   kommt  die  Reibung  gar  nicht  zur  Wirkung, 

weil  di3  Spannung  des  anliegenden  Theiles  oon-j 
stant  ist  und  der  anliegende  Theil  der  Kette 
nicht  gleitet.  Die  Reibung  kann  aber  sehr 
wohl  kleinen  Störungen  gegenüber  regulirend 
wirken. 

Besonders  einfach  ist  der  Fall,  wo  «tn/i^ 
—  1  ist,  d.  h.  die  relative  Bewegung  in  A  rück- 
läufig ist,  und  ^  =  ^.  Dann  ist  die  Geschwin- 
digkeit des  anliegenden  Theiles  der  Kette  NoU, 
und  der  Cylinder  muss,  wenn  Reibung  vor- 
handen ist,  in  Ruhe  bleiben.  Dieser  Fall  kann 
folgendermassen  versinnlicht  werden  (vergL  die 
Figur). 

Man   hKngt  über   einen   cylindrischen  Körper   mit  rauher  OberflScbe, 
dessen   Axe   horizontal   gestellt   ist,    z.  B.   über   ein  Muffenfutteral,  eine 
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geschlossene  Eette  und  versetzt  dieselbe  dnreh  passende  Bewegung  des  Cy- 
linders  so  in  Bewegung,  dass  sie  schnell  mn  den  Cjlinder  schwingt,  indem 
sie  sich  vom  in  A  von  demselben  abrollt,  hinten  in  Ä^  aaf  ihn  aufrollt, 
IftngE  des  Bogens  A^CA  aber  ruhend  anliegt;  dann  stellt  sich  nach  einigem 
Schwanken,  wenn  man  von  dem  modificirenden  Einfluss  der  Schwerkraft 
absehen  kann,  eine  gewisse  Stabilität  her,  indem  der  freie  Theil  sich  in 
einer  rotirenden  Kettenbahn  bewegt.  (Die  Drehungsrichtung  der  Bahn  ist 
durch  den  Süsseren  Pfeil  angedeutet,  die  Richtung  der  relativen  Bewegung 
der  Kette  in  der  Bahn  durch  die  inneren  Pfeile.)  Die  Kettenbahn  zeigt, 
der  Rechnung  entsprechend,  eine  schleifenförmige  Gestalt  Die  relative 
Bewegung  ist  nur  ganz  in  der  Nähe  des  äusseren  Scheitels  B  rechtläufig 
(nämlich  auf  dem  Bogen  BBD^^  sonst  rückläufig.  Die  allgemeine  Form 
der  Bahn  lässt  sich  übrigens  auch  ganz  elementar  folgendermassen  erklären. 
Während  sich  ein  Kettenelement  von  der  Axe  entfernt,  muss  seine  seitliche 
Greschwindigkeit  beständig  zunehmen.  Da  nun  die  Spannungen  zwischen 
dem  Element  und  seinen  Nachbarelementen  die  einzigen  Kräfte  sind ,  welche 
das  Element  angreifen,  so  kann  die  seitliche  Oeschwindigkeit  nur  zunehmen, 
wenn  die  Kettenbahn  an  der  betreffenden  Stelle  nach  vom  concav  ist  Dies 
gilt  fllr  alle  Punkte  zwischen  A  und  B.  Während  sich  ein  Element  da- 
gegen der  Axe  nähert,  nimmt  seine  seitliche  Oeschwindigkeit  beständig  ab, 
also  muss  die  Kettenbahn  zwischen  B  und  A^  nach  hinten  zu  concav  sein. 
Das  Element,  welches  sich  in  B  befindet,  muss  eine  nach  dem  Mittelpunkte 
zu  gerichtete  Beschleunigung  empfangen,  also  muss  die  Kettenbahn  bei  B 
nach  innen  concav  sein.  Durch  diese  üeberlegungen  erkennt  man  ohne 
Bechnung,  dass  im  vorliegenden  Falle  die  Kettenbahn  eine  Schleife  bilden 
muss,  falls  überhaupt  eine  Bewegung  der  Kette  in  einer  rotirenden  Bahn 
möglich  ist  Eine  wirkliche  Einsicht  in  den  ganzen  Bewegungsvorgang  aber 
wird  man  nicht  ohne  eingehende  analytische  Betrachtungen  gewinnen,  wie 
flde  den  Gegenstand  dieser  Arbeit  gebildet  haben. 

§  13.  SchluMbemerknng. 

Zum  Schluss  möge  noch  auf  zwei  Folgerungen  hingewiesen  werden, 
welche  sich  an  unsere  Untersuchungen  knüpfen  lassen.  Wir  können  näm- 
lich ohne  Aenderang  der  Rechnung  die  Resultate  zunächst  dadurch  noch 
etwas  verallgemeinern,  dass  wir  dem  beweglichen  Coordinatensystem, 
dessen  Anfangspunkt  wir  bisher  als  fest  angenommen  haben,  ausser  der 
Rotation  um  die  ie;-Axe  noch  eine  beliebig  gerichtete  constante  Geschwindig- 
keit ertheilen.  Die  relative  Bewegung  der  Kette  kann  sich  hierbei  genau 
80  vollziehen,  wie  wenn  der  Anfangspunkt  rahte.  Insbesondere  kann  diese 
Translation  in  Richtung  der  i^-Axe  geschehen,  so  dass  die  Kettenbahnen, 
welche  wir  ermittelt  haben,  nicht  einfach  rotiren,  sondern  eine  Schrauben- 
bewegnng  ausführen,  indem  sie  sich  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  et  um 
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die  e-Axe  drehen  and  gleichzeitig  mit  beliebiger  constanter  Geschwindigkeit 
parallel  der  0-Axe  verschieben,  während  die  Elemente  der  Kette  sich  in 
dieser  Bahn  mit  der  constanten  Geschwindigheit  e  verschieben.  Auch  der- 
artige Bewegungen  freier  Ketten  in  schraubenförmig  beweg- 
ten Bahnen  würden  sich,  wenn  die  Bahnen  periodisch  sind,  angenähert 
realisiren  lassen,  und  zwar  auf  ganz  ähnliche  Weise,  wie  oben  besprochen 
ist,  indem  sich  das  vordere  Ende  des  freien  Kettenstückes  von  einem  ruhen- 
den oder  rotirenden  Cjlinder  schraubenförmig  abwickelt,  das  hintere  Ende 
ebenso  aufwickelt. 

Noch  allgemeiner  kann  sich  ferner  die  betrachtete  relative 
Bewegung  vollziehen,  wenn  auf  alle  Glieder  der  Kette  eine 
nach  Grösse  und  Richtung  constante  beschleunigende  Kraft 
wirkt,  z.B.  die  Schwere,  und  der  Anfangspunkt  des  beweglichen  Systems 
irgend  eine  dieser  Beschleunigung  entsprechende  geradlinige  oder  parabo- 
lische Bewegung  hat,  während  sich  das  bewegliche  System  ausserdem  mit 
der  Winkelgeschwindigkeit  a  um  die  0-Axe  dreht,  deren  Richtung  unver- 
ändert bleibt  —  ein  Fall,  auf  welchen  wir  übrigens  beiläufig  bereits  in 
§  12  hingewiesen  haben. 
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Y.  Kethode  zur  BeBtimmimg  des  speoiflschen  Leitungsvermögens 

des  Erdbodens. 

Die  Messung  des  specifisohen  Leitangsvermögexis  des  Erdbodens,  welche 
in  mehrfacher  Hinsicht  Yon  Werth  ist,  lässt  sich  in  sicherer  Weise  weder 
an  einem  prismatischen  Versachskörper  vornehmen,  da  der  innere  Zusam- 
menhang desselben  und  die  von-  aussen  wirkenden  Drücke,  ebenso  der 
Feuchtigkeitsgehalt  dem  ursprünglichen  Zustande  nicht  mehr  entsprechen,  — 
noch  auch  mittels  in  die  Erde  gesenkter  Elektroden  von  bekannter  Gestalti 
da  die  Innigkeit  der  Berührung  deraelben  mit  dem  Erdboden  sich  der  ge- 
nauen Beortheilung  entzieht. 

Eine  brauchbare  Methode  ISsst  sich  aus  der  von  mir  im  Jahrg.  1888 
dieser  Zeitschrift  S.  372  flg.  entwickelten  Widerstandsgleichung  4)  einer 
Potentialniveaufläche  herleiten. 

Aus  derselben  folgt,  dass  in  einem  leiten-  Tng.\. 

den  Mittel  das  Potential  V^  eines  Punktes  h  ^ 

ausserhalb  der  mit  den  constanten  Potential-  ^^ 

werthen  +jr  und  — -ö-  versehenen  Elektro-     ^E       ^^  rs"^ 

den  a  und  e  (Fig.  1)  gleich  ist:  ^  ^ 

^^  ^*=2  Wae  ' 

wenn  unter  Wtej  Wah^  Wae  die  zwischen  6  und  c,  a  und  6,  a  und  c  ge- 
messenen Oesammtwiderstftnde  des  leitenden  Mittels  verstanden  werden. 

Ist  das  Medium ,  in  welchem  die  Elektroden  liegen ,  ein  unendlich  aus- 
gedehntes, homogenes,  schlechtleitendes  und  rückt  e  in  unendliche  Entfer- 
i^inig,  w&brend  sein  Ausbreitungswiderstand  durch  VergrOsserung  der  Elek- 
trode zum  Verschwinden  gebracht  wird,  so  geht  Gleichung  l)^über  in 

2)  n=:2— ^-— , 

worin  Wk  und  TT«  die  Einzelausbreitungswiderst&nde  von  a  und  h  bedeuten. 

Hierbei  ist  vorausgesetzt,  dass  auch  in  h  sich  ein  leitender  Körper 
befinde,  welcher  als  Elektrode  benutzt  werden  kann. 

unter  den  angegebenen  Verhftltnissen  Iftsst  sich  das  Potential  Fi  auch 
elektrosiatisoh  bestimmen.  Es  ist,  so  lange  a  und  h  nicht  sehr  dicht  zu- 
munenrüeken, 
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3)  F*=^— ^. 

worin  q  den  Abstand  von  b  zn  a  nnd  Ca  die  elektrostatische  Capacitftt  von 
a  aasdrQcken. 

Da  andererseits  . 

4)  Wa^ 


AknCa 

istf  ergiebt  sich  aus  2),  3)  und  4)  die  schon  früher  von  mir  aufgestellte 
Oleichong*  /  i 

Fig.J.  "^  -i«-     .    TTr 


oder  (Fig.  2)  im  einseitig  durch  eine 
Ebene  begrenzten  unendlichen  Medium 

Tra*  =  Tra+Tn-— -* 

worin  ^  der  specifische  Leitungswiderstand  des  Mittels  ist. 

Hieraus  geht  für  die  Untersuchung  des  Erdbodens  Folgendes  hervor: 
Fig.  8.  Ordnet  man  vier  Elektroden  im  Boden  so  an ,  wie  dies 

€t      m     fi    Fig  3  und  4  erkennen  lassen,  und  bezeichnet  Wae  mit 
0-|"0     7,    Wtd  mit  II,  Wad  mit  III,  Wkc  mit  IV,  so  ist 

KitQ 

11^  Wi,+  Wa-, — 1 

kaq 

III=Wa+Wi-^. 
KitQ 

2 

JF=  Wi  +  We-r^-; 

KnQ  . 

folglich 

i  =  '^(H-ii-iri-JF). 

Die  Bestimmung  von  %  ist  somit  on* 
abhSngig  gemacht  von  der  Gestalt  der 
Elektroden  und  von  der  Innigkeit  ihrer 
Berflhrung  mit  dem  Erdboden.  Sie  ist  andererseits  in  Bezug  gebracht  zu 
der  ursprOnglichen  natürlichen  Beschaffenheit  des  Bodens,  an  dessen  Lagfe* 
rung  und  Feuchtigkeitsgehalt  nichts  ge&ndert  wird. 

Bei  den  hiemach  bereits  angestellten  zahlreichen  Messungen  ist  ^  =  10  m 

genommen  worden.    Die  Werthe  —  liegen  für  die  verschiedenen  untersuch- 

ten  Bodensorten  innerhalb  der  Grenzen  100  Millionen  und  7500  Millionen. 

(~  für  Quecksilber  =  0,9434.) 

*  Elektroteehn.  Zeituchrift,  Berlin  1888,  S.  375. 

Dr.  R.  ULBRICHT, 

Betriebttolegr.-ObtriiiBpeetor.  * 
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VI.  Allgememe  Sätse  über  die  elektromotorisehe  Induetion. 

Von  Dr.  G.  Adler  in  Wien, 

In  einer,  der  Wiener  Akademie  vorgelegten  Abhandlung  gelangt  der 
Verfasser,  als  ausscbliesslicbes  Beweisprincip  den  bekannten  Gauss 'sehen 
Satz  I!eV=2V'e  benutzend,  zu  folgenden  Ergebnissen. 

Die  Influenzwirkung  eines  elektrischen  Punktes  hat  ftlr  einen  isolirten 
Conduetor  eine  vom  Betrage  seiner  Ladung  unabhängige  Veränderung  seines 
Potentialniveaus  zur  Folge;  diese  Veränderung  ist  eine  und  dieselbe  für 
sämmtliche  Conductoren,  deren  Oberflächen  ein  System  einander  zugehöriger 
NiveauflSchen  bilden,  und  somit  ist  ihr  Betrag  gleich  demjenigen  Potential- 
nivea,  welches  die  im  elektrischen  Punkte  concentrirte  Ladung  jener  Niveau 
fläche,  diese  leitend  gedacht,  ertheilen  würde,  welche  durch  den  influen- 
zirenden  Punkt  hindurchgeht  ^ 

Die  Influenzwirkung  des  elektrischen  Punktes  bewirkt  in  einem  auf 
constantem  Potential  erhaltenen  Conduetor  eine  Veränderung  der  auf  diesem 
befindlichen  Ladung;  diese  Veränderung  ist  unabhängig  vom  Potentialniveau 
des  Conductors ,  dem  Zeichen  nach  entgegengesetzt  der  Ladung  des  influen- 
zirenden  Punktes;  sie  beträgt  einen  Bruchtheil  dieser  letzteren,  der  gegeben 
ist  durch  das  Verhältniss  der  Capacität  des  Conductors  zur  Capacität  jener 
ihm  zugehörigen  Niveaufläche,  die  durch  den  influenzirenden  Punkt  hin- 
durchgeht. Für  zwei  demselben  System  von  Niveauflächen  angehörige  Con. 
dactoren  ist  somit  die  in  ihnen  durch  denselben  elektrischen  Punkt  influen- 
drte  Ladung  ihrer  Capacität  proportional. 

Die  Capacität  eines  Condensators ,  der  von  zwei  einander  umschliessen- 
den  Conductoren  von  den  Capacitäten  C^  und  (7^,  die  demselben  System  von 
Niveauflftchen  angehören,  gebildet  ist,  ist  gegeben  durch 

c, 


Die  Abhandlung  stellt  sodann  die  allgemeinen  Formeln  für  die  elektro 
statische  Induction  durch  ein  beliebiges  elektrisches  System  auf,  und  be- 
handelt im  Besonderen  die  wechselseitige  Influenz  zweier  Conductoren.  Sie 
findet,  dass  bei  der  Influenzwirkung  zweier  auf  constanten  Potentialen  er- 
haltener Conductoren  die  Ladung  beider  im  Aligemeinen  sich  verringert, 
wenn  die  Potential werthe  gleichen  Zeichens^  hingegen  stets  ansteigt,  wenn 
die  Potentialwerthe  entgegengesetzten  Zeichens  sind.  Sie  findet,  dass  um- 
gekehrt die  wechselseitige  Influenzwirkung  zwischen  zwei  isolirten  Conduc- 
toren bei  gleichen  Zeichen  ihrer  Ladungen  das  Potentialniveau  im  All- 
gemeinen erhöht,  bei  entgegengesetzten  stets  erniedrigt.  Die  Grösse  dieser 
Veränderung  eingehend  untersuchend,  gelangt  sie  zu  dem  Resultate,  dass 
die  Influenzwirkung  zwischen  isolirten  Conductoren  in  allen  Fällen,  auch 
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im  enteren 9  wo  beide  Potentialniveaux  ansteigen,  die  Tendenz  zeigt,  die 
Fotentialdifferenz,  die  beide  Condnctoren  gegeneinander  haben,  zn  ver- 
ringern. 

Die  Abhandlang  untersncht  ferner  die  ans  der  Inflaenzwirknng  resul- 
tirende  Möglichkeit,  dass  für  einen  Conductor  Ladnng  nnd  zugehöriges 
Fotentialnivean  entgegengesetzten  Zeichens  sein  können,  und  discntirt  auf 
Grund  der  hierbei  erhaltenen  Formeln  die  einschlägigen  experimentellen 
Anordnungen  von  Pfaundler  und  Ajrton. 

Die  Abhandlung  giebt  sodann  eine  Discussion  der  gefundenen  Resultate 
mit  Hilfe  der  Eraftlinientheorie  und  untersucht  schliesslich  die  Bedingungen, 
unter  denen  zwei  gleichnamig  geladene  Conductoren  sich  anziehen  können. 

(Aus  den  Sitzungsberichten  der  Wiener  Akademie.) 


VIL  Das  Telethermometer. 
Von  Prof.  Dr.  J.  Püluj  in  Prag. 

Es  handelt  sich  um  einen  Apparat,  der  die  Angaben  beliebiger  Tem- 
peraturen auf  grosse  Entfernungen  zu  übertragen  gestattet  Die  Construc- 
tion  des  Telethermometers  beruht  auf  der  Anwendung  zweier  Leiter,  die 
ihren  Widerstand  mit  der  Temperatur  im  entgegengesetzten  Sinne  ftndem 
und  den  thermometrischen  Theil  des  Apparates  bilden.  Der  letztere  besteht 
aus  einem  an  beiden  Enden  zugeschmolzenen  Glasröhrchen,  welches  einen 
carbonisirten  Kohlenfaden  und  eine  Eisendrahtspirale  enthält  und  der  bessern 
Leitungsföhigkeit  halber  mit  Wasserstoff  gefüllt  ist.  Der  Kohlenfaden  und 
die  Eisenspirale  bilden  zwei  Zweige  der  Wheatstone'schen  Drahtcombina- 
tion  und  sind  mittels  dreier  Zuleitungsdr&hte  mit  einer  Messbrücke  verbun* 
den,  die  eine  empirische  Temperaturskala  in  Celsiusgraden  trägt.  Mit  der 
Temperatur  nimmt  der  Widerstand  des  Kohlenfadens  ab,  der  der  Eisen* 
Spirale  dagegen  zu  und  dementsprechend  ändert  sich  der  Nullpunkt  der 
Potentialdifferenz  am  Messdrahte.  Die  Temperatur  kann  entweder  mittels 
eines  astatischen  Galvanometers ,  oder  eines  Telephons  und  eines  mikrophon- 
artigen Stromunterbrechers  in  der  Weise  bestimmt  werden  ^  dass  ein  Con- 
tact  an  dem  Messdrahte  so  lange  verschoben  wird,  bis  das  Galvanometer 
keinen  Ausschlag  zeigt,  beziehungsweise  das  Telephon  keinen  Ton  giebt. 
Das  Telethermometer  gestattet  Temperaturen  selbst  auf  1  km  grosse  Ent- 
fernungen bis  0,1^  C.  genau  zu  bestimmen« 

üebrigens  kann  das  Telethermometer  als  Thermoindicator  eingerichtet 
werden,  der  die  jeweilige  Temperatur  automatisch  anzeigt. 

(Ans  den  Sitzungsberichten  der  Wiener  Akademie  v.  J.  1889.) 
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Tm.  lieber  swei  Kegelsohnittssätze. 

Es  sei  ein  Kegelschnitt  ®  gegeben. 

1.  Dreht  sich  ein  rechter  Winkel  um  seinen  auf  S  liegen- 
den Scheitel  P,  so  dreht  sich  die  Hypotenusensehne  um  einen 
Punkt  Z7,  der  in  der  Normale  von  P  liegt.  Welches  ist  der  Ort 
der  Punkte  U? 

2.  Schneiden  sich  drei  Krümmungskreise  von  ®  in  einem 
Punkte  00  auf  @  selbst,  so  schneiden  sich  die  Normalen  ihrer 
Osculationspunkte  Qu  0%^  O3  in  einem  Punkte  F.  Welches  ist 
der  Ort  der  Punkte  7? 

Die  erste  Frage  hat  B.  Sporer  erledigt  (Bd.  33  dies.  Zeitschr.,  S.  309). 
Was  die  zweite  betrifft,  so  weiss  man,  dass  der  Fusspunkt  Q  der  vierten 
Normale,  die  von  V  aus  nach  ®  gezogen  werden  kann,  gerade  der  Gegen- 
punkt  von  Oq  auf  ®  ist,  und  dass  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  O1O2O9 
mit  dem  Mittelpunkte  von  S  zusammenfallt  (s.  Steiner,  Ges.  Werke,  Bd.  II 
8.  691).  üeberdies  hat  die  zweite  Frage  bereits  Steiner  beantwortet, 
indem  er  V  als  Höhenpunkt  des  Dreiecks  Q^  0^  0^  betrachtet  (Ges.  Werke, 
Bd.  II  S.  348). 

Es  sei  mir  gestattet,  auf  einen  Zusammenhang  beider  Aufgaben 
hinzuweisen,  indem  ich  die  voUdtttndige  Antwort  auf  die  gestellten  Fragen 
gebe: 

Die  gesuchten  Orte  Z7,  V  sind  zwei  mit  @  ähnliche  und 
coaxiale  Kegelschnitte,  von  denen  jeder  die  Evolute  von  @ 
viermal  berfihrt.  Die  Tangenten  der  letzteren  in  den  achtBe- 
rflhrnngspunkten  sind  zugleich  Tangenten  eines  und  desselben 
Kreises  ft. 

(Beide  Kegelschnitte  17,  V  schneiden  dieHauptaze  von  ®  in  reellen 
Punkten.     Das  Asjmptotensjstem  von  U  fUlt  mit  dem  von  ®  zusammen, 

n 
während  das  von  V  dagegen  um  -jj  gedreht  ist. 

Ist  (— j  +.(-?•)  =  1  die  Gleichung  von  @,  so  ist  die  Gleichung  von  U: 

o*  +  5* 
Der  Halbmesser  von  St  aber  ist  -^ 


/2(a»  +  6«) 

Ist  @  eine  gleichseitige  Hyperbel,  so  fällt  V  mit  @  zusammen;  ist  @ 
eine  Parabel,  so  liegt  F  ganz  im  unendlichen.) 

Betrachtet  man  nämlich  die  Punkte  U  näher,  so  bemerkt  man,  dass 
es  viermal  vorkommt,  dass  die  Normale  PU  den  Kegelschnitt  ETbertthrt. 
Diese  vier  Punkte  P  sind  die  Punkte  von  @,  deren  Tangenten  (oder  Nor- 
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malen)  unter  dem  Winkel  -j-  gegen  die  Azen  geneigt  sind;   und  überdies 

Iftsst  sich  nachweisen,  dass  die  zugehörigen  vier  Punkte  U  gerade  die 
Krttmmnngscentren  jener  Punkte  P  sind.  —  Was  andererseits  die 
Punkte  V  betrifft ,  so  geschieht  es  ebenfalls  viermal,  dass  eine  der  drei 
Normalen  Q^  F,  Q^  F,  Q^  V  den  Kegelschnitt  F  berührt;  und  zwar  fällt  dann 
jedesmal  derjenige  der  Punkte  £), ,  Q^^  O^j  für  den  dies  stattfindet,  mit  iß 
zusammen,  woraus  sofort  hervorgeht,  dass  die  zu  jenen  vier  besonderen 
Punkten  Q  gehörenden  Punkte  F  die  Krümmungsmittelpunkte  der 
ersteren  sind.  Jene  vier  Punkte  0  sind  diejenigen,  deren  Normalen  auf 
den  Verbindungslinien  der  Scheitel  von  ®  senkrecht  stehen,  oder  die  Schnitt- 
punkte von  ®  mit  den  Diagonalen  desjenigen  umgeschriebenen  Rechtecks, 

das  in  den  Scheiteln  berührt  (bei  der  Ellipse  gehören  sie  zu  den  Anomalien, 

die  ungerade  Vielfache  von  -j-  sind)*  —  üebrigens  sei  bemerkt,  dass  {7 zu- 
gleich der  Ort  der  Mitten  derjenigen  Strecken  ist,  die  vom 
Azenkreuze  auf  den  Normalen  von  @  begrenzt  werden.  Die  sehr 
einfachen  Beweise  dieser  Behauptungen  überlasse  ich  dem  geehrten  Leser. 
Leipzig,  December  1889.  Dr.  Otto  Richter. 


Mathematische  Preisaufgabe 


der 


Fürstl.  Jablonowski'schen  Gesellschaft 

in  Leipzig 
fftr  das  Jahr  1893» 


Durch  die  allgemeinen  Untersuchungen  von  Herrn  Lie  aber  die  Dif- 
ferentialinvarianten der  endlichen  und  unendlichen  Transformationsgruppen* 
sind  die  Mittel  und  Wege  gegeben,  um  zu  einer  Invariantentheorie  belie- 
biger Differentialgleichungen  zu  gelangen.  Die  betreffenden  allgemeinen 
Methoden  von  Lie  sind  in  den  zahlreichen  Untersuchungen  über  die  Liva- 
riauten  specieller  Differentialgleichungen  fast  gar  nicht  berücksichtigt  wor- 
den; es  erscheint  der  Gesellschaft  daher  wünschenswerth ,  dass 

die  Invariantenbestimmung  einer  ausgedehnteren  Kate- 
gorie zunächst  von  gewöhnlichen  Differentialgleich- 
ungen auf  Grund  der  Lie'schen  Begriffsbestimmangen 
und  Methoden 


*  Vergl.  namentlich  auch  Bd.  24  der  Mathem.  Annalen,  S.  5S7  flgg. 
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in  Angriff  genommen  werde,  um  die  Art  der  Aufgaben  zu  bezeichnen, 
deren  Erledigung  der  GesellBcbaft  erwünscht  sein  würde,  führen  wir  bei- 
spielsweise an  die  Bestimmung  der  Invarianten ,  welche  die  allgemeine  Dif- 
ferentialgleichung zweiter  Ordnung 

einer  Ebene  (x^y)  gegenüber  der  unendlichen  Gruppe 

aller  Punkttransformationen  dieser  Ebene  besitzt,  oder  die  Bestimmung  aller 
Invarianten  eines  Differentialausdruoks  erster  Ordnung 

gegenüber  der  genannten  unendlichen  Gruppe.* 
Preis  1000  Mark. 


Die  anonym  einzureichenden  Bewerbungsschriften  sind,  wo  nicht  die 
Gesellschaft  im  besondern  Falle  ausdrücklich  den  Gebrauch  einer  andern 
Sprache  gestattet,  in  deutscher,  lateinischer  oder  französischer 
Spräche  zu  verfassen,  müssen  deutlich  geschrieben  und  paginirt,  ferner 
mit  einem  Motto  versehen  und  von  einem  versiegelten  Umschlag  begleitet 
sein,  welcher  auf  der  Aussenseite  das  Motto  der  Arbeit  trägt;  inwendig  den 
Namen  und  Wohnort  des  Verfassers  angiebt.  Jede  Bewerbungsschrifb  muss 
auf  dem  Titelblatte  die  Angabe  einer  Adresse  enthalten,  an  welche  die 
Arbeit  für  den  Fall,  dass  sie  nicht  preis  würdig  befanden  würde,  zurück- 
senden ist.  Die  Zeit  der  Einsendung  endet  mit  dem  30.  November  des 
angegebenen  Jahres,  und  die  Zusendung  ist  an  den  Secretär  der  Ge- 
sellschaft (für  das  Jahr  1890  geh.  Hofrath  Prof.  Dr.  Rudolph  Leuckart, 
Thalstraasse  33)  zu  richten.  Die  Resultate  der  Prüfung  der  eingegangenen 
Schriften  werden  durch  die  Leipziger  Zeitung  im  März  oder  April  des  fol- 
genden Jahres  bekannt  gemacht«  Die  gekrönten  Bewerbungsschriften  wer- 
den Eigenthum  der  Gesellschaft 


*  m  und  A  sollen  hier  sogenannte  „analytische**  Functionen  bezeichnen, 
welche  in  der  Umgebung  eines  Werthsystems  x^y^y'^  von  allgemeiner  Lage,  in 
gewöhnliche  Potenzreihen  von  x  —  x^^  y-y^^  y'^yo  entwickelt  werden  können. 

W.  Soheibner.     B.  Leuokart.    W.  Hankel.     A.  Leskieii. 

W.  Bosoher,  Präses.     H.  Lipsina.     F.  ZirkeL     G.  Voigt. 

F.  Zamoke. 
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Preisanfgabe 

der 


physikalisch- Ökonomischen  Gesellschaft 

zu  Königsberg. 


Die  Gesellschaft  wünscht  eine  möglichst  nmfassende  theoretische  Yer- 
werthnng  der  Eönigsberger  Bodentemperatar- Beobachtungen*  für  die  Er- 
kenntniss  der  Wärmebewegungen  in  der  Erde  und  ihrer  Ursachen  und  weist 
besonders  auf  die  vod  0.  Frölich  in  seiner  Dissertation^  gegebenen  Vor- 
arbeiten hin. 

FOr  die  beste  Lösung  der  Aufgabe  wird  ein  Preis  von  300  Mark  aus- 
gesetzt. Die  Arbeiten  sind  bis  zum  1.  Februar  1891  mit  Motto  and  ver- 
siegeltem Namen  an  die  physikalisch -ökonomische  Gesellschaft  zu  Königs- 
berg i.  Pr.  (Lange  Reihe  Nr.  4)  einzusenden.  Die  Wahl  der  Sprache  bleibt 
den  Verfassern  überlassen. 


*  Schriften  der  ph7B.-ökon.  Gesellschaft,  Jahrg.  13,  16-18,  20,  28,  27-80. 
**  Oscar  Frölich,  Ueber  den  Einfluss  der  Absorption  der  8onnenwärme  in 
der  Atmosphäre  auf  die  Temperatur  der  Erde.    Königsberg,  16.  Juni  1868. 
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VII. 

TTeber  gewisse  homogene  quadratische  Belationen 

unter   den  Integralen   einer   linearen   homogenen 

Diflferentialgleichnng  sechster  Ordnnng. 

Von 

Dr.  Max  Ro8£Nebanz 

InBttUn. 
(Sohlttia.) 


IL 

Wenn  die  Integrale  U|,  ti^,  ...u^  der  Oleichnng  a)  durch  die  drei 
homogenen  quadratischen  Belationen: 

yerbunden  sind,  so  nehmen  diese  durch  einen  Umlauf  der  unahhftngigen 
Variablen  x,  welcher  i«i  in  die  durch  die  Oleichnng  b)  bestimmte  Form 
iff  überftkhrt,  die  Gestalt  an: 

2)  «;«;-«i«;, 

HO'-«' 

Da  die  Grössen  tfi»  ti^,  •..  u^  nur  jenen  drei  Gleichungen  genügen 
sollen,  so  ist  das  System  2)  eine  Folge  des  Systems  l),  und  durch 
Elimination  der  drei  Grössen  U4,  1I5,  u^  aus  dem  System  l)  und  einer 
jeden  der  letzteren  drei  Gleichungen  ergiebt^  sich  eine  Identit&t.  Setzt 
man,  um  die  Elimination  auszuführen: 


3) 


'      «1      «1      «» 

Ol).      HB    ^    ^    1 

'  Ui  U,  llj 


80  folgt 


Z«itMhEift  f.lUib«mftÜk  n.Flgrdk  XXXY,  S. 
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üeber  gewisse  homogene  quadratische  Belationen  etc. 


Vermöge  der  Gleichung  b)  erhält  man  mit  Hülfe  dieser  Werthe 
für  die  Grössen  u': 

5)    wl  —  ttj (of,.i  +  a,^  (Oj  +  «(3  Wg  +  a^4  wf  +  «^5  (OiQ>j  +  a,e  (o|)  (i— 1,  2  ...6) 

Werden  diese  Grössen  in  2)  eingesetzt,  so  folgt: 

(««l  +  «28  «>1  +  «88<»8  +  «24 ®1  +  «8Ö»1«>2  +  «S«^!)* 
-(«11  +  «18«1  +  «18»8  +  «14»!  +  «16»1«%  +  «l«»!) 
X(«41  +  «42<»1  +  «48  «2  +  «U»l  +  «4««»1®8  +  '^iß^D^ 
(«21  +  «22®1  +  «28«'2  +  «24 «>1  +  «26^1  «»2  +  «2«  «»l) 
X(«81  +  «82»!  +  «88  »2  +  «^4®1  +  «85«>1®2  +  «86«>2) 

"(«11  +  «12  ®1  +  «18  ®2  +  «14  ®1  +  «16®1®2  +  «16»!) 
X  («61  +  «ß2«l  +  «68Ö'2  +  «54 »1  +  «W®1«>2  +  «5« »Dl 
(«81  +  «82«1  +  «88»2  +  «84  »1  +  «86  »1  »2  +  a86»2)* 

'(«11  +  «12  »1  +  «18  »2  +  «14»?  +  «16  »1  »2  +  «16»!) 
X(«61  +  «62»1  +  «68»2  +  «44»!  +  «66»!  »2  +  «6«  »D« 

Diese  Identitäten  gelten  f&r  jeden  Werth,  den  oo^  nnd  oo^  annehmen 
können.  Gehen  (0^  nnd  oo^  durch  den  obigen  XJmlanf  von  x  über  beziehungs- 
weise in  G}[  nnd  o)^,  so  ist: 


6) 


6) 


«». 


t  f  f    ' 

ti.'  »t'  smJ 


OD 


'  -  Ü  «  Ü  » !5 


u\       t4       t*i 
nnd  in  üebereinstimmnng  mit  6): 

f  f  ^  «21  +  «22»1  +  «28  »2  +  «24»?  +  «25  »1  »2  +  «26»2 
«11  +  «12»1  +  «18»2  +  «14»?  +  «15»1»2  +  «1«»2 

^  «41  +  «42»i  +  «48»2  +  «A4 CO?  +  «45 »1  »2  +  «48»! 
«21  +  «22»!  +  «28»2  +  «24»!  +  «26  »1  »2  +  ««»1 

_  «51  +  «62»1  +  «58»2  +  «54»?  +  «66»1»2  +  «56»! 
«81  +  «32  »1  +  «88  »2  +  «84»?  +  «85 »1  »2  +  «86»2 


8) 


^f   ^    «81  +  «82»1  +  «88»8  +  «84»?  +  «85 »1  »2  +  «86»2 

*  «11  +  «12  »1  +  «18  »2  +  «14»?  +  «16  »1  »2  +  «16»2 

^    «61  +  «52»1  +  «58  »2  +  «54»?  +  «66  »1  »2  +  «gg»! 

«21  +  «22»1  +  «28  »2  +  «24»?  +  «25 »1  »2  +  «26»2 

^  «61  +  «62»!  +  «68»2  +  «64»?  +  «65»!  »2  +  «66»2, 

«81  +  «82  »1  +  «88  »2  +  «84»?  +  «85  »1  »2  +  «86  »2 
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Von   Dr.  M.  &0SBM^RAN2i. 


m 


In  den  gleichen  Aosdracken.  8)  können  wegen  der  Bedingung  c) 
nicht^zwei  Z&hler  respective  Nenner  bis  anf  einen  constanten  Factor  identisch 
sein.  Ferner  können  ans  demselben  Grande  nicht  überall  die  Coefßcienten 
Yon  o^,  ^1^21  ^l  verschwinden.  Daher  müssen  in  den  einzelnen  Quo- 
tienten, welche  gleich  (o[  sind,  sofern  dieselben  nicht  in  ooj^  und  m^  linear 
sind,  im  Zähler  und  Nenner  gleiche  lineare  Factoren  vorhanden  sein, 
während  der  andere  lineare  Factor  im  Zähler  beziehungsweise  im  Nenner 
allen  gemeinsam  ist.  Dasselbe  gilt  für  die  Quotienten,  welche  gleich 
fl>^  sind. 


tig  und  u^  können  nicht  die  Gestalt  haben 

ux  —  Uj  (ax  +  ßxtoi  +  yiwg)*, 


CX-2,3) 


da  alsdann,  wie  sich  aus  6)  ergiebt,  u[  und  u^  beziehungsweise  u[  und 
tt^  sich  nur  durch  einen  constanten  Factor  unterscheiden  würden.  Die 
linearen  Factoren  von  u[  und  u^  sind  in  t<^  vorhanden.  Deshalb  müssen 
sie  denselben  linearen  Factor  je  zweimal  enthalten.  Dasselbe  gilt  mit 
Beziehung  auf  u,  von  u^.  Einen  linearen  Factor  haben  u^  und  u^  ge- 
meinsam, da  in  beiden  derjenige  von  u\  enthalten  sein  muss.  Es  zeigt 
sich  somit  für  die  Grössen  u'  das  folgende  Schema: 


9) 


^  <  -  (ai  +  ^  (»1+  Ci  w,)»  tii, 

«i  —  («1+  2»iO)i+  C1CO2)  («2+  h^G)i+(^a^)  Uj, 

«*i  •"  («1+  ^«1+  Cjo^)  (a,+  65 »1+  CjWg)  t*i, 

<*i  —  («2+  ^««1+  CgCD,)«  Ui, 


Zugleich  ist  ersichtlich,  dass  die  36  Grössen  a  der  Determinante  c) 
sich  darstellen  lassen  als  ganze  rationale  Functionen  von  höchstens  9 
Grössen« 

Bildet  man  aus  der  Yergleichung  von  9)  und  b)  diese  Deter- 
minante, so  ist  ,  1 

'  /Ljoogle 
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l««l 

(»,*■ 

-1,2 

,...6) 

«J. 

2ai6i, 

2«iCi,        hl, 

26,  c,, 

<? 

Ol«H. 

a,6i+fc,ai, 

Otc^+Cta,,  \b„ 

l.,Ci+c,6i, 

Cl«» 

«lös. 

0,61+ fts«!. 

öjCi+CgO,,  l>,l>j, 

&8<i+«8^, 

ClC» 

«l 

20,62, 

2ajCs,        &?, 

2fe,<^, 

«^ 

0»«». 

«j^  +  ^ö», 

OjCg+C»«!,  6,&„ 

2>»c.+  «i.»». 

<«<^ 

< 

2«»  6», 

2fl,<i„        6?, 

26,<^, 

«J 

«?, 

2ai»i, 

2aiCi,         6?, 

26iCi, 

^ 

a». 

6., 

<^,            0, 

0, 

0 

«S, 

2a»&„ 

»«jc»,         l^, 

S^ii, 

4 

0, 

«». 

0,          h, 

<^> 

0 

«i«j. 

ßj^+^Ol. 

flsCi+t^ai,  616,, 

l'gCl+'^ftl, 

ClC« 

0, 

0, 

a»,            0, 

iu 

<i 

1 

0 

0               0 

0 

0 

0 

«1 

0               a. 

«» 

0 

0 

0 

0               0 

0 

1 

0 

*1 

0               h. 

«s 

0 

• 

0 

0 

1               0 

0 

0 

0 

<i 

0               c. 

<^ 

0 

Vermöge  der  Formel  c)  ist  dies  Product  von   null  verscliieden.     Da- 
her eigiebt  sich  für  die  nenn  Grössen  a,  2),  c  die  Bedingung 


/) 


«1    \   Cl 
««  h  «8 


^0. 


Setzt  man  die  Werthe  9)  in  7)  ein,   so   haben   die  Grössen  &[  und 
(öj  die  Werthe: 

Ol  +  ^1  Ö>1  +  Cj  OOj 


10) 

11) 


Wfi  —  —- • 

Oj  +  Oj  (»4  +  Cj  Wj 
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Da  dieser  Umlauf  beliebig  gewähU  war,  folgt,  dass  durch  irgend 
einen  Umlanf  von  x  g)|  und  o,  stets  in  solche  Formen  übergeführt  wer- 
den, wo  die  Grossen  a,  &,  c  von  x  unabhängig  und  fär  die  verschiedenen 
Umläufe  verschieden  sind.  Ersichtlich  ist,  dass  in  (o\  und  o^  der  Nenner 
bei  einem  bestimmten  Umlaufe  derselbe  ist. 

Man  kann  nunmehr  3  Grössen  $|,  $2)  ^s  ^^  Functionen  von  x  so 
bestimmen,  dass 


12) 


gl 

»,, 

17    •^' 

So 

di,  «Pix 
dx  '      dx* 

A(I.J„6,)- 

k, 

dk     ä^h 

dx  '      dx» 

k, 

dx          d3? 

wo  c  eine  constante  Grösse  bezeichnet.  Durch  einen  Umlauf,  welcher 
Ol  und  a>2  in  die  Werthe  10)  und  11)  überf&hrt,  mögen  Si,  ^,  Ss  über- 
gehen in  S^y  Ig)  ^s-     ^<^i^  '^^  vermöge  lOJ  und  11): 


13) 


6i       ai+ ^iWi-f- CiOg 


lA(i'„i;,^)-c. 

Setzt  man  hierin  für  oo^  und  o^  ihre  Werthe  aus  12),  so  ergiebt  sich: 


14) 

und  hieraus: 
15) 


1      a,li  +  6sS»+c,6, 
5i"aili  +  fciS,  +  c,i; 

U'."«,Si  +  «',l,  +  Cil,' 


gi-*(»)(ai5,  +  &,|,  +  Cil,), 
|;-fc(*)(a,|,  +  l.,|,+  cil,), 


wobei  Ä;(x)   ein   den  Grössen   |',,  S^,  S's  gemeinsamer  Factor   ist.     Setzt 
oua  diese  Werthe  ein,  so  wird 
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./     <?li,,<PS,^     <^6,\^od*/    <*5i^,<i|,^     dS,\ 


A 

0 

0 

dx 

k 

0 

d'k 

dk 

dx» 

""dx 

A; 

dx* 


h 


dx» 


da;» 


k 

0       0 

o,     6,     Ci 

dk 
dx 

*       0 

a,    ht    e. 

d'k 
cPx 

dx 

«s    ^     <ii 

Digitized  by  VjOOQlC 


Von  Dr.  M.  Bosbnkranz.  135 

Da  sieh  aas  12)  und  13)  ergiebt,  dass 

A(l»?«l,)-A(4;,^,|',), 

so  folgt  hieraus,  dass  k{x)  constant  ist  und  gleich  A,  wenn  X  den  reci- 
proken  Werth  der  dritten  Wurzel  aus  der  von  null  verschiedenen  Deter- 
minante y')  bezeichnet.  Durch  einen  Umlauf  von  x  gehen  also  S^,  J^,  Jj 
flber  in* 

Die  durch  die  Gleichungen  12)  deünirten  Functionen  li.  Ig,  $s  ge- 
nügen daher  einer  homogenen  linearen  Difierentialgleichnng  dritter  Ord- 
nong  mit  eindeutigen  Coe£Gicienten: 

Es  seien  nunmehr  Si,  §ai  Ss  ^^^  Integrale  eines  Fundamentalsjstems  der 
Gldehung  17)  und  zwar  so  bescbaffen,  dass  -p-  *  a>ii  -^  *»  cü),  ist,  so  er- 
giebt  flieh  aus  den  Gleichungen  4): 


18) 


Ss  6s  l\ 


und  hieraus  folgt  die  Belation: 

»1  %l62  blbs  ^2  52*8  63 

Haben    diese    Quotienten    den    Werth   ^(^),     so    erhalten    wir    für 
M|,  tf|, . .  •  «8  die  Werthe: 

«*!-*(«)  6!,   «a-*(^)5i6j,   *«»-i^(»)Si68, 

«*4-*(^)6;,  t*6-x^)6268»  ««e-tc^)^;- 

Wenn  X{y)  »  0  die  homogene  lineare  Differentialgleichung  ist,   wel- 
cher die  Quadrate  der  Integrale  der  Gleichung  17)  genügen,  f&r  welche  also 

ein  FnndamentalsjTfltem  ist,  so  erhiQt  man  die  allgemeine  Form  der 
Gleichung  sechster  Ordnung,  deren  Integrale  die  Gleichung  l)  erfCQlen, 
wenn  man  seist 
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Aus   der   Eindeutigkeit   der   Coefficienten   der   Gleichungen   a)    und 
X(t;) -0  folgt,  dass  ^(^)  „  .^vW-» 

ZU  bestimmen  ist,   wo  97  (x)  eine  eindeutige  Function  bezeichnet.     Setzt 
man  nunmehr  in  Gleichung  17) 

0 


so  ergiebt  sich  diejenige  homogene  lineare  Differentialgleichung  dritter 
Ordnung  mit  eindeutigen  Coefficienten,  deren  Integrale  derart  sind,  dass 
ihre  Quadrate  Integrale  der  Gleichung  a)  sind. 

Zugleich  ergiebt  sich,  dass  diese  Gleichung  nicht  eine  solche  sein 
kann,  welcher  die  Quadrate  der  Integrale  S"^,  ^^  einer  homogenen  linearen 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  genügen.  Denn  ein  Fundamental- 
system derselben  ist  tl^titi^^»  Die  Gleichung,  welcher  die  Quadrate 
dieser  Grössen  genügen,  ist  ersichtlich  von  der  fünften  Ordnung  und 
stimmt  natürlich  mit  derjenigen  überein,  welcher  die  vierten  Potenzen  der 
Integrale  jener  Gleichung  zweiter  Ordnung  genügen. 

Um  jene  Differentialgleichung  sechster  Ordnung  X(v)  =  0  zu  er- 
halten, der  die  Quadrate  der  Integrale  der  Gleichung  17)  genügen^  setse 
man  v  »  yK  Durch  successive  sechsmalige  Differentiation  und  Elimination 
der  höheren  als  zweiten  Ableitungen  Ton  y  Termittelst  d^  Gleichung  17) 
erhält  man 

dv      ^    dy 
dx  dx 


+  (143'+  2p"+  2j>«)  y  ^  +  i.^M  +  23")  y*. 


-  (54i,'+  42,)  g  g  +  SOi,  (g)  +  (32p'+ 12^"+  24^)gf)' 
+  (54j)g  +  8j)p'+  21»'"+  163")  V 

+  (2j>a'+  ey«  +  22 äH  U")  y». 


+  (54j)3  +  8j)p'+  21»'"+  163")  y  J  +  (21»»+  6j)"+  86«')  y  g 
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Man  erhBlt  so  sieben  lineare  Gleichungen  füi  die  sechs  GrOssen 

«^'  ^  li'  Kd^j'  ^d^'ü-d?'  \d^y 

Die  Elimination  derselben  führt  za  der  gesuchten  Gleichnng  X{v)  <-»  0, 
deren  Coefficienten  rationale  Functionen  von  |),  q  nnd  ihren  Ableitungen 
sind.     Durch  die  Substitution 

erhalten  wir  die  lineare  homogene  Differentialgleichung  sechster  Ordnung 
mit  eindeutigen  Coefficienten,  welche  mit  a)  identisch  ist.  Die  Coeffi- 
cienten  derselben  sind  ersichtlich  eben&lls  rationale  Functionen  von  j;>,  g, 
9  und  deren  Ableitungen,  wobei  p^  g,  q>  als  eindeutige  Functionen  definirt 
sind.     £s  ergiebt  sich  hieraus  der  Satz: 

„Sind  die  Integrale  der  Differentialgleichung  a)  verbunden  durch  die 
Relationen  1),  so  genügen  derselben  die  Quadrate  der  Integrale  einer 
tinearen  homogenen  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  mit  eindeutigen 
Coefficienten«  Die  Coefficienten  von  a)  lassen  sich  in  diesem  Falle  ratio- 
nal darstellen  durch  drei  eindeutige  Functionen  und  deren  Ableitungen.  Die 
36  Grössen  a  der  Determinante  c)  lassen  sich  rational  und  ganz  dar- 
stellen durch  9  GrOssen,  die  der  Bedingung  /)  genügen." 


ni. 

Es  mOgen  unter  den  Integralen  u^,  u^,  ...  u^  eines  Fundamental- 
fljstems  der  Gleichung  a)  die  beiden  homogenen  quadratischen  Gleichungen: 

1)  1  *«i«*6-  «<J«6 

bestehen.     Duroh  einen  Umlauf  von  x,  welcher  Ui  in  m<  überfuhrt,  gehen 
dieselben  über  in:  .    .    •         i    > 

Setzt  man  fOr  die  Grrössen  u'  die  Werthe  b)  hierin  ein,  so  muss, 
da  nur  die  Belationen  l)  bestehen  sollen,  das  System  2)  eine  Folge  des 
Systems  l)  sein.  Durch  Elimination  der  GrOssen  u^  und  u^  aus  den 
Gleichungen  1)  und  einer  jeden  von  2)  ergeben  edch  daher  zwei  Identi- 
tftten.     Zu  diesem  Zwecke  setzen  wir: 


3) 


«1         «8         % 

(Da—   —   -^« 
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6) 


Hieraus  folgt: 

1  Ug  -  1?  <*i,  11,  -  a,  t«!,  t*^  -=  1?  «1 «, , 

Dies  in  b)  eingesetzt  ergiebt  fflr  die  Grössen  u'  die  Werthe: 
5)  w!«Mj(art  +  a<,»?  +  artö>i  +  ai4i?ö>j  +  a.ftO>g+«/et20),).    (£-=  1,  2, .  ..6) 
Hierdurch  erhalten  die  Gleichungen  2)  die  Form: 

(«U  +  «12  ^  +  «13  "«l  +  «14  ^  0>1  +  «15  «>1  +  «16  V  ^) 
X  («41  +  «4Ä  ^  +  «48  »i  +  «44  'J  »1  +  «45  ®«  +  «45  *?  ®») 

"  («21  +  «22  *?  +  «28  »1  +  «24  ^  »1  +  «25  «2  +  «26  ^  ^i) 
X(«8l  +  «82  *^  +  «M<»1  +  «84  ^  «>1  +  «85  <»2  +  «86  ^  ^%)^ 

(«11  +  «w  n  +  «18  «1  +  «14  ^  «1  +  «15  »2  +  «16  *?  »2) 
X(«61  +  «62*?  +  «68»!  +  «64^  »1  +  «65  »2  +  «66  ^  «2) 

-  («21  +  «22  *?  +  «28  «1  +  «24  *?  »1  +  «26  «^2  +  «26  ^  "2) 
X(«6l  +  «52*?  +  «68  «>1  +  «54  *?  »1  +  «56  »2  +  «66  *?  ^t)' 

Diese  Gleichungen  müssen  gelten  f&r  alle  Werthe,  welche  die  durch 
3)  definirten  Grössen  17,  o^,  m^  annehmen  können.  Werden  durch  den 
obigen  Umlauf  Yon  x  die  Grössen  17,  w^  oo,  übergef&hrt  beziehungsweiBe  in 
V,  o'j,  co'gi  ^  ^^^  ^^  ^)  ^^^  ^)  ^  üebereinstimmung  mit  6): 

y^  «21+«2t'?  +  «28<»l+«2<*?«l+«25<»2+«26*g<»> 
«11  +  «12  *?  +  «18  «1  +  «14  n^l+  «15  «2  +  «16  V  »2 

^  «41  +  «42  *?  +  «48  «1  +  «U  *?  <»!  +  «45  «>2  +  «46  *?  <»2 
«81+ «82*2  +  «88  «'iH"  «84*?%+ «85  «2+  «86»?  ®2 

„  «61  +  «62  *?  +  «68  ^l  +  «64  *?  <Pl  +  «65  <»2  +  «66  *?  <»2 
«51  +  «62  *?  +  «68  «»1  +  «54  *?  «»l  +  «55  «>2  +  «66  *?  ^i 

f  ^  «81+  <'^^+«88<»l+«84*?<»l  +  «85<P2+  «86  *?  "^2 
^  «11  +  «12  *?  +  «18  ®1  +  «14  *?  «1  +  «16  «^  +  «16  *?  «^2 

^  «41  +  «42  *?  +  «48  <»1  +  «44*?  <»1+  «45  «'2  +  «46  *?  <»8  . 
«21  +  «2t  *?  +  «^  Ö>1  +  «24  *?  »1  +  «26  »2  +  «26  *?  «»2 


7) 


8) 


9) 


f  ^  «51+«52*?+«68<»l+«54*?<»l+  «55  «>2  +  «56  *?  <»2 
*  «11  +  «12  *?  +  «13  »1  +  «14  *?  »1  +  «15  «2  +  «16  *?  ®2 

^  «61  +  «62  *?  +  «68  <»1  +  «64  *?  ">!  +  «66  <»2  +  «66  *?  <»2  . 
«21  +  «22  *?  +  «28  ß>l  +  «24  *?  «1  +  «25  «^2  +  «26  *?  «2 

W^gen   der  Bedingung  c)   können  in   den   einzelnen  gleichen   Quo- 
tienten nicht  zwei  Z&hler  beziehungsweise  Nenner  bis  auf  einen  constanten 
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Factor  identisch  sein.  Aus  demselben  Grunde  können  nicht  überall  die 
Coefficienten  von  t^o^  resp.  y^go^  verschwinden.  Es  müssen  daher  die 
Zfthler  und  Nenner,  welche  ganze  rationale  Functionen  von  höchstens 
zweitem  Grade  in  17,  (0|,  oDj  ^^1  ^^^^  ^  Factoren  der  Formen  a^^hri  und 
c  +  dfOi  +  ea^  zerlegen  lassen,  und  die  einzelnen  Quotienten  müssen  im 
Zfthler  und  Nenner  je  einen  gleichen  Factor  haben,  während  der  andere 
Factor  sftmmtlichen  Zählern  resp.  Nennern  der  gleichen  Quotienten  ge- 
meinsam ist.  Es  kann  jedoch  nicht  a  +  ß n  '^ y -{•  d (0^+  ccd,  sein  für  alle 
Werthe,  welche  die  durch  3)  definirten  Grössen  17,  o)|,  co,  annehmen 
können.  Denn  hieraus  würde  sich  eine  homogene  lineare  Beziehung 
zwischen  t^i,  ti,,  V3,  t/5  ergeben,  welche  unmöglich  ist,  da  ti^ ,  Ks,  • .  •  t/^ 
nach  unserer  Annahme  ein  Fundamentalsjstem  bilden.  Daher  sind  för  die 
Grössen  17',  o'^,  o'^  nur  Quotienten  möglich  von  der  Form: 


A) 


V+Qtl 


B)  a^+h^a^+Cia^ 


Es  sei 


Dann  könnte  man  setzen: 

u[  -  (t  +  öti)  (aj+  620)1+  c^wj)  Wi , 
t/,—  (t  +  6ri)  (01+  &i©i+  c^m^)  «i, 
und  erhielte  wegen  der  Gleichungen  2)  und  6): 

^-  (^1+  <^iv)  ((h+  h^i+  ^«2)  Wn 

«*1-  (^1+  ^iV)  («1+  ^Ö>1+  CilOg)  Ui, 

«*i-  (^8+  V/)  («1+  2>i«i+  Cj«,)  11,. 
Daraus  ergäben  sich  die  Werthe: 

t*i  t  +  Cfl 

,^<   _  VL?2^ 

00      «M     — --    .M . 

»      ti;         r  +  tf  t) 
Eliminirt  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  17,  so  folgt 

reo',  —  Tj         T©!— T, 


7  —  * f 


und  hieraus  die  Kelation 
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deren  Coefficienten  nicht  gleich  null  sein  können,  da  alsdann  der  Quotient 
zweier  Grössen  v!  gegen  die  Annahme  constant  wäre.  Diese  Relation  ist 
unmöglich;  da  sich  daraus  eine  homogene  lineare  Gleichung  unter  den 
Integralen  des  Fundamentalsjstems  u[j  u^,  •••i^g  ergeben  würde.  Folg- 
lich kann  »/'  nicht  die  Form  B)  haben. 

Ist  andererseits 

1  +  (iri 


j 


10) 


'     u\      v  +  Qn' 


60  sei: 


11) 


11) 


Dann  ist  in  Folge  der  Gleichungen  2)  und  6): 

ttft-  (v+  ?^/)  (h+  »»80)1+  n^wj)  Ui, 


Hieraus  folgt: 


?i+fWia)i+»t|fl>g 
2  +  wa)i+  ««2 

Z,+  m20i+ WgOg 
{ +  wa)i+  nwj 


Also  gehen  durch  den  obigen  Umlauf  17,  a>i,  oo^   bezüglich  über  in 
die  Werthe: 


10) 
12) 
13) 


n'-- 


V  +  ^1/ 

li  +  WiCOi  +  niüOj 
l  +  wa)i+  nö2 

Zg+ni^coi+figOg  , 
{  +  wa)i+  noog 


Hierbei  haben  füx  einen  bestimmten  Umlauf  (o[  und  co^  denselben 
Nenner.  Die  13  Coefßcienten  sind  von  x  unabhängig  und  nehmen  für  die 
yerschiedenen  Umläufe  im  Allgemeinen  andere  Werthe  an.  Aus  der  Zu- 
sammenstellung der  Formeln  5)  und  11)  ergiebt  sich,  dass  die  36  Ghrössen 
a  der  Determinante  c)  sich  als  ganze  rationale  Functionen  von  höchstens 
13  Grössen  darstellen  lassen. 

Digitized  by  VjOOQ IC 


Von  Dr.  M.  Rosenkranz. 


141 


Bildet  man   diese   Determinante,   so  ist 

|«.*|  (i,ÄJ-l,2,...6) 

Iv     Iq     mv     mq  nv  ng 

II     Ifi     ml     mii  nX  nfi 

l^v    Jj^    mjv    m^Q  n^v  n^Q 

Ij^l    lin    m^l    m^fi  n^l  n^ii 

k^    k9    «4^    ^9  ^^  ^Q 

l^l    liii    in^X    m^fi  n^X  n^fi 


l 

0 

h 

0 

k 

0 

V 

0 

0 

l 

0 

0 

0 

«1 

0 

♦h 

0 

**t 

9 

0 

0 

»* 

0 

0 

m 

0 

m, 

0 

«•» 

0 

0 

0 

V 

0 

0 

l 

0 

1 

0 

h 

0 

k 

0 

0 

Q 

0 

0 

*» 

n 

0 

♦H 

0 

«» 

0 

0 

1 

0 

0 

V 

0 

0 

m 

0 

»H 

0 

IN, 

0 

*» 

0 

0 

9 

0 

9H  nii^  füg 


vX   » 
9  f* 


Dieses   Prodnct   ist  entsprechend   der  Bedingung   c)    von    null  yer- 
schieden.     Daher  gelten  ^  die  13  GrOssen  die  Bedingungen 


y") 


^0, 


vi 


^0. 


Man  kann  nunmehr  zwei  Fanctionen  ^^  und  $,  so   bestimmen,  dass 


14) 


g^ 
^M* 


und  es  ergiebt  sich  unter  Berücksichtigung  der  Gleichung  10)  genau 
wie  Torher^),  dass  die  hierdurch  definirten  Functionen  ^^  und  ^  ein 
Fondamentalsjstem  von  Integralen  einer  linearen  homogenen  Differential- 
gteichung  zweiter  Ordnung  mit  eindeutigem  Coefficienten  bilden: 

15)  S-ry. 

Ebenso  l&sst  sich  setzen: 


dx" 


1)  Vgl.I,  18)- 19). 
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16) 


—  ■"  Ü0<  •  —  ■"  (Do  « 
1  ^1 


und  in  Folge  der  Gleichungen  12)  und  13)  sind  f,,  ^,  fj  hierdurch 
bestimmt  als  Integrale  eines  Fundamentalsystems  einer  linearen  homogenen 
Differentialgleichnng  dritter  Ordnung  mit  eindeutigen  Coefficienten: 

€p0  dz   . 

Sind  die  GrSssen  1^,  g,  dnrch  14),  ti,  S»,  S,  durch  16)  definirt, 
so  ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen  4): 

18)    «,  -  I  «1 ,  «.  -  I  «*1 ,  «4  -  II  «1 ,  «6  -  I  «1 ,  «8  -  ^  ^  «1 , 

and  hieraus  folgt: 

^^^  fiSi      fi5,       &I,      £,1,      f,g,      £.1, 

Diese  Quotienten  seien  gleich  t(/(a;),  so  erhält  man: 
20)  I  **^  ■"  '*(^)fi5n  ^  -  *(«)fiS«;  «3  -  t);(a;)Jili, 

Ist  ^(y)  "=  0  die  Gleichung,  der  die  Producte  eines  Integrals  der 
Gleichung  15)  und  eines  solchen  der  Gleichung  17)  genügen,  för  welche 
daher 

*i»ij  fifeÄi  S%iij  iglsi  fs^u  £$§2 
ein   Fundamentalsystem   ist,    so    ergiebt   sich    die   allgemeine   Form    der 
linearen   homogenen   Differentialgleichung    sechster   Ordnung,    deren   Inte- 
grale den  Gleichungen  l)  genügen,  durch  die  Substitution 


V  « 


^{x) 


Aus  der  Eindeutigkeit  der  Coefficienten  der  Differentialgleichung 
^(v)  «-  0  und  der  Gleichung  a)  folgt,  dass  i/;(a;)  die  Form  c^v»r*;rf*  hat, 
wo  <p(x)  eine  eindeutige  Function  von  x  bezeichnet. 

Es  ergiebt  sich  zugleich,  dass  Gleichung  17)  nicht  diejenige  sein 
kann,  welcher  die  Quadrate  der  Integrale  der  Differentialgleichung  15) 
genügen,  da  die  Producte  der  Integrale  dieser  beiden  Gleichungen  er- 
sichtlich einer  linearen  homogenen  Differentialgleichung  fünfter  Ordnung 
genügen. 


1)  Vgl.ir,  12)~17). 
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üeber  den  Fall,  dass  der  Differeniialgleiohtiiig  17)  die  Quadrate  der 
Integrale  einer  von  15)  Yerscldedenen  linearen  homogenen  Differential- 
gleichnng  zweiter  Ordnung  genügen,  s.  Amnerkang  1. 

Um  die  obige  Oleiobmig  ^{v)  »  0  zu  bflden,  setze  man 

differenzire  diese  Gleichnng  soccessive  sechsmal  und  reducire  dabei  jedes- 
mal die  zY<^eite  Ableitung  von  p  vermittelst  der  Gleichung  15)  und  die 
dritte  Ableitung  von  0  mit  Httlfe  der  Gleichung  17).  Es  ergeben  sich 
hierdurch  sieben  lineare  Gleichungen  für  die  sechs  GrOssen 

dB       cPz     dy^      dy^  dg     dp  d^» 
^''  ^  dx'  ^dö?'  dx^'  Ix  dx'  Ix  Is?' 

deren  Elimination  die  gesachte  Gleichung  liefert.  Ihre  Coefficienten  sind 
ersichtlich  rationale  Functionen  von  p^  Qy  r  und  deren  Ableitungen  also 
eindeutige  Functionen  von  x.     Setzt  man 

wo  q>(x)^  wie  oben  gesagt  ist,  eine  eindeutige  Function  von  x  bezeichnet, 
so  geht  die  Gleichung  W(v)  '^  0  ttber  in  die  Gleichung  a). 

Es  seien  zwei  beliebige  Functionen  <Px(x)  und  92 (^)  ^^  beschaffen,  dass 

21)  9i(*)  +  98(«)-9(«). 

Dieselben  kOnnen  stets  als  eindeutige  gewählt  werden.  Setzen  wir 
in  den  Gleichungen  15)  und  17): 

80  ergeben  sich  die  homogenen  linearen  Differentialgleichungen: 

deren  Coefficienten  ebenfalls  eindeutig  sind.     Es  ist 

<,— &«^y*^^*",  (*"-!»  2) 

t(;*-£i6^«»»^>^*  (Ä- 1,2,3) 

nnd  hieraus  folgt: 

Unou^^tke^^^^^'^ui.  (A-l,2,...6) 

Wir  finden  daher  den  Satz: 

„Genflgen  die  Integrale  der  Differentialgleichung  a)  den  fielationen 
^)i  M>  genügen  ihr  die  Produote  der  Integrale  einer  linearen  homogenen 
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DifferentialgleiGhung  zweiter  Ordnung  und  einer  solchen  dritter  Ordnung 
mit  eindeutigen  Coefficienten.  Die  Goefficienten  der  Gleichung  a)  sind 
darstellbar  als  rationale  Functionen  von  vier  eindeutigen  Functionen  und 
deren  Ableitungen.  Die  36  Grössen  der  Determinante  c)  sind  ganx  und 
raüonal  darstellbar  durch  13  Grössen,  die  der  Bedingung  /^  genügen.^ 

Zu  erwähnen  bleibt,  dass  die  beiden  durch  die  Gleichung  21)  de- 
finirten  Functionen  <p^  und  go,  nicht  eindeutig  gew&hlt  zu  sein  brauchen. 
In  diesem  Falle  gilt  dasselbe  von  den  Goefficienten  der  den  Gleichungen 
22)  und  23)  entsprechenden  Differentialgleichungen. 

Anmerkung  1.     Tritt  zu  den  Relationen  1)  noch  die  Gleichung 


so  ist 


t*J-Mi«5, 


— -^  ^  — — I 

also  nach  den  Gleichungen  3) 

«,  —  »•, 

wenn  wir  in  diesem  Falle  »^  durch  co  ersetzen.     Gem&ss  Gleichung  12) 
w&re  dann 

(O'  wem  -± i S--—  . 

1+  mm  +nar 

Dieser  Ausdruck  muss  sich,  fialls  n  oder  fi^  von  null  verschieden  ist, 
auf  einen  im  Zähler  und  Nenner  höchstens  linearen  reduciren,  da  nach 
Gleichung  13)  i    .  .  2 

*      ^^  I+mw  +  no)* 

Zugleich  ergiebt  sich^  dass 

l+mm+  fiö)*—  (a  +  ßmy 
sein  muss,  also 

..    N  f  Ii+miW  +  fijL©*— (a+/3ö))(y  +  da)), 

IIa)  {  •      /  \« 

l  ^  +  »4  w  +  fijoi'—  (y  +  0«)*. 

Demnach  wird  das  Schema  11)  in  unserem  Falle: 
i*i-(v  +  9i?)(«+HS, 

«i—  (v  +  QV)  {^  +  ßo>)  (y  +  dw)  1*1, 

<«6  "-  (v  +  e^^)  G' +  d«)»!«!, 

so  dass  man  f&r  rf  und  m*  die  Werthe  erhält: 


IIa) 


V„A±J^     ^r^y  +  dfi> 
v+^if'  a  +  ßm 
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Es  ist  die  Determixuuite  ^) 

n     n^    n, 

Y  i  0 
0yd 
«    ß 


2  aß 
1     0 

0       €C 

0     y 


ßy+ad 

ßi 

0 

ß 
8 


2yd 
d» 


y     d 

Da  Z  ±  I  Ml  M,  TOn   null  Tenehieden 
GrSssen  a,  /!,  y,  d  die  Bedingong 


ynx,   80  gilt   auch  fOr  die 


Also  ist  1}  me  vorher  za  betrachten  als  Quotient  zweier  Integrale  1, 
nnd  I,  eines  FondamentalsTstems  der  Gleichnng  15),  c»  als  ein  solcher 
zweier  Integrale  &i  und  dj  eines  FondamentalsTstems  der  linearen  homoge- 
nen Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  mit  eindeutigem  Coefficienten: 

Da  nach  den  Gleichungen  16); 


»Vi- 


at. 


M, 


so  ergiebt  sich: 


k.     £i 


Also  genügen  in  diesem  Falle  der  Differentialgleichung  17)  die  Qua- 
drate der  Integrale  der  Gleichung  15  a).  Ein  etwaiger  ihnen  gemeinsamer 
Factor  ist  constant,  weU  in  der  Gleichung  17)  der  Coefficient  der  zweiten 
Ableitnng  nnll  ist.     Es  gilt  daher  der  Satz: 

„Genügen  die  Integrale  der  Gleichung  a)  den  drei  Relationen: 

80  befiriedigen  dieselbe  die  Prodncte  der  Integrale  einer  linearen  homoge- 
nen Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  mit    eindeutigen  Coefficienten 


1)  S.  S.  81. 

Zeiuchrift  f.  XAthemaiik  a.  Physik  XXXY,  3. 
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und  der  Quadrate  der  Integrale  einer  anderen  von  ebenderselben  Be- 
schaffenheit'^ 

Die  erstere  ist  die  Gleichung  22),  die  letztere  erhüt  man  aus  15  a) 
durch  die  Substitution 

wo  die  eindeutige  Function  (p^  definirt  ist  durch  die  Oleichung  21). 

Femer  sieht  man: 

„In  diesem  Falle  sind  die  36  Qrössen  a  der  Determinante  c)  dar- 
stellbar als  ganze  rationale  Functionen  von  höchstens  acht  GrOssen,  welche 
den  Bedingungen:  a^  —  ^y^O,  vfi  —  Iq^O  genügen." 

„Die  Coefficienten  der  Gleichung  a)  sind  darstellbar  als  rationale 
Functionen  der  drei  eindeutigen  Functionen  r^  s,  q>  und  der  Ableitungen 
derselben." 

Dies  ergiebt  sich  durch  sechsmalige  aufeinanderfolgende  Differentiation 
der  Gleichung  « 

indem  man  die  zweite  Ableitung  von  y  und  y^  jedesmal  vermöge  der 
Gleichungen  15)  und  15  a)  reducirt.  Man  erhält  dadurch  sieben  lineare 
Gleichungen  für  die  sechs  Grössen 

^^'  ^  jj'  ^'d^^'  ^^-d^Tx'  fej^'  w^ 

Die  Elimination  derselben  liefert  diejenige  homogene  lineare  Differen- 
tialgleichung sechster  Ordnung  mit  eindeutigen  Coefficienten,  der  die 
Producte  der  Integrale  von  15)  und  der  Quadrate  der  Integrale  von 
15  a)  genügen.     Durch  die  Substitution 

ergiebt  sich  die  in  diesem  Falle  mit  a)  identische  Gleichung 

Anmerkung  2.  Besteht  unter  den  Integralen  von  a)  nur  eine  der 
Gleichungen  l),  z.  B. 

60  könnte  man  setzen: 

und  erhielte  aus  der  Gleichung 

wenn  f&r  U;  die  Werthe  aus  der  Gleichung  b)  gesetzt  werden,  die  Iden- 
tität für  jeden  Werth,  den  i^^,  i^,,  Vy  und  v^  annehmen  können: 
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«11  +  «12  Vi  +  «13  %  +  «U  Vi  V%  +  «16  ^i  +  «16  y« 

«21  +  «22^1+  «23%  +  «24%  Vi  +  «26^1  +  «2«  »^2 

^   «31+  «82%+  «88%+  «84%%+  «35^1+  «36^2 

""  «41+  «42%+  «43%+  «44%%+  «46  »'1+  «46^2 

Damit  sich  in  einem  dieser  Quotienten  ein  in  iJi  oder  ij^  linearer 
Factor  im  Zähler  und  Nenner  eigiebt,  müssen  die  Coefficienten  von  v^ 
nnd  v^  null  sein,  in  Folge  der  Identität  also  auch  in  anderen  Quotienten. 
Die  Gleichung  a)  wäre  in  diesem  Falle  reductibel,  da  K|,  143,  t/,,  u^  einer 
linearen  homogenen  Differentialgleichung  vierter  Ordnung  mit  eindeutigen 
Coefficienten  genOgen.^) 

1)  Ueber  dieselbe  s.  Goursat,  I.e.  S.  160.  Vgl.  Schlesinger,  1.  c.  S.  26 
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Ueber  die  algebraischen  Integrale  algebraischer 
Differentialgleichiingen. 

Von 

Dr.  E.  Jahnke. 


Es  werde  eine  irrednctible  Differentialgleichung  erster  Ordnnng  und 
f»*^  Grades  von  der  Form 

1)  F{u,  U)  =2^  f' (^)  U^-'^O 

zn  Grunde  gelegt,  wo 

du 

de 
und  die  Coefficienten  f  ganze  rationsde  Functionen  von  u  bedeuten« 

Wir  verlangen,  dass  ihr  Integral  eine  eindeutige  und  zwar  eine  ratio- 
nale Function  sei;  dann  folgen  die  allgemeinen  Bedingungsgleichungen» 
welche  zwischen  den  Coefficienten  einer  Differentisklgleichung,  die  eine  ratio- 
nale Function  definirt,  bestehen  müssen,  aus  denen,  welche  ich*  fUr  die  Dif- 
ferentialgleichungen mit  eindeutigen  doppeltperiodischen  Integralfunctionen 
aufgestellt  habe,  durch  die  Forderung ,  dass  R(jf)  mindestens  einen  Linear- 
factor  dritten  Grades  enthalte,  eine  Forderung,  die  nicht  etwa  den  Briot 
und  Bouquet'schen  Untersuchungen'^  entnommen  zu  werden  braucht;  der 
Nachweis  flElr  ihre  Richtigkeit  wird  weiter  unten  (p.  152)  erbracht  werden« 

Die  vorgelegte  Differentialgleichung  1)  muss,  wie  auch  im  ersten  Ab- 
schnitt meiner  Inauguraldissertation*  gezeigt  ist,  eine  Form  haben,  bei  der 
(/*ot«)  =  l  ist,  und  die  Coefficienten  /^,  (u)  ganze  rationale  f'unctionen  2^/ten 
Grades  von  u  bedeuten«  In  diese  Form  gehen  auch  di^'enigen  Differentialgleich- 
ungen ein ,  bei  denen  die  Coefficienten  fg^  {u)  Functionen  niedrigeren  Grades 
darstellen,  da  sich  durch  gebrochene  lineare  Substitutionen  für  u  stets  er- 
reichen lässt,  dass  sie  den  Grad  2^/  wirklich  annehmen. 

Wieder  betrachten  wir  den  Specialfall,  wo  die  rationale  Function  y, 
welche  durch  die  Differentialgleichung: 

*  Zur  Integration  von  Differentialgleichungen  erster- Ordnung  etc.    Inaugn- 
raldissertation.    Halle  1889. 

•*  Theorie  des  fonctions  elliptiques.    Paria  1879. 
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(ä!)*=*^^'   ■R(»)=2«'«^"' 


definirt  wird,  mit  u  in  der  Beziehung  steht: 

wenn  F(u)y  W{u)  rationsde  Functionen  yon  u  bedeuten.  Der  Nachweis, 
dass  ein  solches  y  Oberhaupt  existirt,  wird  durch  den  Verlauf  unserer  Unter- 
suchung selbst  erbracht.  Ohne  Schaden  für  die  Allgemeinheit  kOnnen  wir 
auch  hier*  V{u)  und  W{u)  vorweg  als  ganze  rationale  Functionen  auf- 
fiissen  y  wie  aus  dem  Gleichungssystem  B.  Nr.  n  (1.  c.  p«  7)  hervorgeht 

Aus  den  in  Nr.  11*^  aufgestellten  allgemeinen  Bedingungsgleichungen 
werden  nun  für  ^j|=?x  die  folgenden  erhalten. 

Aus  A.  Nr.  II  geht  hervor: 

(m- v)^,»-ä;(«)  =  [0,-,+ («1-2)0,1  n«)  +  ^  <hfi  («) 

(v  =  2,3,...,m-2), 
wo 

gesetzt  ist,  nnd  andererseits  ans  B.: 


tnj 


lÄ,'-" [(m-2)  7(1«)  +  ^ /i(«) J"  V.(«) 

=  (?)  '''(•') +  (';il) /•.(«*)  '^'-•(«)  + •••  +  /;(«).    (v=l,  ....«-2) 
SO  dass  sich  durch  Elimination  von  lfy(u)  ergiebt: 

^{[a,.,  +  (m-2)a,17(«)+'?!^«.y,(u)}[(m-2)7(«)+^fi(«)]''' 

=(?)  '^'(«)+(';;:})aw'-*(«)+-+a(«),   (v=2 m-2) 

eine  Becursionsformel  zwischen  F(u),  fi(u)^  ...,  /*«,— 2(^)1  die  illusorisch 
nur  dann  werden  kOnnte,  wenn  Ä^  identisch  verschwende.  Eliminirt  man 
nun  o,,  ...y  üm-i  ans  I),  so  findet  sich  als  Eliminationsresultat: 

ifi7'»-«(t*)  +  (m-l)/i(u)7'"-''(u)  +  ...  +  2/;.-2(u)7(ti)  =  0, 
das  mit  der  zweiten  Gleichung  in  B.  Nr.  11  verglichen  zu: 

II)  fm^i{u)  =  0 

f&hrt,  so  dass  die  zweite  Gleichung  in  B.  als  identische  Folge  des  Systems 
I)  anzusehen  ist  Zur  Berechnung  von  V{u)  wählen  wir  die  Gleichung 
(v=s2)  in  I),  welche  sich  so  schreiben  iSsst: 

«[(«.-2)0,-5^]  7(«)[m(ii»-2)7(i«)  +  2(ii»-l)f,(«.)] 

+(m-l)»a,/;*(u)-m(m-2)/,(«)  =  0.       

•  Wie  in  meiner  InaogoraldiBsertation,  1.  c.  p.  7.       ^^^^^^-A!^^'^. 
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Da  wir  a  priori  ?riBsen,  dass  F(t«)  eine  ganze  rationale  Function  von  u 
darstellt,    bo   mnss   die  Discriminante   dieser  Gleichnng   ein   ToUstSndiges 
Quadrat  sein: 
ni)  (m-l)»(m-3)/i«(«)-2«i(m-2)»/;(u)  =  [m-3-2a,(m-2)]i>,«(«), 

WO  Pfiu)  eine  ganze  rationsde  Function  zweiten  Orades  von  u  bedeutet 
Demnach  wird: 

und  es  ergiebt  sich: 
Äi(u)  =  ^ />,(«), 

af,(«)  =  ^^J_2^  [-  ft{M)  +  /», («)] , 
allgemein: 

^'^'*^^m{m-i(m-V)  |-(«»-l)«-»^i(«)  +  [or-i  +  (m-2)a.]  P,(«)j. 

Zugleich  erkennt  man,  dass  die  Becursionsformel  I)  die  Coefficienten 
fs(^)f  •••I  fm-^iM  aIb  ganze  rationsde  Functionen  yon  f^{u)  und  P^iu) 
darstellt.  Eine  Darstellung  für  fmM  mittels  derselben  Grössen  liefert  die 
erste  Gleichung  in  B.  Nr.  11*,  welche  mit  Bücksicht  auf  18)  Nr.  ü*  die 
Form  annimmt: 

IV)  m"— M  «- » F[V(u)]  =  />,«- ' (w)  Pi«(i4), 

wo  V{u)  aus  3)  einzusetzen  ist  und  Pi{u)  eine  lineare  Function  von  u  be- 
deutet* 

Was  endlich  die  Bedingungsgleichungen  C.  angeht,  so  haben  die  Co- 
efficienten der  Jlf,- Functionen  (v^m*-2)  die  Werthe: 

m(m— 2)(m-v)r„»  =  4i*-M— (m  — l)a,-i«,  +  [a^-i  +  (m— 2)a,]««} 
/v  =  0,  1,  ...,  m-2\ 
U=0,l,2  > 

wenn 

gesetzt  wird.  Daher  stellen  sich  die  Grössen  s»  in  Gleichung  20)*  als 
lineare  Functionen  yon  J^,  d^^  A^  und,  wenn  x^m,  als  ebensolche  von 
^o>  ^19  ^8)  ^%%  ^4,  <l^t  80  dass  sich  das  Gleichungssjstem  C*  in  die  Form 
setzen  iSsst:  ^ 

V)  2^'''^-  =  0'  (^==1'  -^  »»-S) 

WO 


•  I.e. 
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-^4  =  — 2ci,(c,*ao  +  öi«i  +  «i)* 
angenommen  sind.    Dabei  sind  die  91^,  ganz  und  rational  ans  A^^  A^,  ... 
Am^s  zusammengesetzt. 

In  I)  bis  Y)  haben  wir  die  Bedingungsgleiohungen  dafür,  dass  die  vor- 
gelegte Differentialgleichung  1)  eine  doppeltperiodische  Integralfunction  be- 
sitzt** Soll  diese  aber  rational  sein,  so  treten  skis  zwei  weitere  Beding- 
ungen die  Eliminationsresultate  aus 

B(6,)  =  0,    B'(6,)=0,    B"(&i)  =  0 
hinzu,   wenn  h^   eine  dreifoche  Wurzel  von  B{y)=:0  bezeichnet.     Denkt 
man  sich  die  wiUkflrlichen  Constanten  in  Pi^(u)  so  bestimmt,  dass 

94  =  0, 
80  nehmen  die  erwShnten  BedingangBgleichnngen  die  Gestalt  an: 

VI)  8»*  =  3fl,-i8»+i.  (»'  =  1,2) 

Dabei  sind  die  Coeffieienten  g*  (»  =  0,  1,  2,  3)  gemles  V)  von  der  Form: 


4)  ».fl,  =  V»^,4 


'S"- 


>• 


wo  die  93  ganze  rationale  Functionen  der  A  darstellen. 

Die  vorgelegte  Differentialgleichung  1)  muss  mithin  die  folgende  Gestalt 
haben : 

1.  Die  Coefficienten  /«(u)  sind  ganze  rationale  Functionen  von  htk^hstens 
2xtem  Orade; 

2.  /i(«)=l,  /;.-i(«)=0; 

3.  zwischen  f^{u)  und  ff(u)  besteht  die  Beziehung  III); 

4.  f^(u)f  ...,  fm^2{ti)  sind  mit  f^{u)  und  P^{u)  durch  die  Becursionsformel 
I)  verbunden,  wo  der  Werth  für  V{u)  aus  3)  einzusetzen  ist; 

5.  f»(i«)  ist  in  rV)  durch  /^|(u),  P^{u)  und  Pi^(u)  ausgedrückt  Die  in 
lY)  gestellte  Forderung  Ifisst  sich  noch  anders  aussprechen.  Beachtet 
man,  dass  die  fiecursionsformel  I)  für  r(tt),  f^{u),  ...,  fm-tM  Aus- 
drücke in  f|(i«)  und  P^M  liefert,  welche,  in  die  zweite  Gleichung  von 
B.***  substituirt,  dieselbe  identisch  befriedigen  müssen,  da  sich  ja  diese 
Gleichung  als  identische  Folge  von  I)  darstellt,  dass  also  die  Gleichung 

dr{») 

*  1.  0.  ist  c^  =  1  angenommen. 

**  und  hiermit  ist  zugleich  die  Lücke  ausgefällt,  welche  im  Absehnitt  III 
Inauguraldiisertation  geblieben  ist 
Lc. 


Digitized  by  VjOOQlC 


152         üeber  die  algebr.  Integrale  algebr.  Differeniialgleichangen. 

unter  Zuhilfenahme  der  genannten  Ausdrttcke  ftlr  f^(u)^  ...,  fm—2{u) 
den  in  3)  angegebenen  Werth  fttr  7(u)  als  Wurzel  haben  muss,  so 
Iftsst  sich  die  ganze  rationale  Function  2ffiten  Grades  JP'[F(tf)]  als  ein 
Theiler  der  Discriminante  der  algebraischen  Gleichung  1)  auffassen.  Die 
Bedingung  lY)  verlangt  nun,  dass  diese  Discriminante,  und  zwar  der 
ausserordentliche  Theiler*  derselben,  durch  die  2(fn~l)te  Potenz  von 
f\(y)  ^^^  ^^  Quadrat  von  Pi*{u)  theilbar  ist; 
6.  dabei  genügen  die  Grössen  Ä^  A  den  Systemen  Y)  und  VI)  algebra- 
ischer Gleichungen. 
Die  Integralfunction  von  1)  ergiebt  sich  aus: 


5)  t«= 

Hiernach  erkennt  man  leicht,  dass  es  Differentialgleichungen  der  Form 

in  denen  von  yomherein  nur  t  +  t  Coef&cienten  angenommen  werden,** 
mit  der  Eigenschaft ,  einfach  periodische  oder  rationale  Int^gralfnnctionen 
zu  besitzen,  unter  Voraussetzung  der  Bedingung  2)  nicht  giebt 

Dagegen  existiren  binomische  Differentialgleichungen  mit  der  in  Rede 
stehenden  Eigenschaft.  Nämlich  damit  hier  rationale  Integralfunctionen  auf- 
treten, ist  .  f,^^ 

zu  setzen,  und  dies  ist  zugleich  die  Bedingung  daftbr,  dass  P,  (u)  ein  Theiler 
von  V{u)  ist;  demnach  nimmt  hier  die  Differentialgleichung  die  Gestaltan: 

17«  =  e(tt--a)'"+>  (u  — b)"-',t 
deren  Integral  lautet: 

**""       2«o!r-2«" 
Dabei  bedeutet 

^«  =  aj«  — 4«o«j- 

Die  Integrale  der  in  Rede  stehenden  Differentialgleichungen  haben  also  die 

bemerkenswerthe  Form: 

«"  =  9(t*), 

*  VergL  Kroneoker,  üeber  die  Discriminante  algebraischer  Functionen 
einer  Variablen,  Crelle's  J.  Bd.  91  p.  813. 

^  welche  in  Nr.  IV  und  Nr.  V  1.  c.  antenncht  worden  vind.  ^ 

**♦  Vergl.  Nr.  VI  1.  c. 
t  Hiermit  ist  der  p.  148  erw&hnte  Nachweis  erbracht. 
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wo  gf{u)  eine  lineare  Function  des  Argumentes  bezeichnet  Diese  Eigen« 
Schaft  bleibt  noch,  wie  Herr  Elitzkowski*  bemerkt  hat,  für  die  Diffe- 
rentialgleichungen mit  nicht  eindeutigen  algebraischen  Integralfunctionen 
erhalten. 

Die  Differentialgleichung 


hat  wegen 


^,(«)=o 

2»/i»(«)  +  3Y,(«)  =  3«P,»(«). 


wo  \    V^R-^JSSIS;^ 

/>/(«)=<^(«-c,)«  ,       .':v:7i7i;RsiTr} 

und  wegen  "  . -1 1  rpoT}"^  V»^^ 

^,»=12/^,^3 


die  Fonn: 


17»  +  /i  (u)  ü*  +  d,{u+ä^r  «,(»)  =  0, 


wenn  Q^(u)  eine  ganze  rationale  Function  dritten  Grades  von  u  bezeichnet, 
und  das  Integral: 

und  C|  durch  die  Gleichung 

Ci*ao  +  CiOfj  +  «,  =  0 

bestimmt  isi  Da  die  beiden  willkürlich  gebliebenen  Functionen  fi{u) 
und  P^{u)  einen  Factor  gemeinschaftlich  haben  können,  so  Ittsst  sich  noch 
eine  Form  der  vorgelegten  Differentialgleichung  aufstellen,  wo  f^{u)  die 
zweite  Potenz  eines  Linearfactors  von  f^{u)  enthält. 

Ein  Vergleich  dieser  Resultate  mit  den  von  den  Herren  Briot  und 
Bouquet  gewonnenen**  zeigt,  dass  die  allgemeinste  Differentialgleichung 
dritten  Grades,  welcher  durch  rationale  Functionen  genfigt  werden  kann^ 
in  die  hier  behandelte  Classe  gehOrt,  also  die  durch  2)  geforderte  Beding- 
ung stets  erfüllt. 

f»  =  4. 

Die  Differentialgleichung 

U*  +  f,{u)ü»  +  f,{u)U*  +  f,{u)U  +  f^{u)  =  0 
unterliegt  den  Bedingungen: 


*  üeber  die  Integration  der  mten  Wurzel  aus  einer  rationalen  Function.   In- 
aogoraldissertation.    Königsberg,  1887. 
••  Lc. 
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/i(«)=o, 
3v,»-2»/;(«)=v(«). 

[3/i(«)-7',(«)]»[A(u)  +  /',(«)]  +  2»/i(«)  =  |lp,«(«)P,»(«), 

Ihr  Integral  stellt  sich  dar  in  der  Form: 

u  = 

2Ky*-2^i(«o-»o)y'--äi»(3ao-«oV+16^jCo] 
wo 

/>j(t|)  =»  «Ott*  +  «^tt  +  », 

gesetzt  ist  und  c^  derselben  Relation  wie  im  Falle  m^S  genflgt 
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IX. 
Beiträge  zur  Theorie  ebener  Eräftesysteme. 

Von 

F.  KoscH, 

Ingenieur  und  ord.  Lehrer  a.  d.  König!  Oberreabohule  in  BreaUo. 


§1. 

Die  Seitenkraft  eines  Erftftesjstems  ist  die  Resultante  der  parallelen 
Componenten  der  einzelnen  Er&fte  des  Systems.  Dass  die  Mittelpunkte 
dieser  nacb  den  verschiedenen  Richtungen  bestimmten  Componenten,  also 
die  Angriffspunkte  der  Seitenkräfte  eines  ebenen  Erftftesjstems  auf  einer 
geraden  Linie,  der  Centrallinie  des  Systems»  liegen»  ist  bereits  von 
MQbius,  Minding  und  Schweins  bewiesen  worden.  (Cr eile's  Journal 
f.  Math.»  Bd.  14,  15,  16,  38,  47.)  Die  Arbeiten  dieser  drei  Forscher  geben 
aber  keinen  weiteren  Aufschluss  ttber  die  Eigenschaften  der  Seitenkräfte 
und  der  Centrallinie,  speciell  Aber  die  Veränderungen  ihrer  Lagen  bei  ge- 
wissen Aenderungen  des  Eräftesysteme ,  und  auch  sonst  ist»  wenigstens  in 
der  mir  bekannten  Literatur»  ein  solcher  nicht  zu  finden.  Die  folgenden 
üntersuchangen  wollen  daher  die  Theorie  ebener  Eräftesysteme  nach  obiger 
Bichtung  erweitem;  zugleich  sind  der  Vollständigkeit  und  Einheitlichkeit 
der  Darstellung  wegen  auch  einige  bereits  bekannte  Sätze  noch  einmal  ab- 
geleitet worden. 

§2. 

Unter  dem  Mittelpunkt  eines  Eräftesysteme,  welches  einer  Resultante 
äquivalent  ist»  versteht  man  bekanntlich  demjenigen  festen  Punkt»  um  wel- 
chen die  Resultante  sich  dreht,  wenn  die  Eräfte  unter  Beibehaltung  ihrer 
GrOsse  und  g^enseitigen  Neigung  zu  einander  um  ihre  fest  gedachten  An- 
griflbpnnkte  sich  drehen.  Die  Resultante  behält  dabei  ihre  Grösse  und 
Neigung  zu  den  einzelnen  Eräften  gleichfalls  bei,  weil  das  aus  den  einzel- 
nen Exäften  zusammengesetzte  Eräftepolygon,  dessen  Schlusslinie  sie  ja  ist, 
bei  dieser  Drehung  stets  sich  selbst  congruent  bleibt 

Dass  ein  solcher  Mittelpunkt  vorhanden  ist,  lässt  sich,  wie  bekannt, 
leicht  beweisen.     Sind  P^  und  P^  zwei  Eräfte,  p^  und  p^  ihre  Angrifib- 
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punkte  und  o  ihr  Durchschnittspunkt ,  so  bewegt  sich  o  auf  einem  festen 
Kreise,  welcher  durch  p^  und  p^  £»®^^>  ^^^  ^i  ^^^  ^s  ^^^^  ^^  Pi  ^^^'  P% 
gleichmässig  drehen.  Da  nun  die  Resultante  R  der  beiden  Kr&fte  immer 
die  gleiche  Neigung  zu  P^  und  P^  beibehält,  so  muss  der  Angrifbpunkt  r, 
um  welchen  B  sich  dreht,  gleichfalls  auf  diesem  E[reise  liegen,  da  dann  die 
Winkel  p^or  und  p^or  als  Peripheriewinkel  über  constanten  Bogen  selbst 
constant  bleiben.  Ist  eine  dritte  Kraft  P,  mit  dem  Angriffspunkte  p^  vor- 
handen, so  lässt  sich  mit  Hilfe  eines  zweiten  Kreises  aus  B  und  P^  mit  r 
und  j>3  die  Besultante  T  der  drei  Kräfte  i\,  P^^  P^  und  ihr  Angriffspunkt 
t  finden ,  u.  s.  f. 

Sind  dabei  irgend  zwei  zu  vereinigende  Kräfte  parallel,  so  liegt  ihr 
Durchschnittspunkt  in  der  Unendlichkeit,  und  der  zu  beschreibende  Ejreis 
wird  zu  einer  Geraden,  welche  die  Angriffspunkte  der  beiden  Kräfte  ver- 
bindet und  auf  welcher  der  Angriffspunkt  der  Besultante  liegt. 

In  welcher  Reihenfolge  man  nun  auch  die  Kräfte  vereinigen  mag, 
immer  gelangt  man  zu  demselben  einen  Mittelpunkt,  weil,  wenn  deren 
mehrere  vorhanden  wären ,  die  Resultante  in  ihren  verschiedenen  Lagen  diese 
sämmtlich  enthalten  müsste,  was  offenbar  unmöglich  ist. 

Man  kann  aber  auch  zu  dem  Mittelpunkte  des  Kräftesjstems  in  anderer 
Weise  gelangen.  Man  bildet  nämlich  von  sämmtlichen  Kräften  die  Com- 
ponenten  nach  zwei  beliebigen  Richtungen  9[  und  iB,  wodurch  man  zwei 
Parallelsysteme  erhält.  Von  jedem  dieser  beiden  Systeme  construirt  man  die 
Resultante  A  bezw.  B  und  ihre  Mittelpunkte  a  bezw.  &.  A  und  B  wollen 
wir  zwei  adjungirte  Seitenkräfte,  a  und  &  zwei  adjungirte  Mittel- 
punkte des  Systems  nennen.  Es  ist  einleuchtend,  dass  zwei  adjungirte 
Seitenkräfte  dem  ganzen  System  äquivalent  sind;  femer  ist  ersichtlich,  dass 
die  Resultante  B  des  ganzen  Systems  durch  den  Schnittpunkt  o  zweier  adjun- 
girter  Seitenkräfte  geht  und  dass  dieser  Schnittpunkt,  der  Mittelpunkt  m  des 
ganzen  Systems,  den  wir  Hauptmittelpunkt  nennen  wollen,  und  die  beiden 
adjungirten  Mittelpunkte  der  Seitenkräfte  wiederum  auf  einem  Kreise  liegen 
müssen,  durch  welchen  der  Hauptmittelpunkt  auf  der  Resultante  R  bestimmt 
ist.     Dieser  Kreis  soll  ein  Mittelpunktskreis  des  Systems  heissen. 

§3. 

Wir  wollen  jetzt  die  beiden  adjungirten  Seitenkräfte  A  und  B  in  je 
zwei  Componenten  AaAb  und  BaBh^  welche  paarweis  parallel  sind,  zerlegen. 
Durch  Vereinigung  von  AaBa  bezw.  A^Bt  erhält  man  zwei  neue  adjungirte 
Seitenkräfte  A^  und  B^.  Da  nun  Aa\\Ba  nnd  .Aft||J?6,  so  liegen  die  Mittel- 
punkte Ol  und  b^  dieser  neuen  Seitenkräfte  auf  der  Verbindungslinie  ah  der 
Mittelpunkte  der  Seitenkräfle  A  und  B^  und,  weil  die  Richtung  von  A^ 
und  Bh  beliebig  gewählt  war,  erhält  man  den  Satz: 

Die  Mittelpunkte  aller  Seitenkräfte  eines  Kräftesystems 
liegen  auf  einer  festen  Geraden  —  der  CentraUinie  des  Systems. 
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§4. 

Ä  und  B  seien  wieder  zwei  adjangirte  Seitenkräfte,  welche  parallel  den 
Riebtungen  9  nnd  SB  sind;  o  sei  ihr  Dnrohschnittspunkt  anf  der  Resultante 
Bj  a  jmd  h  die  adjungirten  Mittelpunkte,  m  der  Hauptmittelpunkt  (Fig.  1). 

pig.1. 


Diese  vier  Punkte  m^  o^  a  und  h  liegen  auf  einem  Mittelpunktskreise.  Da  nun 
LAB  =  L%^=^La  ein  constanter  ist,  so  ist  Lamh  gleichfalls  constant; 
ma  und  mh  beschreiben  daher,  wenn  ^  und  S)  um  ihren  Durchschnitts- 
ponkt  n  unter  Beibehaltung  ihres  Neigungswinkels  a  sich  drehen,  zwei 
projectivisch  gleiche  Strahlenbflsohely  deren  gemeinsamer  Mittelpunkt  der 
Hauptmittelpuukt  m  ist;  infolge  dessen  sind  die  beiden  adjungirten  Mittel- 
punkte a  und  h  entsprechende  Punkte  zweier  projectiTischen  Punktreihen, 
deren  gemeinschaftlicher  Träger  die  Centrallinie  6  ist«  Sind  a«  und  b^  die 
den  unendlich  fernen  Punkten  hx  bezw.  a^  entsprechenden  Punkte ,  so  ist 
leicht  einzusehen,  dass  die  beiden  Geraden  mOx  und  m&y,  die  wir  X  und  ^ 
nennen  wollen,  gegen  die  Centrallinie  €  unter  dem  Winkel  a  geneigt  sind. 
Wir  lassen  jetzt  den  Durchschnittspunkt  o  den  Mittelpunktskreis  durch- 
wandern, dann  drehen  sich  Ä^  B^  B  um  ihre  Mittelpunkte  a,  h  und  «n; 
Ä  und  B  beschreiben  zwei  projectiyische  Strahlenbüschel  um  a  und  h,  ihre 
Durchschnittspunkte  x  und  y  mit  den  Geraden  X  und  ^  zwei  projectiyische 
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Panktreihen.  Letztere  liegen  perspectivisch,  da  der  Dorchscbnittspunkt  m 
ihrer  Träger  sich  selbst  entspricht,  und  bestimmen  somit  ein  Strahlen- 
büschel erster  Ordnung,  dessen  Mittelpunkt  f  sein  mag.  Trifft  o  in  a  ein, 
so  ist  Ä  als  Tangente  an  den  Mittelpunktskreis  parallel  X  und  der  Punkt  Xj 
der  Schnittpunkt  von  Ä  mit  X,  ist  der  unendlich  ferne  Punkt  von  X,  wäh- 
rend tfy  der  Schnittpunkt  von  B  mit  ^,  in  &y  fällt.  Der  zugehörige  Strahl 
af^hyy  welcher  den  Mittelpunkt  f  enthalten  muss,  wird  daher  parallel  X, 
und  in  gleicher  Weise  folgt,  dass  der  Strahl  y'^fa^  parallel  ^  ist;  ma^fb^ 
ist  demnach  ein  Rhombus  und  f  der  Gegenpunkt  vom  Hauptmittelpunkt  m 
in  Bj3zug  auf  die  Centrallinie  6,  Wir  wollen  den  Punkt  /"kurz  den  Gegen- 
punkt  des  Eräftesystems  nennen. 

Zieht  man  nun  x^fy^  parallel  €,  so  mttssen,  weil  auch  x^  und  ^o  ent- 
sprechende Punkte  der  beiden  Punktreihen  X  und  ^  sind,  die  Strahlen  ax^ 
und  hy^  sich  gleichfalls  in  einem  Punkte  Oq  des  Mittelpunktskreises  begegnen. 
Beschreibt  man  femer  um  das  Dreieck  o^Xf^y^  einen  E[reis  ft,  so  berührt 
dieser  wegen  der  perspectivischen  Lage  der  beiden  Dreiecke  o^x^y^  und 
o^ah  den  Mittelpunktskreis  in  Oq.  Da  aber  Lfnx^yQ^^LvnyQXQ  =:  Lx^o^y^^^^ 
so  sind  die  beiden  Geraden  X  und  ^  Tangenten  an  den  Ereis  ft,  x^y^  ist 
die  Berührungssehne  nnd  somit  die  Polare  des  Hauptmittelpunktes  m  in 
Bezug  auf  ft.  Die  Lage  und  Grösse  dieses  Ereises  ^  ist  ebenso,  wie  die 
Lage  der  Punkte  Xq  und  y^  allein  abhängig  von  der  Grösse  des  Winkels  a, 
unabhängig  dagegen  von  der  Wahl  der  beiden  adjungirten  Mittelpunkte  a 
und  h  des  dazu  gehörigen  Mittelpunktskreises.  Diese  beiden  Mittelpunkte 
erzeugen,  wie  schon  oben  gezeigt  worden  ist,  zwei  projectivische  Pankt- 
reihen und  werden  aus  den  beiden  Punkten  Xq  und  y^  durch  zwei  projec- 
tivische Strahlenbüschel  projicirt,  deren  entsprechende  Strahlen  x^a  und  y^h 
im  Berührungspunkt  des  zugehörigen  Mittelpunktskreises  mit  dem  Ereise  St 
einander  begegnen.  Weil  nun  die  Centrallinie  (S  den  Ereis  St  nie  schneidet« 
so  können  die  beiden  Strahlen  x^a  und  y^b  auch  keinen  gemeinschaftlichen 
Pankt  auf  6  haben,  woraus  folgt,  dass  die  yon  a  und  h  beschriebenen, 
aufeinander  liegenden  projectivischen  Punktreihen  keine  reellen  Doppelpunkte 
besitzen. 

Stehen  die  beiden  Geraden  %  und  93,  nach  welchen  die  Zerlegung  der 
Eräfte  erfolgte,  normal  zueinander,  so  fallen  die  beiden  Geraden  X  und  ^ 
mit  der  Mittellinie  mcf  zusammen,  der  Ereis  ft  degenerirt  zum  Punkte  f 
und  alle  Mittelpunktskreise  gehen  durch  die  beiden  Punkte  m  und  f^  wSh* 
rend  die  adjungirten  Mittelpunkte  eine  Involution  von  Punktepaaren  bilden, 
deren  Mittelpunkt  der  Punkt  c  —  der  Centralpunkt  des  Eräfte- 
systems —  ist. 

Wir  können  nun  die  Hauptresultate  unserer  Untersuchung  in  folgenden 
Satz  zusammenfassen: 

Alle  Mittelpunktskreise  umhüllen  im  Allgemeinen  einen 
Ereis  ff.     Dieser  verändert  mit  der  Grösse  des  Winkels  (98) 
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seine  Grösse  und  Lage  derart|  dass  der  Hauptmittelpnnkt  m 
nnd  der  Gegenpunkt  f  in  Bezug  anf  ihn  stets  conjugirt  sind 
and  dass  die  von  m  an  ft  gelegten  Tangenten  X  und  ^  mit  der 
Centrallinie  den  Winkel  (3(93)  bilden.  Ist  der  Winkel  (99)  ein 
rechter,  so  wird  der  Kreis  St  zum  Funkte  A  und  alle  Mittel- 
punktskreise  bilden  ein  Ereisbüschel,  dessen  Grundpunkte  der 
Hauptmittelpunkt  und  Gegenpunkt  des  Erftftesystems  sind. 

Die  adjnngirten  Mittelpunkte  a  und  h  sind  entsprechende 
Punkte  zweier  projectiyischen  Punktreihen  und  werden  aus 
den  Berührungspunkten  x^^  y^  der  beiden  Tangenten  X  und  ^ 
durch  zwei  Strahlen  projicirt,  welche  sich  im  Berührungs- 
punkte des  zugehörigen  Mittelpunktskreises  und  des  Kreises  ff 
schneiden.  Bei  der  orthogonalen  Zerlegung  bilden  a,  h  eine 
elliptische  Involution  von  Punktepaaren,  deren  Mittelpunkt 
c  ist. 

§5. 

Wür  lassen  den  Punkt  o  den  Mittelpunktskreis  bis  zu  dem  Schnitt- 
punkte Ox  mit  der  Geraden  X  durchwandern;  dann  verbindet  Oj.&,  die  Sei- 
tenkraft Bf  zwei  entsprechende  Punkte  der  projectivischen  Punktreihen  X 
und  ^ ,  und  muss  deshalb  auch  Punkt  f  enthalten.  Die  Resultante  R  fällt 
mit  der  Geraden  X  zusammen ,  und  da  diese  Lagenbeziehung  für  alle  Mittel- 
punktskreise gilt,  so  erhält  man: 

Wenn  die  Besultante  mit  der  Geraden  X  oder  mit^zusam- 
menfSllt,  so  bilden  alle  Seitenkrfifte  B  bezw.  A  ein  Strahlen- 
büschel erster  Ordnung,  dessen  Mittelpunkt  f  ist 

Da  f  der  Gegenpunkt  von  m  in  Bezug  auf  die  Centrallinie  €  ist,  so 
ergiebt  sich,  dass  der  Bogen  am  gleich  dem  Bogen  aOx  des  Mittelpunkts- 
kreises ist;  AamOar  ist  daher  gleichschenklig.  Trifft  nun  Punkt  o  mit  m 
zusanunen,  so  fällt  die  Seitenkraft  A  auf  ma^  die  Seitenkraft  B  auf  mh 
und  die  Besultante  R  berührt  in  m  den  Mittelpunktskreis.  Wegen  des  be- 
kannten Satzes  vom  Abschnittswinkel  folgt  dann  leicht ,  dass  die  Seitenkräfte 
A  und  B  die  Winkel  halbiren ,  welche  die  Besultante  R  mit  den  Geraden  X 
bezw.  ^  bildet. 

§6. 
Bs  sei  ein  beliebiger  Punkt  o  gegeben.  Wir  drehen  das  Er&ftesjstem 
und  mit  ihm  die  Besultante  R  um  m  so  weit,  bis  R  den  Punkt  o  enthält. 
Dann  künnen  wir  o  als  Durchschnittspunkt  zweier  adjungirter  Seitenkräfte 
auffassen.  Wir  beschreiben  den  Mittelpunktskreis,  welcher  durch  o  und  m 
geht  und  d^i  E[reis  fi  berührt.  Dieser  Mittelpunktskreis  bestimmt  auf  der 
Centrallinie  €  zwei  adjungirte  Mittelpunkte  a  und  &,  die  Mittelpunkte  der 
sich  in  dem  gegebenen  Punkte  o  schneidenden  Seitenkräfte  A  und  JB,  welche 
selbst  durch  oa  und  oh  gegeben  sind.  ^ 
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Durch  0,  m  und  St  sind  aber  im  Allgemeinen  zwei  MittelpnnktBkreise 
fes^elegt,  woraus  folgt,  dass  durch  einen  Punkt  o  im  Allgemeinen  zwei 
Paar  zugehöriger  Seitenkrftfte  gehen.  Wenn  aber  der  Punkt  o  auf  dem 
Kreise  St  liegt,  so  giebt  es  einen  einzigen  Mittelpunktskreis  und  infolge 
dessen  auch  nur  ein  Paar  zugehöriger  Seitenkrftfte,  welche  durch  XqPq  gehen 
und  dadurch  bestimmt  sind.  Wenn  endlich  o  innerhalb  des  Kreises  St  lieg^ 
so  schneiden  sich  in  ihm  keine  reellen  Seitenkrftfte. 

Ist  0  der  Schnittpunkt  von  R  mit  der  Gentrallinie  (S,  so  fUlt  entweder 
Ä  oder  B  mit  6  zusammen,  und  es  folgt,  da  die  adjungirte  Seitenkraft  B 
resp.  Ä  dann  mit  6  den  Winkel  (aiiB)~a  bildet,  dass  JB||^  bezw.  ^||X 
sein  muss.  Wenn  endlich  o  mit  m  znsammenfftllt|  so  berührt  der  Mittiel* 
punktskreis  die  Resultante  A  in  m,  und  wir  sahen  schon  in  §  5,  dass  die 
Seitenkrftfte  Ä  und  B  die  Winkel,  bezw.  ihre  Nebenwinkel  halbiren,  die  R 
mit  X  bezw.  ^  bildet. 

Bei  der  orthogonalen  Zerlegung  wird  der  Kreis  fi  zum  Punkte  /,  woraus 
hervorgeht,  dass  in  jedem  Punkte  ein  Paar  a^jungirter  Seitenkrftfte  sich 
begegnen,  aber  eben  nur  ein  Paar,  da  durch  die  Punkte  m^  o^  ^  nicht 
mehr  als  ein  Mittelpunktskreis  zu  legen  ist.  Dagegen  in  f  selbst  begegnen 
sich  alle  Seitenkrftfte,  wenn  die  Eesultante  R  normal  zur  Gentrallinie  6 
gerichtet  ist  Da  femer  X  undD  mit  mf  zusammenfiEkllen ,  so  ergiebt  sich 
weiter,  dass  durch  den  Schnittpunkt  von  R  mit  (S  die  zur  Gentrallinie  nor- 
male Seitenkraft  gehen  muss. 

§7. 

Aufgäbe:  Es  ist  ein  Paar  adjungirter  Seitenkrftfte  Ä  und  B  gegeben. 
Man  soll  den  Ort  ihres  Durchschnittspunktes  o  bestimmen,  wenn  A  und  B 
sich  parallel  verschieben. 

Da  die  Mittelpunkte  a  und  h  zweier  a^jungirten  Seitenkrftfte  entspre- 
chende Punkte  zweier  projectivischen  Punktreihen  sind ,  so  bilden  A  und  B 
zwei  projectivische  Parallelstrablenbüschel ;  ihr  Durchschnitt  ist  daher  eine 
Hyperbel,  deren  Asymptoten  parallel  A  undJB  sind.  Die  durch  die  Punkte 
a«  nnd  5^  gelegten  Seitenkrftfte  A^  bezw.  B^  sind  die  Asymptoten  selbst, 
weil  die  ihnen  adjungirten  Krftfte  Bx  und  A^  durch  die  unendlich  fernen 
Punkte  hx  bezw.  a^  gehen,  mithin  ihr  Durchschnitt  o,  und  Oy  mit  Ajc  bezw. 
By  die  beiden  unendlich  fernen  Punkte  der  Hyperbel  sind.  Es  ist  einleuch- 
tend, dass  die  Resultante  R  in  diesem  Falle  parallel  A^  bezw.  By  sein  muss. 

Da  es  innerhalb  des  E[reises  ft  nach  §  6  keinen  Punkt  o,  auf  dem 
Kreise  St  nur  einen  solchen  Punkt  giebt,  nftmlich  den  Schnittpunkt  der 
durch  die  beiden  Punkte  Xq  resp.  y^  gelegten  Seitenkrftfte  A^  und  B^^  so 
folgt,  dass  die  Hyperbel  den  Kreis  St  berührt.  Da  endlich  auch  o  in  den 
Hauptmittelpunkt  m  fallen  kann,  so  enthftlt  die  Hyperbel  auch  diesen. 

Wir  erhalten  somit  als  Resultat: 

Der  geometrische  Ort  für  die  Durchschnittspunkte  o  pa- 
ralleler adjungirter  Seitenkrftfte  A  und  B  ist  eine  Hyperbel. 
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Die  den  yerschiedenen  Richtungen  entsprechenden  Hjpeirbeln 
enthalten  eämmtlich  den  Hanptmittelpankt  m  und  bertthren 
den  Kreis  St.  Ihre  Asymptoten  sind  die  darch  die  beiden 
Punkte  Qx  und  &y  gezogenen  Seitenkrfifte  Ä»  und  ^y;  ihr  Mittel- 
punkt, der  Durchschnitt  von  ^^  mitJBj^,  Hegt  auf  einem  Kreise, 
welcher  die  Geraden  X  und  ^  in  den  Punkten  a»  und  hy  berührt. 
Bei  der  orthogonalen  Zerlegung  erhalten  wir  dagegen  ein  Büschel 
gleichseitiger  Hyperbeln,  dessen  zwei  reelle  Orundpunkte  der 
Hauptmittelpunkt  m  und  der  Oegenpunkt  /*  sind,  und  welche 
sftmmtlicli  den  /^entralpunkt  e  zum  Mittelpunkt  haben. 


§8. 
Wir  fanden  in  §  5,  dass  sSmmtiiche  Seitenkrttfte  B  in  f  sich  begeg- 
nen, wenn  die  Bidsultante  R  mit  der  Geraden  X  zusammenfällt.     Drehen  wir 


lijf.  2. 


jetzt  R  um  den  Hauptmittelpunkt  m,  so  drehen  sich  die  Seitenkrftfte  B  um 
ihre  Mittelpunkte  h  in  gleicher  Weise  um  den  Winkel  q>.  Sind  die  Mittel 
linie  fe  und  die  Linie  fh  (Pig.  2)  zwei  solcher  Seitenkräfte  in  ursprüng- 

ZdtMhrilt  f.  Mathematik  n.  Pbyrik  XXXV,  8-  11  #      ^^^T/> 
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lieber  Lage,  de  und  d&  in  der  neuen  Lage,  so  sind  die  Winkel  fcd  bezw^ 
fhd^si^j  woraus  folgt,  dase  febd  ein  SebnenTiereck  ist  Da  nun  der  Winkel 
feh  ein  recbter,  so  ist  es  auch  Winkel  fdh^  d.  b.  der  Fusspunki  des  von  f 
auf  die  Seitenkraft  B  gefftUten  Lotbes  liegt  auf  der  Geraden  cd,  und  da 
dies  von  allen  Seitenkrftften  gilt,  so  folgt  weiter,  dass  die  Seitenkrftfte  B 
sftmmtlicb  Tangenten  einer  Parabel  $6  sind ,  deren  Brennpunkt  f  und  deren 
Scbeiteltangente  cd  ist  Oanz  analog  Ittsst  sieb  nacbweisen,  dass  die  Seiten, 
krftfte  Ä  eine  Parabel  $a  umbflUen.  Nun  kann  sowobl  Ä^  als  aucb  B  ein- 
mal mit  der  Centrallinie  S  zusammenfallen,  in  welcbem  Falle  nacb  §  6  die 
adjungirten  Seitenkräfte  B  resp.  Ä  parallel  ^  bezw.  X«  sind  und  sich  im 
Schnittpunkte  der  Besultante  mit  der  Centrallinie  treffen«  Daraus  folgt 
einerseits,  dass  sowobl  ^at  als  aucb  iß^  die  Centrallinie  berühren,  anderer- 
seits, dass  die  an  $«  und  $«  parallel  X  bezw.  ^  gelegten  Tangenten  sich 
mit  der  Resultante  auf  der  Centrallinie  begegnen. 

Der  Hauptmittelpunkt  m  ist  der  Oegenpunkt  des  Brennpunktes  f  in 
Bezug  auf  die  Tangente  €|  daher  ein  Punkt  der  beiden  Leitlinien  und  zu- 
gleich der  Pol  der  Linie  x^fy^^. 

Man  ziehe  von  m  die  beiden  Tangenten  B'  und  B"  an  $«,  so  halbiren 
diese  Seitenkrftfte  nach  §  6  den  Winkel,  den  R  mit  ^  bildet,  und  seinen 
Nebenwinkel;  die  vier  Strahlen  Z^,^,  B\  f '' sind  mithin  vier  harmonische, 
und  daher  R  und  ^  zwei  conjugirte  Strahlen  in  Bezug  auf  die  Parabel  $6* 
Ist  p  der  Schnittpunkt  von  R  mit  der  Geraden  x^y^^  so  ist  das  Dreieck 
pfny^  ein  Polardreieck  fGLr  die  Parabel  iß^  und  ebenso  pmx^  ein  Polardrei- 
eck für  die  Parabel  $«.  Schneidet  die  Besultante  R  den  E[reis  St  in  den 
beiden  Punkten  Oq  und  o^,  so  sind  nach  §§  4  und  6  o^oCq  und  o^y^  einer- 
seits, o,d?Q  und  0,^0  andererseits  zwei  Paare  adjungirter  Seitenkrftfte  und 
daher  Tangenten  an  $«  bezw.  $6.  Da  nun  R  die  Polare  von  x^  bezw. 
y^  ist,  so  sind  o^  und  o,  die  beiden  Berührungspunkte  und  daher  die 
Schnittpunkte  von  $«  und  $». 

Nun  entoprechen  jeder  Lage  der  Besultante  zwei  solche  —  adjungirte  — 
Parabeln,  welche  sftmmtlicb  dieselben  Eigenschaften  haben.  Wir  erhalten 
somit: 

Zu  jeder  Besultante  R  gehören  im  Allgemeinen  zwei  ad- 
jungirte Parabeln  iß«  und  $6«  welche  von  den  Seitenkrftften  itf 
und  B  umhüllt  werden  und  in  Bezug  auf  welche  R  und  X  bezw. 
^  conjugirte  Strahlen  sind.  Diese  beiden  Parabeln  begegnen 
sich  mit  R  auf  dem  Kreise  St  in  zwei  reellen  oder  imaginären 
Punkten;  ihre  Leitlinien  schneiden  sich  im  Hauptmittelpunkte 
«n,  ihre  Scheiteltangenten  im  Centralpunkte  e  und  bilden  mit 
der  Mittellinie  vnf  denselben  Winkel,  den  die  Resultante  R 
mit  X  bezw.  ^  einschliesst  Die  parallel  X  und  ^  an  ißa  bezw. 
$»  gelegten  Tangenten  treffen  sich  mit  der  Besultante  auf  der 
Centrallinie  €.     Alle  den  verschiedenen  Lagen  von  R  entspre- 
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chenden  Parabeln  bilden  eine  Parabelschaar,  deren  gemein- 
schaftliche Tangente  die  Centrallinie  €*  deren  Brennpnnkt  der 
Oegenpunkt  f  ist,  und  für  alle  ist  die  Gerade  x^y^  die  Polare 
des  Hanptmittelpnnktes  m.  Nur  wenn  die  Besultante  R  mit 
den  Geraden  X  oder  ^  zusammenfällt,  bilden  die  Seitenkr&fte 
B  oder  A  ein  Strahlenbfischel  erster  Ordnnng,  dessen  Mittel- 
punkt f  ist,  während  in  diesem  Falle  die  Parabeln  $a  ^^^  $& 
die  Geraden  X  bezw.  ^  in  den  Punkten  x^  oder  y^  berühren. 

§9. 

Bei  der  orthogonalen  Zerlegung  fallen  die  beiden  Geraden  X  und  ^ 
uEiit  der  Mittellinie  mf  zusammen,  und  infolge  dessen  vereinigen  sich  auch 
die  beiden  adjungirten  Parabeln  $a  ^n^  ^b  zu  einer.  Die  Resultante  R 
wird  der  Scheiteltangente  parallel,  ist  demnach  die  Leitlinie. 

Daher  haben  wir: 

Alle  Seitenkräfte  umhüllen  bei  orthogonaler  Zerlegung 
eine  Parabel,  deren  Leitlinie  die  Besultante,  deren  Scheitel- 
tangente die  der  Resultante  parallele  Seitenkraft  ist  Sämmt- 
liche  den  verschiedenen  Lagen  der  Resultante  entsprechenden 
Parabeln  bilden  eine  Parabelschaar,  deren  gemeinschaftliche 
Tangente  die  Centrallinie,  deren  gemeinschaftlicher  Brenn- 
pnnkt der  Gegenpunkt  /"  ist  Nur  wenn  die  Besultante  normal 
zur  Centrallinie  gerichtet  ist,  bilden  sämmtliche  Seitenkräfte 
ein  Strahlenbüschel  erster  Ordnung,  dessen  Mittelpunkt  der 
Oegenpunkt  f  ist 

Soll  die  Lage  einer  Seitenkraft  A  von  bestimmter  Richtung  9(  ermittelt 
werden,  so  haben  wir  nur  nöthig,  an  die  Parabel  eine  zu  9  parallele  Tan- 
gente zu  legen,  bezw.  durch  den  Gegenpunkt  f  eine  Parallele  zu  9L  zu 
ziehen.  Dadurch  ist  A  und  der  dazu  gehörige  Mittelpunkt  a  bestimmt  Dreht 
sich  die  Linie  %  um  einen  Punkt  und  erzeugt  sie  somit  ein  Strahlenbüschel, 
so  beschreibt  A  ein  ihm  projectivisches  Strahlenbüschel  zweiter  oder  erster 
Ordnung ,  je  nachdem  die  Resultante  einen  spitzen  oder  einen  rechten  Winkel 
mit  der  Centrallinie  bildet,  und  der  dazu  gehörige  Mittelpunkt  a  beschreibt 
eine  diesen  Büscheln  projectivische  Punktreihe. 

Man  sieht  dabei  leicht  ein:  die  zur  Resultante  parallele  Seiten- 
kraft hat  den  Centralpunkt  zum  Mittelpunkt,  die  zur  Resul- 
tante normale  Seitenkraft  dagegen  den  unendlich  fernen  Punkt 
der  Centrallinie. 

§10. 
unsere  bisherigen  Untersuchungen  behandelten  Lagenbeziehungen  der 
Seitenkräfte  bei  festliegendem  Hauptmittelpunkt  und  festliegender  Central- 
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linie;  die  Yerftnderangen,  denen  das  KrftftesjBtem  unterworfen  war,  bestan- 
den nur  in  gleichmSssigen  Drehungen  sftmmtlicher  Kräfte  um  ihre  Angriffs' 
punkte.  Wir  gehen  nun  dazu  über,  die  Intensität  einzelner  Kräfte  zu 
verändern,  oder,  was  fEbr  vorliegende  Aufgabe  damit  gleichbedeutend  ist, 
wir  fügen  dem  System  neue  Kräfte  hinzu  und  untersuchen,  welche  Lagen 
Hauptmittelpunkt,  Oegenpunkt,  Centralpunkt  und  Centrallinie  dabei  ein- 
nehmen,  wobei  wir  uns  der  Einfachheit  wegen  nur  orthogonaler  Zer- 
legungen bedienen  werden. 

Es  sei  ein  Kräftesystem  2^  mit  seinem  Hauptmittelpunkte  m^  seiner 
Resultante  I(  etc.  gegeben«  Wir  vereinigen  mit  diesem  System  eine  Kraft  P, 
deren  Angriffspunkt  p  sein  mag,  und  erhalten  dadurch  das  System  X^ 
Schneiden  V!  und  P  sich  im  Punkte  o,  so  muss  zunächst  die  Besultante  A 
des  Systems  27  auch  durch  o  geben,  und  der  Hauptmittelpunkt  m  ist  der 
Schnittpunkt  von  h  mit  dem  durch  die  drei  Punkte  m',  p,  o  bestimmten 
Kreise  SR. 

Die  GrOsse  und  Richtung  von  R  ist  nun  abhängig  von  dem  Verhtit- 
niss  der  Resultante  K  ;zu  der  Kraft  P  und  durch  das  Parallelogramm  zu 
finden.     Setzen  wir 


SO  ist  leicht  einzusehen,  dass  auch 

191171         . 

ist;  es  entspricht  also  den  verschiedenen  Werthen  von  X  je  eine  bestimmte 
Richtung  von  i?,  eine  bestimmte  Lage  von  m  auf  dem  Kreise  SDt«  Den  Werthen 
ils=0  und  Xs=Qo  entsprechen  die  beiden  Paukte  m  bezw.  p\  durch  diese 
Punkte  wird  die  Peripherie  von  901  in  zwei  Theile  getheilt,  deren  einer  den 
positiven,  deren  anderer  den  negativen  Werthen  von  X  zugehört.  Wenn 
daher  P  alle  möglichen  positiven  und  negativen  Werthe  annimmt,  so  be- 
schreibt m  eine  Punktreihe  auf  dem  Kreise  9)t  und  R  ein  zu  dieser  per- 
spectivisches  Strahlenbüschel. 

Ist  i^||P,  so  wird  der  Kreis  iDt  zu  einer  Geraden,  welche  wl  mit  i» 
verbindet;  m  beschreibt  eine  gerade  Punktreihe  und  R  ein  zu  ihr  perspec- 
tivisches  Parallelstrahlenbüschel«  Die  Lage  von  m  und  von  R  ist  bestimmt 
durch  die  Gleichung  , 


mp       £( 

§11. 
Wir  bilden  nach  der  Richtung  %  die  Seitenkraft  AI  des  Systems  X', 
die  Componente  J.i*  der  Kraft  P  und  erhalten  durch  Vereinigung  der  beiden 
parallelen  Kräfte  Ä'  und  A^  die  Seitenkraft  A  des  Systems  £    Die  Hittel- 
punkte dieser  drei  parallelen  Kräfte  a',  p  und  a  liegen  auf  einer  Geraden, 
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welche  wir  einen  Mittelpankfcsstrahl  nennen  wollen.  Beschreibt  nun 
S  ein  Strahlenbttschel,  so  erzeugen  d  und  a  nach  §  9  zwei  dem  Büschel 
projectivische  Punktreihen»  deren  Träger  die  Centrallinien  S'  und  (S  sind. 
Diese  Ponktreihen  befinden  sich  in  perspectivisoher  Lage,  da  d  und  a  immer 
auf  einem  durch  p  gehenden  Mittelpunktsstrahle  liegen;  sie  sind  die  Schnitte 
von  S'  und  C  mit  einem  Bttschel  von  Mittelpunktsstrahlen,  dessen  Mittel- 
punkt p  ist 

Wir  bezeichnen  in  der  Folge  mit 

A^  die  Seitenkraft  parallel  einer  Kraft  P, 

B<p  die  Seitenkraft  normal  zur  Kraft  P, 

Op  den  Mittelpunkt  der  ersteren, 

&JI  den  Mittelpunkt  der  zweiten  Kraft 
und  unterscheiden  durch  rechts  oben  angebrachte  Accente,  welchem  System 
diese  Kräfte  und  Mittelpunkte  angehören ;  wir  nennen  endlich  @p  den  Mittel- 
ponktsstrahl ,  welcher  die  Mittelpunkte  a^  enthält,  und  %^  den  Mittelpunkts- 
strahl,  welcher  die  Mittelpunkte  hp  trägt. 

Wegen  der  perspectivischen  Lage  der  beiden  von  d  und  a  erzeugten 
Panktreihen  entspricht  der  Durchschnittspunkt  von  S'  und  @  sich  selbst; 
er  ist,  wie  leicht  einzusehen  ist,  der  Mittelpunkt  hp  der  zur  Kraft  P  nor- 
malen Seitenkraft  Bp  des  Systems  Z,  Die  Componente  J^  von  P,  normal 
zu  P  genommen,  ist  nämlich  Null,  woraus  folgt,  dass  die  parallelen  Seiten- 
kräfte ^p  und  Bp  der  Systeme  S^  und  Z  und  damit  auch  ihre  Mittel- 
punkte Vp  und  "bp  zusammenfallen.  T^  bleibt  aber  stets  Null,  welche 
Grösse  die  Kraft  P  auch  immer  haben  mag;  d.  h«  der  Punkt  Vp  ist  ein 
fester,  der  nur  von  der  Richtung,  nicht  aber  von  der  Intensität  der  Kraft  P 

P 
abhSngig  ist.     Aendert  sich  das  Verh&ltniss  -^^=^^9  so  beschreibt  die  Gen- 

trallinie  S  um  h'p  ein .  Strahlenbtlschel. 

Wir  bilden  die  zur  Besultante  R  normalen  Seitenkräfte  ^r,  B^  ^, 
deren  Mittelpunkte  h'r^  hr  und  p  sind  und  auf  dem  Mittelpunktsstrahle  Xr 
liegen;  hr  ist  nach  §  9  der  unendlich  ferne  Punkt  von  €,  mithin  ist  @{{£r- 
Aendert  X  seinen  Werth,  so  beschreibt  R  ein  Strahlenbüschel,  5V  auf  S' 
eine  ihm  projectivisohe  Punktreihe  und  somit  £r  nnd  6  ein  ihm  projecti- 
▼iaches  Büschel. 

Der  Mittelpunkt  aV  der  zu  R  parallelen  Seitenkraft  A'r  ist  dem  Mittel- 
punkt 5'r  adjungirt  und  bildet  mit  ihm  ein  Punktepaar  einer  Involution 
§  4,  daher  sind  ®r  und  Zr  zugeordnete  Strahlen  eines  involutorischen 
Strahlenbüschels.  Der  Centralpunkt  c  des  Systems  £  ist  aber  der  Mittel- 
punkt der  Seitenkraft  Ar  und  liegt  als  solcher  sowohl  auf  der  Centrallinie  S, 
als  auch  auf  dem  Mittelpunktsstrahle  <Sr*  l^a  i^un  €  immer  parallel  Xr  ist. 
so  erzeugt  die  Centrallinie  mit  @r  einen  Kegelschnitt,  auf  welchem  alle 
Centralpunkte  e  liegen.  Da  Qr  ^uid  Str  wegen  des  elliptischen  Charakters 
der  Involution  nie  zusammenfallen,  so  kann  auch  S  niemals  parallel  Sr 
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werden;  der  von  €  beschriebene  Kegelschnitt  hat  daher  keine  Pnnkte  auf 
der  unendlich  fernen  Geraden  und  ist  demnach  eine  Ellipse,  welche  wir  mit 
(SP)  bezeichnen  wollen.  Dieselbe  enthält  natflrlich  auch  die  Punkte /i,  Vp  und  e\ 

Ist  X  so  gew&hlt,  dass  B\\P  ist,  so  ftllt  Xr  mit  X/,  d.  h.  mit  der  Linie 
ph'p  zusammen,  und  da  <S||  Str  ist,  so  wird  fdr  diesen  Fall  €  mit  ph'p  iden- 
tisch.    Dann  ist  @p  der  Strahl,  welcher  die  Ellipse  &^  in  p  berührt 

Wir  können  aber  auch  fQr  X  einen  Werth  annehmen,  der  die  Resul- 
tante R  normal  zur  Kraft  P  bestimmt.  Dann  f&llt  @r  mit  X^,  d.  h.  mit 
ph'p  zusammen  und  (S  wird  parallel  ®p,  weil  Xr  mit  @p  identisch  ist 
€  ist  aber  in  unserem  Falle  eine  Tangente  im  Punkte  h'p  an  die  Ellipse  (£^>. 
Somit  sind  die  beiden  in  p  und  5  p  an  die  Ellipse  €<'>  gelegten  Tangenten 
parallel;  pl/p  ist  ftlr  (S^  ein  Durchmesser. 

§12. 

Die  Seiienkräfte  Ä\  Ä  umhüllen  bekanntlich  Parabeln,  deren  Brenn- 
punkte f  und  f  sind;  die  Parabel  $'  gehöre  dem  System  £\  $  dem  System 
2?  an«  $'  und  $  haben  nun  entweder  eine  oder  drei  reelle  gemeinschaft- 
liche Tangenten;  diese  sind  gleichgerichtete,  zusammenfallende  Seitenkrftfte 
der  Systeme  £'  und  £.  Die  eine  stets  reelle  Tangente  ist  die  zu  P  nor- 
male Seitenkraft  Bp ,  welche  durch  den  Schnittpunkt  h'p  von  (S!  und  6  geht 
(§11).  Sind  Bu  und  B9  die  beiden  anderen  Seitenkräfte,  h'u^u  nnd  b^bp 
ihre  Mittelpunkte,  so  ist  einleuchtend,  dass  B^  und  Bp  mit  den  Yerbin- 
dungsstrahlen  der  Mittelpunkte  b'uhu  und  h'^b^^  d.  h.  mit  £»  und  X9  zu- 
sammenfallen müssen ;  diese  Strahlen  schneiden  sich  aber  in  p,  woraus  folgt» 
dass  Ba  und  B9  die  beiden  von  |>  an  die  Parabeln  gelegten  Tangenten 
sind.  Je  nachdem  also  p  ausserhalb  oder  innerhalb  der  Parabel  $'  liegt, 
sind  Bu  nnd  Bp  reell  oder  imaginftr.  Da  p  und  $'  und ,  wie  wir  gesehen 
haben,  auch  die  Lage  von  Bp  von  dem  Werthe  des  VerhSltnisses  X  unab- 
hSngig  sind,  so  berührt  die  Parabel  $  des  Systems  £  bei  veränderlichem  X 
stets  die  drei  festen  Geraden  JBp,  B„^  Bp^  ihr  Brennpunkt  bewegt  sich 
daher  auf  einem  Kreise  §,  welcher  dem  aus  diesen  drei  Geraden  gebildeten 
Dreieck  umschrieben  ist;  p  ist  somit  ein  Punkt  dieses  Kreises,  und  es  ist 
einleuchtend,  dass  f  diesem  Kreise  gleichfalls  angehört 

Der  Fall,  bei  dem  die  Resultante  R'  normal  zur  Centrallinie  (S'  ist, 
bedarf  noch  einer  speciellen  Untersuchung,  da  dann  die  Parabel  $'  ver- 
schwindet und  an  ihre  Stelle  ein  Strahlenbüschel  erster  Ordnung  mit  dem 
Mittelpunkte  f  tritt  pf  ist  eine  Gerade,  welche  zwei  zusammenfallende 
Seitenkräfte  enthält,  berührt  also  $;  die  zu  P  normale  Seitenkraft  Bp  ist 
die  Verbindungslinie  von  f  mit  h'p  und  ist  die  zweite  von  /^  an  $  gelegte 
Tangente.  Die  zu  R^  normale  Seitenkraft  J3V  hat  ihren  Mittelpunkt  im 
Unendlichen,  ist  somit  parallel  der  Centrallinie  6';  daher  ist  auch  der  Mit- 
telpunktsstrahl 2^  oder  die  Linie  p^V«  welche  den  Mittelpunkt  b/  der 
Seitenkraft  £k  enthält,  parallel  6';  B,^  fällt  somit  mit  Zr'  zusammen  und 
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ist  die  eine  vom  Punkte  ji  an  $  gelegte  Tangente,  die  andere  ist  pf.  Die 
drei  Geraden  pf^  Bp  and  Bf^  behalten  ihre  Lage  bei,  wenn  X  seinen  Werth 
Sndert,  and  werden  von  der  Parabel  $  bertthrt;  der  Kreis  %  enthält  daher 
ihre  drei  Schnittpunkte,  nämlich  den  Punkt  p,  den  Punkt  f  und  den  Schnitt- 
punkt von  Bp  mit  der  durch  p  zu  S'  gelegten  Parallelen. 

Die  zu  den  Parabeln  $'  und  $  gehörigen  Leitlinien  sind  die  Resul- 
tanten B^  und  R  (§  9) ;  dieselben  schneiden  sich  immer  im  Punkte  o  (§  10). 
Non  ist  bekanntlich  der  Schnittpunkt  der  Leitlinien  aller  einem  Dreieck 
einbeschriebenen  Parabeln  der  HOhenschnittpunkt  dieses  Dreiecks;  sein 
Gegenpünkt  in  Bezug  auf  eine  Seite  liegt  immer  auf  dem  umschriebenen 
Kreise.  Wir  erhalten  somit  leicht  einen  neuen  Punkt  unseres  Heises  $, 
wenn  wir  den  Gegenpunkt  von  o  in  Bezug  auf  die  Seitenkraft  Bp  nehmen. 

§13. 

Wir  behandeln  hier  den  besondem  Fall,  dass  P\R'  ist.  Die  zu  P 
normale  Seitenkraft  B^p  ist  auch  normal  zu  R\  der  Mittelpunkt  5'p,  um 
welchen  die  Centrallinie  S  sich  dreht,  ist  der  unendlich  ferne  Punkt  von  iS! 
d.  h.  6  beschreibt  ein  Parallelstrahlenbüschel.  Da  die  Centralpunkte  c  ent- 
sprechende Punkte,  d.  h.  Mittelpunkte  gleichgerichteter  Seitenkräfte  sind,  so 
bewegt  sich  c  auf  dem  Mittelpunktsstrahl  Sr'  oder  pc.  Ebenso  wird  der 
Kreis  $  zur  Verbindungslinie  pf\  die  Mittellinie  mcf  verschiebt  sich  also 
parallel  mit  sich  selbst,  wobei  sich  die  drei  Punkte  m,  c  und  f  auf  drei 
Geraden  fortbewegen,  welche  in  p  sich  schneiden.  Die  specielle  Lage  von 
mcf  ist  bestimmt  durch 

mm  _      cc       ^ff, ^— -1 


mp  cp  fp      R' 

Ist  A  =  — 1,  so  ist  P^-^R'i  das  System  2  ist  äquivalent  einem  Kräfte- 
poare;  m^  c^  f,  (S.  und  R  liegen  im  Unendlichen. 

Wenn  dagegen  R'=^0^  X  also  =Qo  wird,  so  fallen  m,  c  und  fin  den 
Angriffspunkt  p  der  Einzelkraft  P,  und  jede  durch  p  gehende  Gerade  kann 
als  Centrallinie  angesehen  werden. 

§14- 
Es  seien  zwei  Kräftesysteme  1^  und  £''  gegeben;  das  VerhiQtniss  der 
Besultanten  sei  j/^ 

£'  und  £"  werden  zu  einem  System  £  vereinigt.  Der  Ort  für  die  Resul- 
tante R  und  den  Hauptmittelpunkt  m  bestimmt  sich  genau  so,  wie  in  §  10> 
wenn  für  P  die  Resultante  R'\  ftlr  p  der  Hauptmittelpunkt  m"  gesetzt  wird. 
Wir  bilden  wieder  nach  der  Richtung  91  die  beiden  Seitenkräfte  Ä'  und 
j4";  ihre  Mittelpunkte  a  und  a'  beschreiben,  wenn  %  gedreht  wird,  zwei 
zum  Bfischel  %  und  daher  zueinander  projectivische  Punktreihen  auf  den 
beiden  Centrallinien  (T  and  €''.     Die  Mittelpunktsstrahlen  aa"  oder  ®,  auf 
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welchen  immer  der  Mittelpunkt  a  des  Systems  £  liegen  mnss,  nmhfillen 
daher  einen  Kegelschnitt  6^^\  welcher  S'  und  ^'  berührt  Wir  bestimmen 
ferner  die  Mittelpunkte  5V  und  5'V  d^r  zur  Eesnltante  R'  normalen  Seiten - 
kräfte;  5V  ist  der  unendlich  ferne  Punkt  der  Centrallinie  6',  woraus  folgt, 
dass  der  entsprechende  Mittelpunktsstrahl  3;^,  welcher  die  Punkte  5V  und 
h"f/  enthält,  der  Centrallinie  S'  parallel  läuft.  Ebenso  folgt,  dass  £,/'  pa- 
rallel (Sf'  ist.  Die  vier  Linien  ^^  i£r'»  ^'\  3^r"  bilden  daher  ein  dem 
Kegelschnitt  @^^>  umschriebenes  Parallelogramm,  dessen  Diagonalen  zwei 
conjugirte  Durchmesser  sind;  die  Mitte  der  Diagonale  VflTr'  ist  daher  der 
Mittelpunkt  u  des  Kegelschnitts  <S<^^ 

Die  Centrallinie  €  des  Systems  2  schneide  @'  in  einem  Punkte  a'^; 
dann  liegt  der  entsprechende  Mittelpunkt  a^  einmal  auf  S,  zum  Zweiten 
aber  auch  auf  dem  Mittelpunktsstrahl  @o,  welcher  a^  mit  a\  verbindet. 
S  fällt  daher  mit  ©^  zusammen,  ist  daher  gleichfalls  eine  Tangente  an  (S<^. 
Wir  construiren  den  Mittelpunktsstrahl  j£r>  welcher  die  Mittelpunkte  5'r, 
V'ry  hr  der  zur  Resultante  R  normalen  Seitenkräfte  enthält;  da  tr  der  un- 
endlich ferne  Punkt  von  €  ist,  so  ist  S||jtr.  Bei  veränderlichem  l  be- 
schreibt R  ein  Strahlenbüschel,  %r  tmd  damit  auch  €  zwei  ihm  projecti- 
vische  Büschel  zweiter  Ordnung,  deren  Träger  @C2)  ist. 

Die  adjungirten  Mittelpunkte  a'r  und  5V  zweier  zueinander  normalen 
Seitenkräfte  sind  Punktepaare  einer  elliptischen  Involution  (§  4)  auf  der  Tan- 
gente S';  die  beiden  adjungirten  Mittelpunktsstrahlen  @r  und  %r  sind  daher 
zwei  involutorisch  gepaarte  Tangenten  an  (S^^\  Ihr  Schnittpunkt  liegt  daher 
immer  auf  einer  Geraden  @,  und  wenn  s  und  t  die  Berührungspunkte  von 
@r  und  £r  sind,  so  geht  die  Verbindungslinie  8t  immer  durch  einen  Punkt 
^,  den  Pol  zur  Geraden  ®  in  Bezug  auf  6^^.  Man  nennt  g  bekanntlich 
Involutionscentrum  und  ®  Involutionsaxe.  Da  nun  wegen  des  elliptischen 
Charakters  der  Involution  die  beiden  Strahlen  @r  und  %r  und  damit  auch 
die  beiden  Punkte  s  und  t  nie  zusammenfallen  können,  so  muss  g  stets 
innerhalb,  ®  stets  ausserhalb  des  Kegelschnittes  S^^  liegen. 

Wir  haben  gesehen,  dass  die  Centrallinie  €  stets  dem  Mittelpunkts- 
strahl %r  parallel  ist  Ist  r  der  Berührungspunkt  von  €,  so  sind  r  und  t 
als  Endpunkte  eines  Durchmessers  gleichfalls  involutorisch  gepaart;  das  dazu 
gehörige  Involutionscentrum  ist  der  Mittelpunkt  u  des  Kegelschnitts.  Daraus 
folgt,  dass  s  und  r  entsprechende  Punkte  zweier  projectivischen  Punktreihen 
auf  dem  Kegelschnitte  ^^  sind.  (Den  speciellen  Fall,  bei  welchem  s  und 
r  selbst  involutorisch  gepaart  sind,  behandeln  wir  weiter  unten.)  Diese 
beiden  Punktreihen  haben  stets  zwei  reelle  Doppelpunkte,  da  die  beiden  6e« 
raden  tur  und  igs  zweimal  mit  dem  Durchmesser  ug  zusammenfallen.  Weil 
g  stets  innerhalb  des  Kegelschnittes  liegt,  so  hat  der  Durchmesser  ug  immer 
zwei  reelle  Endpunkte;  diese  sind  jene  obenerwähnten  Doppelpunkte. 

Drr  Centralpunkt  c,  der  Angriffspunkt  der  zu  R  parallelen  Seitenkraft, 
liegt  auf  dem  Mittelpunktsstrahl  ®r  und  auf  €;  er  ist  also  der  Schnittpunkt 
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der  beiden  an  S<^>  in  8  und  r  gelegten  Tangenten,  und  beschreibt  daher, 
wenn  durch  YerSnderung  yon  l  die  Richtung  der  Resultante  yariirt  wird, 
einen  Kegelschnitt  @(^,  welcher  den  Kegelschnitt  (£<^>  in  den  beiden  Doppel- 
punkten der  yon  8  und  r  beschriebenen  Punktreihen  doppelt  berührt.  (Vergl. 
Schröter,  Theorie  der  Kegelschnitte.  2.  Aufl.,  8.350.)  Da  diese  Doppel- 
punkte die  Endpunkte  des  Durchmessers  ug  sind,  so  sind  die  beiden  ge- 
meinschaftlichen Tangenten  parallel  und  parallel  der  Inyolutionsaxe  @;  der 
Durchmesser  ug  ist  somit  auch  ein  solcher  für  den  Kegelschnitt  @^^.  Die 
beiden  Kegelschnitte  sind  daher  concentrisch  gelegen. 

Da  r  und  t  Endpunkte  eines  Durchmessers  sind,  t  und  8  nie  zusam- 
menfallen, so  können  s  und  r  niemals  Endpunkte  desselben  Durchmessers 
sein;  die  beiden  Tangenten  @r  und  S  sind  daher  nie  parallel.  Mithin  hat 
der  Kegelschnitt  (S^^^  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  keine  reellen  Schnitt- 
punkte und  ist  eine  Ellipse. 

Wenn  die  beiden  Inyolutionscentra  u  und  g  in  Bezug  auf  @<^>  con- 
jagirt  sind,  so  sind  auch  die  beiden  Punkte  r  und  8  inyolutorisch  gepaart; 
die  Verbindungslinie  r8  geht  immer  durch  ein  drittes  Inyolutionscentrum  e. 
Die  drei  Punkte  u,  g  und  e  bilden  ein  Tripel  conjugirter  Punkte,  durch 
welche  die  drei  Seiten  r/,  tSj  r8  des  dem  Kegelschnitt  (S^^^  einbeschriebe- 
nen Dreiecks  gehen.  (Schröter,  Kegelschnitte.  2.  Aufl.,  S.  149.)  Da  nun 
u  der  Mittelpunkt  ist,  so  liegen  g  und  c  auf  der  unendlich  fernen  Geraden 
und  die  Inyolutionsaxe  ®  ist  ein  Durchmesser.  Weil  dieser  den  Kegel- 
schnitt nicht  schneiden  darf,  so  ist  der  y erliegende  Fall  nur  möglich,  wenn 
gc^)  eine  Hyperbel  ist  Der  Schnittpunkt  c  der  beiden  in  r  und  5  an  die 
Hyperbel  gelegten  Tangenten  €  und  @r  bewegt  sich  nun  auf  der  Polare  (S 
des  Punktes  e;  e  und  g  waren  aber  zwei  conjugirte  unendlich  ferne  Punkte, 
also  sind  (S  und  @  zwei  conjugirte  Durchmesser,  yon  denen  (S  die  Hyper- 
bel stets  in  zwei  reellen,  ®  in  zwei  imaginären  Punkten  schneidet. 

Wir  wollen  hier  noch  erwähnen,  dass  der  zuletzt  untersuchte  Fall  be- 
sonders dann  eintritt ,  wenn  die  beiden  Krttftesysteme  2'  und  2"  so  inein- 
ander liegen,  dass  ihre  Centralpunkte  e  und  c"  sich  decken. 

§16. 
Die  beiden  Parabeln  ^  und  ^"  der  beiden  Systeme  2'  und  2"  haben 
drei  reelle  oder  eine  reelle  und  zwei  imaginäre  gemeinschaftliche  Tangenten 
Ax^  Ap^  Ax,  Es  sind  dies  wieder  drei  Paare  paralleler  Seitenkräfte,  welche 
mit  ihren  Mittelpunktsstrahlen  @«,  @y,  @z  zusammenfallen.  Die  entspre- 
chenden Seitenkräfte  des  Systems  2  liegen  gleichfalls  auf  diesen  Strahlen; 
die  Tangenten  ^«,  Jy,  A»  berühren  daher  auch  €^^^  und  die  Parabel  $ 
des  Systems  2.  Durch  Veränderung  yon  X  nimmt  die  Parabel  $  andere 
Lagen  an;  sie  berührt  aber  immer  die  drei  Geraden  Ax^Ay^A^;  ihr  Brenn- 
punkt f  durchläuft  daher  den  Kreis  f$,  welcher  dem  Dreiseit  AxA^Aj^  um- 
schrieben ist  und  auch  die  Punkte  f  und  f  enthält. 
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Die  Leitlinien  der  dm  Parabeln  $',  $",  iß  sind  die  drei  Resultanten 
R\  R"  and  /?,  welche  sich  im  Punkte  o,  dem  Höhenschnittpunkt  des  Drei- 
seits,  schneiden.  Der  Gegenpunkt  t  yon  f  in  Bezug  auf  eine  Seite ,  s.  B.  Ag^ 
liegt  auf  der  Leitlinie  R  und  beschreibt,  wenn  f  den  Kreis  %  durchwandert, 
einen  congruenten  Kreis ,  welcher  mit  dem  Kreise  %  in  Bezug  auf  ^x  sym- 
metrisch liegt  und  den  Punkt  o  enthält.  Daher  ist  das  Bttschel,  welches 
B  durch  Drehung  um  o  erzeugt »  projectivisch  der  Kreispunktreihe  ^  die  dieser 
Gegenpunkt  t  beschreibt,  also  auch  projectivisch  der  Punktreihe,  welche  f 
auf  dem  Kreise  f$  bestimmt.  Es  sind  dabei  aber  die  Bogen,  welche  f  und 
sein  Gegenpunkt  t  auf  den  beiden  congruenten  Kreisen  in  umgekehrter 
Richtung  durchlaufen,  einander  gleich;  da  dieser  Gegenpunkt  t  und  der 
Hauptmittelpunkt  m  immer  auf  demselben  Strahle,  der  Resultante  R,  liegen 
und  R  sich  immer  um  den  Punkt  o,  den  Schnittpunkt  des  Kreises  SDl  und 
des  Ton  Punkt  t  beschriebenen  Kreises,  dreht,  so  erzeugen  m  auf  dem 
Kreise  Wl  und  /"auf  dem  Kreise  ^  zwei  projectivisch-ähnliche,  aber 
in  umgekehrter  Richtung  laufende  Punktreihen. 

Hieraus  folgt  die  Aehnlichkeit  der  beiden  Dreiecke  ntlmm'  und  fff'\ 
und  es  ist 

L  mmm"  =  L  fff. 

Dadurch  ist  ^  als  ein  Kreis  bestimmt,  welcher  ff  als  Sehne  enthält  und 
L  fff'^=^  L  mmm"  als  Peripheriewinkel  fasst. 
Man  hat  aber  auch  nach  §  10 


mm"  ff 

wodurch  der  Punkt  f  selbst  auf  dem  Kreise  0  bestimmt  ist. 

Bei  der  Erzeugung  der  Punktreihe  %  trifft  der  Punkt  f  in  den  Eck- 
punkten des  Tangentendreiseits  Aa^AffA^  mit  der  Resultante  R  zusammen; 
R  ist  dann  normal  zur  Gegenseite.  In  diesem  Falle  zerfallt  die  Parabel  $ 
in  ein  StrahlenbUschel  erster  Ordnung,  dessen  Mittelpunkt  f  ist;  das  Kräfte- 
System  2  befindet  sich  dabei  in  der  ausgezeichneten  Lstge,  bei  welcher  R 
normal  zur  Centrallinie  6  ist.  €  ist  dann  der  gemeinschaftlichen  Tangente 
an  $'  und  $",  also  dem  Mittelpunktsstrahle  %ry  parallel  Bei  fester  Lage 
von  R'  und  R"  tritt  dieser  Fall  dreimal  oder  einmal  ein,  je  nachdem  $ 
und  ^"  drei  oder  nur  eine  reelle  gemeinschaftliche  Tangente  haben. 

Wir  können  die  zuletzt  gefundenen  Resultate  noch  benutzen,  um  in 
anderer  Weise  den  Ort  für  den  Centralpunkt  c  zu  gewinnen.  Projiciren 
wir  nämlich  m  und  f  durch  die  Radien  der  Kreise  3R  und  g,  so  erhalten 
wir  zwei 'projectivisch  gleiche  Büschel  mit  entgegengesetztem  Drehungssinne. 
Zweimal  werden  dabei  die  entsprechenden  Strahlen  gerade  entgegengesetzt 
gerichtet  sein  und  dadurch  die  beiden  parallelen  Durchmesser  dm  bezw«  d/  be- 
stimmen, deren  entgegengesetzt  liegende  Endpunkte  entsprechende  sind. 
Nimmt  man  nun  zwei  Punkte  m,  und  my  so  an,  dass  rngm^^d^i  so  ist 
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die  YerbindtiiigBliiiie   fgfy   der   beiden   entsprechenden  Pnnkte   wegen  der 
Aehnlichkeit  der  Punkireihen  gleichfalls  parallel  df,  und  man  bat 

.*M«<My :  fxfff  =  dm :  d/e=  constant. 
Es  ist  aber  m:gmyfyf^  ein  Trapez,  dessen  zwei  Gegenseiten  m^fy  tmd  myfx 
sich  stets  im  Susseren  Aehnlichkeitspunkte  der  beiden  Kreise  SR  und  % 
sehneiden.  Die  Mitten  v  und  w  dieser  beiden  Seiten  liegen  daher  auf  einem 
Kreise,  dessen  Mittelpunkt  u  die  Mitte  der  Verbindungslinie  der  Mitten  der 
beiden  Kreise  SR  und  $  ist  und  dessen  Durchmesser  die  Länge  \{äm+df) 
hat  Die  Mittellinie  vw  des  Trapezes  schneidet  die  beiden  Diagonalen  mxfx 
und  iNy^  in  den  Centralpnnkten  Cx  bezw.  <^,  und  man  hat  daher,  wenn 
ii>df  ist, 

C-t<^  =  i  (Wjp Wy  '-fxfp)i 

während 

vw  =  i{fnxmy  +  fxfy) 

isi    Es  folgt  daraus  das  VerhSltniss 

VW       fnxfny  +  fxfy      dm  +  df' 
mithin  constant. 

Die  parallelen  Sehnen  vw  des  Kreises  um  u  werden  durch  Cx  und  Cy 
in  constantem  VerhSltniss  verkürzt;  somit  ergiebt  sich,  dass  Cx  und  Cy  die 
Endpunkte  paralleler  Sehnen  einer  Ellipse  @^^)  sind,  deren  Hauptaxe  gleich 
der  Summe ,  deren  Nebenaze  gleich  der  Differenz  der  Durchmesser  der  beiden 
Kreise  9R  und  %  sind  und  deren  Mittelpunkt  u  die  Mitte  der  Centrale 
dieser  beiden  Kreise  ist. 

Haben  die  beiden  Kreise  ÜR  und  %  gleichen  Durchmesser,  so  wird  das 
Trapez  m^n^yfyfx  ein  Parallelogramm,  dessen  Diagonalen  sich  halbiren;  Cx 
und  Cy  fallen  zusammen  und  der  Centralpunkt  c  beschreibt  in  diesem  Palle 
eine  gerade  Linie  (§  14)  von  der  LSnge  des  Durchmessers. 

§16. 

Die  beiden  projectiyischen  Punktreihen  S'  und  ^'  können  ihren  Durch- 
schnitt Op  entsprechend  gemein  haben  und  liegen  dann  perspectivisch.  Die 
beiden  ineinander  liegenden  Strahlenbüschel,  welche  S  und  @  durch  Um- 
hfiUnng  Ton  S^^^  erzeugen,  zerfallen  in  zwei  Strahlenbüschel  erster  Ordnung, 
deren  Mittelpunkte  ap  bezw.  p  sind.  Der  Fall  ist  analog  dem  in  §  11  be- 
bandelten. Die  Centrallinie  S  erzeugt  dann  mit  dem  Mittelpunktsstrahl  @r 
die  Ellipse  6^^),  welche  durch  Op  und  p  geht  und  diese  Punkte  zu  End- 
punkten eines  Durchmessers  hat.  Die  in  Op  und  j?  an  @^^  gelegten  Tan- 
genten haben  die  Richtung  des  Mittelpunktsstrahles  Stp,  welcher  dem  Strahle 
€p  oder  pop  adjungirt  ist. 

Die  drei  festen  Tangenten  Äx^  Äy,  Ä»  sai  die  Parabel  iß'  und  iß"  und 
an  ^  bestimmen  auch  hier  in  ihren  Durchschnittspunkten  den  Kreis  ^.  Die 
eine  stets  reelle  Tangente  Ä^  ist  identisch  mit  der  dem  Durchschnittspunkte 
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Gp  entsprechenden  Seitenkraft  ^p;  die  beiden  anderen  reellen  oder  imagi- 
nären Tangenten  sind  von  p  an  $'  oder  Sß"  gelegt.  Der  Mittelpunkt  p  und 
die  Oegenpankte  fy  f  bestimmen  daher  den  Kreis  f$. 


§17. 

Wenn  die  beiden  Besul tauten  B!  und  R"  parallel  sind,  so  sind  die 
beiden  unendlich  fernen  Punkte  &V  i  Z^'V'  der  CentralUnien  6'  und  ^"  ent- 
sprechende; der  Strahl  Xr  ist  die  unendlich  ferne  Gerade«  Der  Kegelschnitt 
6(^>  wird  eine  Parabel.  Die  Centralpunkte  c ,  c'^,  c  liegen  als  Mittelpunkte 
paralleler  Seitenkräfte  auf  einer  Geraden,  dem  Mittelpunktsstrahle  Sr»  wel- 
cher S<^  berührt.  Nun  ist  allemal  me^=^mf  und  die  drei  Punkte  t»,  c  und 
f  liegen  stets  auf  einer  Geraden ,  welche  normal  zu  S  ist.  Wird  R'=  —  R'^y 
so  gehören  m  und  o  und  damit  auch  f  der  unendlich  fernen  Geraden  an, 
woraus  hervorgeht,  dass  in  diesem  Falle  der  Ort  für  /*,  der  Kreis  fj[,  selbst 
eine  Gerade  wird,  f  also  eine  gerade  Punktreihe  beschreibt,  welche  der  yon 
m  und  c  erzeugten  projectivisch  ist. 

Sehr  einfach  gestaltet  sich  der  Beweis  für  den  Fall,  dass  die  Haupt- 
mittelpunkte m',  m"  und  damit  auch  m  zusammenfallen.  Dann  liegen  auch 
die  Besultanten  R\  R"  und  R  auf  einer  Geraden,  und  da  e\  c^  e  die 
Mitten  von  m/^,  w/^',  mf  sind,  so  erhalten  wir  durch  fffem»  zweite 
Gerade,  welche  parallel  cc'c  ist.  Nun  ist  allemal  mcXS;  da  c  sich  auf 
cc"  bewegt,  so  umhüllt  S  eine  Parabel,  nämlich  C^'^\  für  welche  m  der 
Brennpunkt,  cc"  die  Scheiteltangente  und  ff  die  Leitlinie  ist.  Die  drei 
Parabeln  $',  ^'\  $  haben  dieselbe  Leitlinie  R  und  daher  nur  zwei  gemein- 
schaftliche, zueinander  normale  Tangenten,  deren  Schnittpunkt  der  gemein- 
schaftliche Punkt  der  Leitlinie  R  und  der  Verbindungslinie  der  Brennpunkte 
ff  ist.  Bei  der  Drehung  von  R  durchwandert  dieser  Punkt  ff\  und 
die  beiden  Tangenten  umhüllen  fortwährend  die  Parabel  6^^. 


§18. 

Wir  können  2'  und  Z"  als  Theile  eines  einzigen  Kräftesjrstems  £  auf- 
fassen und  die  in  den  §§10 — 17  gewonnenen  Resultate  daher  in  folgender 
Weise  zusammenfassen: 

Theilt  man  die  Kräfte  eines  ebenen  Kräftesystems  in  zwei 
Gruppen,  deren  eine  nur  constante  Kräfte  enthält,  während 
die  Kräfte  der  andern  Gruppe  ihre  Intensität  proportional  ver- 
ändern, so 

1.  beschreibt   die  Besultante  ein  Strahlenbüscbel  erster 
Ordnung, 

2.  erzeugt  der  Hauptmittelpunkt  und  sein  Gegenpunkt  je 
eine  kreisförmige  Punktreihe  9)1  und  ($, 
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3.  umhüllen  die  Centrallinie  und  die  Mittelpnnktsstrahlen 
denselben  Kegelschnitt  6<^>  oder  beschreiben  zwei  Strab- 
lenbaschel  erster  Ordnung, 

4.  bewegt  sich  der  Centralpnnkt  auf  einer  Ellipse  (S^\ 
deren  Hanptaxe  gleich  der  Snmme,  deren  Nebenaxe 
gleich  der  Differenz  der  Durchmesser  der  beiden  Kreise 
3)t  nnd  fj[  sind,  deren  Mittelpunkt  die  Mitte  der  Cen- 
trale dieser  beiden  Kreise  ist,  und  welche  den  Kegel- 
schnitt S^^^  in  den  Endpunkten  eines  Durchmessers  be- 
rührt, bezw.  die  Mittelpunkte  der  beiden  Strahlenbü- 
schel  erster  Ordnung  zu  Endpunkten  eines  Durchmes- 
sers hat.  In  besonderen  Fällen,  wenn  3R  und  %  gleichen 
Durchmesser  haben,  degenerirt  die  Ellipse  (S^^  zu  einem 
Durchmesser  des  Kegelschnitts  (S^^^K 

Alle  diese  erzeugten  Gebilde  sind  projectiyisch  aufeinan- 
der bezogen  und  enthalten  die  entsprechenden  Elemente  der 
beiden  Gruppen  des  Systems. 

Wenn  endlich  die  beiden  Resultanten  der  Gruppen  parallel 
sind,  so  beschreibt  die  Resultante  ein  ParallelstrahlenbUschel, 
der  Hauptmittelpunkt,  sein  Gegenpunkt  und  der  Centralpnnkt 
je  eine  gerade  Punkireihe,  während  die  Centrallinie  eine  Para- 
bel umhttllt. 
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zweier  numerischer  algebwischer  Gleichungen  mit 

zwei  Unbekannten. 

Von 

Dr.  R.  Mehmke  , 

ProfemoT  an  der  toohn.  Hoobiohnle  su  DarmstaAL 


ffierzQ  Taf.  III  Fig.  1-  9. 


Nach  den  bisherigen  Methoden  zwei  numerische  algebraische  Oleiohongen 
mit  zwei  Unbekannten  aufzulösen,  ist  bei  nicht  ganz  niedrigem  Grada  der 
Gleichungen  eines  der  unangenehmsten  Geschäfte ,  die  man  sich  denken  kann. 
Am  zweckmSssigsten  erscheint  es  noch,  zuerst,  bei  Deutung  der  Unbekann- 
ten als  Cartesische  Coordinaten  eines  veränderlichen  Punktes  der  Ebene,  die 
durch  die  gegebenen  Gleichungen  vorgestellten  Curven  aufzuzeichnen,  wo- 
durch man  in  den  Coordinaten  ihrer  Schnittpunkte  Näherungswerthe  der 
gesuchten  Wurzelpaare  erhält,  und  alsdann  durch  Anwendung  des  von 
Scheffler*  angegebenen,  dem  Hörn  er 'sehen  nachgebildeten  Verfahrens 
die  Genauigkeit  zu  erhöhen.  Man  mache  sich  aber  recht  klar,  welche  Arbeit 
allein  zum  Verzeichnen  jener  Curven  nöthig  ist,  sobald  der  Grad  die  Zahl 
2  oder  3  übersteigt.  Es  giebt  hierzu  bis  jetzt  keinen  andern  Weg,  als  für 
X  bezw.  y  eine  Reihe  von  angenommenen  Werthen  in  die  betreffenden  Gleich- 
ungen einzusetzen  und  die  so  entstehenden  Gleichungen  mit  einer  Unbekann- 
ten aufzulösen. 

Das  Verfahren,  welches  im  Folgenden  beschrieben  werden  soll,  ist 
dstgegen  ein  bequemes  und  im  Hinblick  auf  die  Schwierigkeit  der  Aufgabe 
einfaches  zu  nennen,  bei  dem  die  Arbeit  auf  das  unumgänglich  nöthige 
Maass  zurückgeführt  ist.  Es  bildet  die  natürliche  Fortsetzung  des  logarith- 
mischen Verfahrens  der  Auflösung  numerischer  Gleichungen  mit  einer  Un- 
bekannten.** Ich  beginne  auch  damit,  die  Gleichungen  graphisch  aufzu- 
lösen,  zu  welchem  Zwecke  die  Schnitte  zweier  Paare  von  leicht  zu  con- 


*  Scheffler,  Auflöeung  der  algebraischen  und  transcendenten  Gleichungen, 
1859,  S.  71. 

**  Neue  Methode,  beliebige  numerieche  Gleichungen  mit  einer  Unbekannten 
graphisch  anfzalösen,  Civilingenieur  1889,  Bd.  XXXV  S.  617.  Die  logarithmische 
Berechnung  der  Wurzeln  zeige  ich  nebst  anderen  Methoden  in  einer  Abhandlang, 
welche  in  dieser  Zeitschrift  abgedrnckt  werden  wird. 
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strairenden  Fl&chen  im  Grundriss  gezeichnet  werden  müssen  —  eine  leichte 
Aufgabe  für  Jeden,  der  mit  den  Methoden  der  darstellenden  Geometrie  ein 
wenig  vertraut  ist.  Irgendwelche  Rechnung  ist  nicht  erforderlich.  Bei  einem 
Maassstabe,  wie  er  bei  Zeichnungen  in  der  darstellenden  Geometrie  an- 
gewendet zu  werden  pflegt,  ergeben  sich  die  Logarithmen  der  gesuchten 
Wurzeln  auf  zwei  bis  drei  Decimalen.  Weitere  Deoimalen  können  dann 
durch  eine  in  einfacher  Weise  fortschreitende  Rechnung,  bei  der  entweder 
gewöhnliche  Logarithmen  oder  Additionslogarithmen  zur  Anwendung  kommen, 
in  beliebiger  Anzahl  gefunden  werden.  Es  ist  noch  zu  bemerken,  dass  dieses 
Verfahren  auch  auf  transcendente  Gleichungen  ausgedehnt  werden  kann. 


I.   Graphische  Auflösung. 

S  1.  Vorbereitun^fen. 

Es  liegt  im  Wesen  des  logarithmischen  Verfahrens ,  dass  durch  dasselbe 
nur  die  positiven  Werthe  von  x  und  y  geliefert  werden,  die  den  Gleich- 

°°^"  fix,y)==0,    g{x,y)  =  0 

gleichzeitig  genügen.  Sehr  häufig  wird  es  auch  die  Natur  der  Aufgabe  mit 
sich  bringen,  dass  man  blos  die  positiven  Wurzeln  sucht.  Sollten  aber 
z.  B.  noch  diejenigen,  die  Gleichungen  befriedigenden  Werthepaare  von  x 
und  y  verlangt  sein ,  bei  denen  x  positiv,  y  negativ  ist ,  so  wird  man  einfach 

r(a:,-y)-0,    g{x,-'y)^0 
an  SteUe  der  gegebenen  Gleichungen  setzen  und  die  positiven  Wurzeln  der 
neuen  Gleichungen  bestimmen. 

Die  obige  Form  der  Gleichungen,  bei  der  die  rechten  Seiten  Null  sind, 
eignet  sich  nicht  sehr  für  die  logarithmische  Behandlung.  Man  zerlege  des- 
balb  auf  irgend  eine  Weise  die  linken  Seiten  in  die  Differenz  zweier  Func- 
tionen fi{x^y)  und  f^{x^y)y  bezw.  g^(x^y)  und  g^^x^y)^  so  dass  die  Gleich- 
ungen jetzt  geschrieben  werden  können: 

/i(a?,y)  =  /s(«,y),  9My)=g^{x,y). 
Die  einfachste  und  am  nächsten  liegende  Art,  bei  einer  Gleichung  diese 
Form  herzustellen,  besteht  darin,  dass  man  alle  negativen  Glieder  der  ur- 
Bprfinglichen  linken  Seite  auf  die  rechte  Seite  bringt.  In  der  Begel  soll 
anch  diese  9  mit  besonderen  Vortheilen  verbundene  Zerlegungsweise  an- 
gewendet werden. 

Mitunter  bringt  es  Nutzen,  eine  der. Gleichungen  oder  beide  mit  einer 
Potenz  von  x  oder  y  zu  dividiren.  Weil  hierbei  grospe  Willkür  besteht 
und  weil  auch  sehr  verschiedene  Zerlegungen  vorgenommen  werden  können, 
80  giebt  es  eigentlich  eine  grosse  Mannigfaltigkeit  von  Wegen,  die  man 
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bei  der  Auflösung  einschlagen  kann.  Es  werden  sich  noch  Gesichtspunkte 
ergeben,  die  bei  der  Entscheidung  für  den  einen  oder  andern  in  Betracht 
kommen. 

S  2.  Gkrondgedaiike  der  logaxifhmlBoh-graphiBohen  Auflösimg. 

Wenn  man  jede  Seite  der  beiden  Gleichungen  in  der  Form,  die  wir 
ihnen  zuletzt  ertheilt  haben,  mit  ß  bezeichnet,  so  erhKlt  man  die  beiden 
Systeme :  ^  /       \  x  /      \ 

von  denen  jedes  die  betreffende  ursprüngliche  Gleichung ,  aus  der  es  ab- 
geleitet ist,  ersetzen  kann.  Man  fasse  Xy  y^  0  als  rechtwinklige  Cartesische 
Goordinaten  eines  veränderlichen  Punktes  im  Räume  auf.  Dann  stellt  jede 
der  vorhergehenden  Gleichungen  eine  Fläche  dar,  also  jedes  der  beiden 
Gleichnngssysteme  eine  Baumcurve.  Die  Goordinaten  der  Schnittpunkte, 
welche  die  XF-Projectionen  jener  Baumcurven  liefern,  sind  offenbar  die 
gesuchten  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichungen. 

Es  wäre  eine  recht  mühsame  Aufgabe,  die  ebengenannten  Flächen  selbst 
darzustellen.  Eine  überraschende  Vereinfachung  wird  herbeigeführt,  wenn 
man  auf  jene  Flächen  die  logarithmische  Transformation  anwendet,  welche 
darin  besteht,  dass  logx^  Zo^y,  log»  9J3l  Stelle  von  x^  y^  ß  gesetzt  werden. 
Von  den  neuen  Flächen  kann  man  nämlich ,  und  zwar  ohne  jede  Rechnung, 
beliebig  viele  Punkte,  wie  auch  ebene  Schnitte  mit  bemerkenswerther  Leich- 
tigkeit construiren.  Hierauf  beruht  wesentlich  die  Brauchbarkeit  des  Ver- 
fahrens. Dass,  wie  es  offenbar  der  Fall  ist,  die  Logarithmen  der  ge- 
suchten Wurzeln  sich  ergeben,  wird  in  vielen  Fällen  ganz  erwünscht  sein. 
Will  man  jedoch  unmittelbar  die  Zahlenwerthe  selbst  haben,  so  braucht 
man  nur  die  Goordinaten  mit  einem  logarithmischen  Maassstabe  zu  messen. 

I  8.  LogarithxniBohea  Bild  einer  Funotion  Ton  awei  Veräiiderliohen. 

Additiomsourve« 

Die  Fläche,  welche  sich  ergiebt,  wenn  logx^  logy^  löge  zu  rechtwink- 
ligen Cartesischen  Goordinaten  eines  veränderlichen  Punktes  genommen  wer- 
den, und  0  irgend  eine  Function  von  x  und  y  ist,  möge  das  logarithmische 
Bild  dieser  Function  heissen.    Beginnen  wir  mit  dem  einfachsten  Falle,  dass 

ist    Man  hat: 

loge^loga  +  mlogx  +  nlogy. 

In  den  Goordinaten  des  veränderlichen  Punktes  ist  diese  Gleichung  linear, 

sie  stellt  also  eine  Ebene  vor.     Die  Spur  dieser  Ebene  mit  der  JTZ- Ebene 

hat  die  Gleichung  ,  ,        .      , 

logß  =  loga  +  mlogx, 

ist  also  eine  durch  den  Punkt  loga  der  Z-Axe  gehende  Gerade  von  der 
Steigung  m.     Ebenso  findet  man,  dass  die  XZ-Spur  der  Ebene  gleichfalls 
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den  Pnnkt  loga  der  Z-Axe  enthSlt,  aber  die  Steigung  n  besitzt  Hat  man 
nach  diesen  Angaben  die  XZ-  and  FZ- Spur  gezeichnet,  so  ergeben  sich 
die  Schnittpunkte  der  Ebene  mit  der  X-  und  T-Axe  nnd  damit,  SeJIs  loga'^0 
ist,  ihre  ZT*- Spar  von  selbst.  Wenn  aber  2o^a  =  0,  so  wird  die  Gleichung 
der  XF-Spur: 

O^mlogx  +  nlogy, 

wodurch  eine  den  Nullpunkt  enthaltende  Gerade  yorgestellt  ist,  deren  Winkel 
mit  der  Z-Axe  die  trigonometrische  Tangente  —min  besitzt.  Man  beachte, 
dass  m  und  fr  nicht  positiv  und  auch  keine  ganzen  Zahlen  zu  sein  brauchen. 
Wenn  e  die  Form  hat: 

0  SS  aof"^  +  a^nf^y^^  +  •••  +  <»*«"*  y"* , 
80  stelle  man  zuerst  die  Ebenen  dar,  welche  dem  Vorhergehenden  zufolge 
die  logarithmischen  Bilder  der  einzelnen  Glieder  von  e  sind.  Man  muss  sich 
jetzt  für  ein  bestimmtes  Darstellungsyerfahren  entscheiden.  Wir  wollen  das 
Grund-  und  AufrissvedUiren  benützen,  indem  wir  in  der  üblichen  Weise 
die  ZT' Ebene  zur  Grundrisstafel,  die  ZZ- Ebene  zur  Aufrisstafel  wfthlen 
oder  doch  wenigstens  die  Tafeln  parallel  zu  den  Coordinatenebenen  an- 
nehmen. Die  Grundriss-i  Aufriss-  und  Seitenspuren  der  obengenannten 
Ebenen  seien  der  Reihe  nach  8,  T,  U;  8^,  2\,  U^i  ... ;  8k,  T*,  Uk^  Wir 
stellen  uns  nun  die  Aufgabe^  einen  Punkt  p  der  Flftche  zu  construiren, 
dessen  Ghimdriss  p'  beliebig  angenommen  worden  ist  (s.  Fig.  1,  welche 
don  Falle* iK=12«*y-*-|-40«-*y-%  entspricht).  Die  durch  p'  gehende 
Senkrechte  schneide  jene  Ebenen  in  den  Punkten  g,  g^,  ...,  qjt.  Die  Auf- 
risse dieser  Punkte,  deren  Grundrisse  mit  p'  zusammenfallen,  werden  in 
bekannter  Weise  gefunden.  Der  Schnittpunkt  des  gemeinschaftlichen  Grund- 
lothes  derselben  mit  dem  Grundschnitte  heisse  o.  Zur  Abkürzung  sollen  noch 
die  einzelnen  Glieder  von  iS,  bezw.  die  Werthe,  welche  sie  annehmen,  wenn 
man  fEb:  x  und  y  die  der  Lstge  von  p'  entsprechenden  Werthe  einsetzt,  durch 
Qj  Ot*  •••!  Ok  bezeichnet  werden.     Dann  ist  im  Aufriss 

oq'^hgQ,  ogf\^logOi,  •••!  oq'k^logQt. 

Wenn  wir  zunftchst  den  Fall  setzen,  dass  die  Coefficienten  a^  a^^  ...,  a 
alle  positiv  sind,  so  besteht  die  Aufgabe  darin,  den  Punkt  p"  so  zu  be- 
stimmen, dass 

op"^log0^log{Q  +  Oi  +  '''  +  Qk)' 

Diese  Aufgabe  wird  am  bequemsten  mit  Hilfe  der  Additionscurve  (s.  Fig.  2) 
geltet  (vergl.  Nr.  2  der  angefahrten  Abhandlung).    Dieselbe  ist  nämlich  durch 

dargestellt  y  worin  u  und  v  die  Coordinaten  eines  Punktes  der  Gurre  be- 
zeichnen und  t  einen  Parameter  bedeutet.  Sie  hat  die  positiye  17-Axe  und 
die  Halbirungslinie  des  Winkels  zwischen  der  positiven  F-Axe  und  der 
negativen  Z7-Axe  zu  Asymptoten. 
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Betrachten  wir  zuerst  den  Fall  yon  zwei  Gliedern  (s.  Fig.  3 ,  in  welcher 

zur  Vereinfachung  die  Striche  an  den  Buchstaben  fortgelassen  worden  sind). 

Setzt  man  9^1  =  u,  so  ist 

öl 
u  =  oqi--oq=:^logOi'-logO='log^t 

aber  andererseits 
also 


und  femer 


op-ogi  =  M(>  +  (>i)-2^0,-^A  +  -^\=^(l  +  |)  = 


f+D-'^o+i: 


Demnach  bilden  die  Strecken  qq^  und  q^p  Abscisse  und  Ordinate  eines 
Punktes  der  Additionscurve.  Folglich  wird  p  gefunden,  indem  man  die 
Strecke  qg^  in  den  Zirkel  nimmt,  auf  der  {7-Axe  als  Abscisse  aufträgt, 
die  zugehörige  Ordinate  der  Additionscurve  misst  und  q^p  gleich  derselben 
macht. 

Sind  mehr  als  zwei  Punkte  vorhanden,  so  hat  man  mittels  der  Ad- 
ditionscurve zuerst  aus  den  Punkten  g  und  q^  (s.  Fig.  4)  einen  Hilfspunkt  r^ 
von  der  Beschaffenheit  abzuleiten,  dass  of2^^(ö+öi)»  clann  aus  rj  und 
q^  einen  Hilfspunkt  r^,  so  dass  or,  ^{(^((ö  +  ÖJ  +  ös)  u.  s.  w.  Aus  dem 
letzten  Hilfspunkte  rk  ~  1  und  dem  letzten  der  gegebenen  Punkte  geht  dann 
auf  dieselbe  Weise  der  gesuchte  Punkt  p  hervor. 

S  4.  X'ortBetsung.    SnbtraotioiiBOiirve. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  dass  unter  den  Coefficienten  a^üiy  ...,  ük  auch 
negative  vorkommen.     Im  Falle  zweier  Glieder: 

hat  man  die  Aufgabe ,  den  Punkt  p  so  zu  bestimmen  (Fig.  5) ,  dass 

op^hg{ß-Ox), 
wobei 

oq  —  logQ,    oq^^l^gQ^. 

Da  die  Punkte  jp,  g,,  q  in  derselben  Beziehung  stehen,  wie  die  Punkte  g, 
g^,  p  der  Fig.  3,  so  könnte  wieder  die  Additionscurve  verwendet  werden, 
die  zu  g^g  als  Ordinate  eine  Abscisse  gleich  der  gesuchten  Strecke  p^, 
liefert.  Statt  dessen  kann  man  sich  auch  einer  besondern  „Subtractions- 
curve'^  bedienen  (Fig.  6).  Dieselbe  besitzt  die  Eigenschaft,  dass  die  Ordi- 
nate V  irgend  eines  ihrer  Punkte  gleich  logil — -j  ist,  wenn  seine  Ab- 
scisse den  Werth  logt  hat.  Wie  leicht  bewiesen  werden  kann,  ist  diese 
Curve  zur  Halbirenden  des  Winkels  zwischen  der  +77-  und  —  F-Axe  sym- 
metrisch und  nähert  sich  genannten  Axen  asymptotisch.  Setzt  man  gi9  =  tf, 
80  dass 
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also  i^jr  wird,  so  ist 

qp^op'-oq  =  log{0-Qi)-logQ  =  hgll — n-W^^l-y)^^- 


(i)-"" 


Man  moss  daher  zu  gj^  als  Abscisse  die  zugehörige  Ordinate  v  der  Sab- 
iractionscarve  bestimmen  and  dieselbe  von  q  aas  nach  unten  abtragen,  um 
den  gesachten  Pankt  p  za  erhalten. 

Beim  Vorhandensein  mehrerer  Glieder  mit  verschiedenen  Vorzeichen 
kommen  die  Additions-  and  Subiractionscarve  beide  zur  Anwendung.  Es  sind 
hier  ebenso  viele  verschiedene  Constructionen  möglich,  wie  Anordnungen  der 
Glieder.  Im  Allgemeinen  wird  es  zweckmässig  sein,  zuerst  alle  positiven 
Glieder  und  dann  alle  negativen  je  fUr  sich  zusammenzufassen.  Wenn  die 
negativen  Glieder  die  positiven  überwiegen,  so  ist  natürlich  hge  und  damit 
auch  p  imaginär. 

Das  Verfahren  ist  auch  auf  den  Fall  anwendbar,  wo  is  aus  einer  Summe 
von  Gliedern  besteht,  die  nicht  die  Form  ax^y^  haben.  Sie  können  z.  B. 
tnuaeendente  Functionen  sein.  Man  muss  wieder  von  den  logarithmischen 
Bildern  der  einzelnen  Glieder  ausgehen,  die  jetzt  aber  keine  Ebenen  mehr 
sind.    Im  Folgenden  soll  dieser  Fall  nicht  weiter  berücksichtigt  werden. 

Statt  im  Aufriss,  kann  man  selbstverständlich  alle  Constructionen  auch 
im  Seitenriss  durchführen. 

I  5.  Senkreohte  Solmitte  der  betrachteten  Xlftohen. 
Man  wird  von  der  Fläche  F,  die  das  logarithmische  Bild  der  Function 
0  =r  aic^y"  +  0,0?"''^"»  +  •  •  •  +  Ofc  «""»y"* 
ist,  nicht  planlos  beliebige  Punkte  construiren.  Das  Ziel  ist  ja  die  loga- 
rithmische  Darstellung  einer  algebraischen  Gleichung  mit  zwei  Unbekannten 
7t  und  y  durch  eine  ebene  Curve,  welche  der  Grundriss  der  Durchdringungs- 
corve  zweier  Flächen  der  betrachteten  Art  ist.  Nun  wird  bekanntlich  die 
Sefanittcarve  zweier  Flächen  auf  folgende  Weise  construirt.  Man  führt 
(Hilfsflachen  bezw.)  Hilfsebenen  von  solcher  Beschaffenheit  ein,  dass  sie 
beide  Flächen  in  Curveu  schneiden,  die  leicht  gezeichnet  werden  können. 
Die  gemeinsamen  Punkte  ,der  Schnittcurven  einer  und  derselben  Hilfsebene 
mit  den  gegebenen  Flächen  sind  alsdann  Punkte  der  gesuchten  Durchdring- 
nngseurve  beider  Flächen.  Im  vorliegenden  Falle  sind  senkrechte  Hilfsebe* 
Ben  am  geeignetsten.  Sei  JET  (Fig.  1)  die  Grundrissspur  einer  solchen  Ebene. 
IHe  tu  den  einzelnen  Gliedern  von  ß  gehörigen  Ebenen ,  deren  Spuren  8^  T^ 
^y  Sy,  2\,  (/|;  ...  bereits  gezeichnet  worden  sind,  mögen  E,  E|,  ...9  Ek 
beisBen.  Man  constmire  in  bekannter  Weise  die  Aufrisse  der  Geraden  Cr, 
ffp  ...,  Ci^A«   in   welchen  jene  Ebenen   von  der  Hilfsebene  H  geschnitten 
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werden,  unter  Benützung  dieser  Geraden  können  jetzt  mit  grosser  Schnel- 
ligkeit beliebig  viele  Punkte  von  der  Scbnittcurve  C  der  Hilfsebene  mit 
der  Flftche  F  im  Aufriss  bestimmt  werden.  Es  liegt  nftmlich  ofifenbar,  wie 
auch  p'  (vergl.  §§  3  und  4)  auf  H  gewählt  worden  ist,  g  immer  in  ff, 
9i  in  Cti  u.  s.  w« 

Man  bemerkt,  dass  die  Curve  C  und  ebenso  ihr  Aufriss  Ton  derselben 
Art  ist,  wie  die  zur  logarithmisch -graphischen  Auflösung  von  Qleichungen 
mit  einer  Unbekannten  dienenden  Curven.  Darum  hat  sie  (vergl.  a.  a.  0. 
Nr.  4)  von  den  Geraden  Q  diejenige  mit  grösster  und  diejenige  mit  klein- 
ster Steigung  zu  Asymptoten,  und  wenn  die  Coefficienten  a,  a|,  ...^  ük 
sSmmtlich  positiv  sind,  so  ist  sie  frei  von  Wendepunkten,  wie  auch  weiteren 
Asymptoten,  und  nach  oben  gekrümmt. 

In  der  Begel  wird  man  Hilfsebenen  parallel  zur  Aufrisstafel  oder  pa- 
rallel zur  Seitentafel  anwenden;  im  letzteren  Falle  sind  die  Constructionen 
natürlich  im  Seitenriss,  statt  im  Aufriss  vorzunehmen. 

I  6.  Asymptotenebenan  und  asymptotisohe  Cylinder. 

Die  transcendenten  Flftchen,  mit  denen  wir  es  im  Vorhergehenden  zu 
thun  gehabt  haben,  also  die  logarithmischen  Bilder  von  Functionen  der  Form 

iB  s=  JP(a?,y)  =  aa;""y"  +  a4a?"'«y"»  +  •••  +  aifcaf *y"», 
besitzen  einige  bemerkenswerthe  Eigenschaften ,  die  nicht  mit  Stillschweigen 
übergangen  werden  sollen. 

Es  hat  sich  gezeigt,  dass  jeder  senkrechte  Schnitt  C  der  Fläche  F  die- 
jenigen beiden  unter  den  Schnittlinien  ff,  ff^,  ..,,  Gk  der  Ebene  von  C  mit 
den  zu  den  einzelnen  Gliedern  von  0  gehörigen  Ebenen  E,  E],  ...,  Ekj 
welche  die  grösste  bezw.  kleinste  Horizontalneigung  besitzen ,  zu  Asymptoten 
hat.  Die  asymptotische  Annäherung  findet  immer  da  statt,  wo  die  betref- 
fende Gerade  sich  über  die  anderen  erhebt 

Es  lässt  sich  nun  ein  einfach  zusammenhängendes,  aus  Theilen  von  einzel- 
nen oder  sämmtlichen  Ebenen  E  zusammengesetztes  offenes  Polyeder  TT  von 
der  Beschaffenheit  angeben ,  dass  der  Schnittpunkt  irgend  einer  senkrechten 
Geraden  mit  einer  Seitenfläche  dieses  Polyeders  höher  liegt,  als  die  Schnitt- 
punkte derselben  Geraden  mit  den  übrigen  Ebenen  E.  Um  dieses  Polyeder 
zu  construiren,  wird  man  so  verfahren:  Von  den  Schnittpunkten  einer  be- 
liebigen Senkrechten  mit  den  Ebenen  E,  E^,  ...,  Ek  liege  der  höchste  etwa 
in  Ei.  Von  diesem  Punkte  aus  geht  man  in  der  Ebene  E|  nach  allen 
Seiten  fort,  bis  man  auf  Schnittlinien  mit  anderen  Ebenen  E  stösst.  Es 
ist  auf  diese  Weise  in  E<  ein  offenes  oder  geschlossenes  Polygon  abgegrenzt 
worden  I  das  die  erste  Seitenfläche  von  IT  bildet.  Nun  überschreitet  man 
die  Grenzlinien  dieses  Polygons  und  geht  hierbei  jedesmal  in  diejenigen  der 
noch  nicht  betretenen  Ebenen  über,  deren  Punkte  an  dieser  Stelle  höher 
liegen,   als   die  der  übrigen  Ebenen.     In  den  Ebenen,   in  welche  man  so 
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gelangt,  begrenzt  man  wieder  in  der  gleichen  Weise  Polygone  n.  s.  w.,  bis 
alle  Ebenen  durchschritten  sind. 

Man  sieht  leicht  ein,  dass  alle  offenen  Seitenflächen  des  Polyeders  TT 
Asymptotenebenen  der  Fläche  F  bilden.  Denn  jede  offene  Seitenfläche  kann 
auf  unendlich  Tiele  Arten  durch  eine  senkrechte  Ebene  so  geschnitten  wer- 
den, dass  die  Schnittlinie  unbegrenzt  bleibt,  sich  deshalb,  wegen  der  Grund- 
eigenschaft des  Polyeders  TT,  nach  der  unbegrenzten  Seite  hin  unaufhörlich 
über  die  Schnittlinien  derselben  Ebene  mit  den  (erweiterten)  übrigen  Seiten- 
flächen des  Polyeders  erhebt  und  somit  für  den  Schnitt  jener  Ebene  mit 
der  Fläche  F  Asymptote  ist  (s.  die  perspectivische  Figur  7).  Hieraus  folgt 
noch:  Wenn  bei  zwei  Flächen  F  und  F'  irgend  zwei  offene  Seitenflächen 
der  zugehörigen  Polyeder  TT  und  TT'  sich  so  schneiden,  dass  die  Schnitt- 
linie nach  einer  Seite  hin  unbegrenzt  bleibt,  so  ist  letztere  eine  Asymptote 
der  Durchdringungscurye  beider  Flächen. 

Besteht  F{x^y)  nur  aus  zwei  bezw.  drei  Oliedem,  so  sind  die  zu- 
gehörigen Ebenen  E,  E^  bezw.  E,  E|,  Eg  offenbar  alle  beide  bezw.  alle 
drei  Asymptotenebenen.  Es  könnte  auch  noch  aus  den  Constructionen  der 
§§  3  und  4  mit  Leichtigkeit  der  Satz  abgeleitet  werden,  dass  im  ersteren 
Falle  die  Fläche  F  ein  Cylinder  mit  zur  Schnittlinie  von  E  und  E|  paral- 
lelen Mantellinien  ist 

Aus  einer  Bemerkung  des  §  5  geht  hervor,  dass  die  Fläche  F  überall 
elliptisch  gekrümmt  und  nach  oben  offen  ist,  sich  ganz  oberhalb  des  Poly- 
eders TT  befindet  und  ausser  den  genannten  Seitenflächen  von  TT  keine 
Asymptotenflächen  besitzt,  wenn  die  Coef&cienten  Oj  (^y  ...^ak  alle  positiv 
Bind.  Die  Fläche  zeigt  eine  wesentlich  andere  Gestalt,  wenn  in  ihrer  Gleich- 
ung negative  Coefficienten  vorkommen.  Zwar  bilden  auch  in  diesem  Falle 
die  offenen  Seitenflächen  des  Polyeders  TT  Asymptotenebenen,  aber  es  treten 
ausserdem  noch  asymptotische  Cylinder  auf.  Um  dieses  einzusehen,  trenne 
man  in   der  Function  F{x,y)   die  negativen   von   den  positiveh  Gliedern, 

schreibe  also  „,       v       ^  ,      .       „  ,      v 

F{x,  y) «  F^  («,  y)  -  F^{x,  y), 

wo  F|  und  F^  nur  positive  Glieder  enthalten  soUen. 

Die  logarithmischen  Bilder  von  F^  und  F^  sind  Flächen  der  vorhin 
beschriebenen  Art  Schneiden  sich  diese  beiden  Flächen  in  einer  reellen 
Curve  C  —  die  offen  oder  geschlossen  sein  oder  aus  einzelnen  getrennten 
Theilen  bestehen  kann  — ,  so  ist  für  jeden  Punkt  von  C: 

Daher  nähert  sich  die  Fläche  F  nach  unten,  d.  i.  in  der  Richtung  der 
^Z-Axe,  unbegrenzt  dem  Cylinder  mit  senkrechten  Mantellinien,  der  Czur 
Leitlinie  hat  Durch  diesen  Cylinder  wird  der  Raum  in  zwei  oder  mehrere 
Theile  geschieden.  Nur  in  denjenigen  Theilen  besitzt  die  Fläche  F  reelle 
Mäntel,  wo  die  Fläche  Jp;  höher  als  F,  liegt,  d.h.  F^{x,y)>  F^{x,y)  ist 
In  den  übrigen  cylindrischen  Raumtheilen  kommen  reelle  Flächenmäntel 
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zum  Vorschein,  sobald  nicht  F,  sondern  —  ^(«, y)  =  F, («, y)  — /"i (a:, y) 
logarithmisch  dargestellt  wird.  Es  wäre  schliesslich  noch  leicht  zu  beweisen, 
dass  in  den  Gebieten,  wo  die  Flächen  F^  und  F^  sich  ins  Unendliche  er- 
strecken, die  höher  liegende  yon  beiden  eine  Asymptotenfläche  Yon  /*bezw. 
(-F)  ist. 

%  7.  BeispleL 

(Aus  Heia*  Aufgabensammlnng  genommen.) 

Die  aufzulösenden  Gleichungen  seien: 

aj7«5ic«y4  + 1506  =  0,    y5_3^y_i03  =  0. 
Nach  Trennung  der  positiven  und  negativen  Glieder  haben  wir: 

a:'  +  1506  =  5«»y*,    3a^y  +  103n=y*. 
Die  rechten  Seiten  stellen  geneigte  Ebenen  vor.     Eine  Vereinfachung  wird 
erzielt,  wenn  man  mit  a^y*  bezw.  y^  dividirt,   wodurch  die  rechten  Seiten 
Constanten   werden,    also    die   betreffenden   Ebenen  waagerechte  Lage  an- 
nehmen.    Die  Grleichungen  heissen  dann: 

^y-*  +  1506fl;-V*  =  5,    3a?*y^*  +  103y-«^=  1. 
Der  Deutlichkeit  wegen  ist  jede  in  einer  besondem  Figur  dargestellt  worden 
(s.  Fig.  8  und  9). 

Weil  die  linken  Seiten  blos  aus  zwei  Gliedern  bestehen,  so  gehören  zu 
ihnen  (vergl.  §  6)  Cjlinder,  welchem  umstände  behufs  Vereinfachung  der 
Constructionen  in  verschiedener  Weise  Rechnung  getragen  werden  kann.  Die 
rechte  Seite  stellt  bei  der  ersten  Gleichung  die  waagerechte  Ebene  durch 
den  Punkt  Zo^5  =  0,699  der  Z-Axe,  bei  der  zweiten  Gleichung  die  XT- 
Ebene  vor.  Nach  §  6  sind  die  Schnittlinien  der  zu  den  Gliedern  der  linken 
Seite  gehörigen  Ebenen  mit  den  genannten  waagerechten  Ebenen  Asymptoten 
der  betreffenden  waagerechten  Gjlinderschnitte ,  welche  Beziehung  im  Grund- 
risse zum  Ausdruck  kommt.  Legt  man  die  Grundrisse  der  Fig.  8  und  9 
so  aufeinander,  dass  die  entsprechenden  Axen  sich  decken,  so  liefern  die 
beiden  Curven  zwei  Schnittpunkte,  deren  Coordinaten  folgende  sind: 

logx^^l,!^,    io^y,  =  1,30. 
(Um  dies  zu  verdeutlichen,  ist  die  Carve  der  Fig.  8  in  Fig.  9  punktirt  ein- 
gezeichnet worden.) 

Somit  besitzen  die  gegebenen  Gleichungen  zwei  Paare  positiver  Wur- 
zeln, deren  Werthe  nahezu  sind: 

«1  =  2,  yi  =  3;     ajg  =  15,   y8  =  20. 

%  8.  EinflusB  einer  Versohlebujxg  auf  die  Gleioliung  einer  Tläohe. 
Wenn  das  logarithmische  Bild  F  einer  Function 

xf  =  -{.  ax"*y'*  +  ai«*"»  y"'  +  •  •  •  +  aik«'^*y"* 
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irgendwie  parallel  zn  sich  selbst  yerscboben  wird,  welche  Function  gehört 
alsdann  zur  verschobenen  Flftche? 

Werden  die  Betrftge  der  Verschiebung  parallel  den  Coordinatenaxen 
bezw.  logq,  log^y  logt  genannt,  so  bat  der  FlSchenpunkt  mit  den  Coordi- 
naten  logx^  ^V^  ^^  ▼o^  ^^^  Verschiebung  die  Coordinaten 

X  il  ß 

loax  —  logg^lag  —  y     logy  —  logc^log  —  y     logg --logt  =^  log  — 

Q  4f  T 

besessen.     Daher  ist  die  Gleichung  der  yerschobenen  Flftche: 


oder 


7=±«(f)"a)±-(7r(Tr±-±«(fr©' 

^m  0«        ^     Qtni  ^n^  ^      —  ^inj  ^j  ä^ 


Wie  man  sieht,  ändert  sich  die  Form  der  Flftchengleichung  durch  die  Ver- 
schiebung nicht,  es  erhalten  nur  die  Coefficienten  andere  Werthe.  Da  man 
über  drei  Constanten  ^^  0,  r  zu  yerfügen  hat,  so  kann  im  Allgemeinen 
immer  eine  solche  Verschiebung  angegeben  werden,  bei  der  drei  beliebig 
ansgewfthlte  Coefficienten  in  der  Gleichung  der  yerschobenen  Flftche  irgend- 
welche (natttrlich  von  Null  yerschiedene)  angenommenen  Werthe  erhalten. 
Sollen  z.  B.  die  Coefficienten  der  drei  ersten  Glieder  gleich  Eins  werden, 
80  hat  man  ^,  0,  t  so  zu  bestimmen,  dass 


Q^a^  p"»<y«i  Q'^^a^ 

oder 

fnlogQ+  n  log c-- logt ^loga, 

♦»1  logQ  +  fii  loga  —  logt  =  loga^ , 

nhlogQ  +  nilog6--logT.  =  loga^. 

Dieses  Gleichungssyatem  hat  eine  einzige  Auflösung,  wenn  die  Determinante 

m     fi     1 
Uli    fi|    1 

nicht  Null  ist,  d«  h.  wenn  die  zu  den  betreffenden  Gliedern  der  Function  z 
gehörigen  Ebenen  keiner  gemeinsamen  Richtung  parallel  sind.  Ist  aber 
Letzteres  der  Fall,  so  können  im  Allgemeinen  blos  zwei  der  drei  Coeffi- 
cienten, jedoch  auf  unendlich  yiele  Arten,  zu  Eins  gemacht  werden  u.  s.  w. 
Geometrisch  leuchtet  alles  dieses  ohne  Weiteres  ein.  Damit  nftmlich  der 
Coefficient  eines  Gliedes  Eins  wird,  muss  die  Flftche  offenbar  so  yerscboben 
werden,  dass  die  zu  jenem  Gliede  gehörige  Ebene  durch  den  Ursprung  des 
Coordinatensystems  gebt.  Schneiden  sich  also  die  drei  fraglichen  Ebenen 
im  Endlichen,  so  yerschiebe  man,  bis  der  Schnittpunkt  in  den  Ursprang 
fftUi;  dann  werden  die  jenen  Ebenen  entsprechenden  Coefficienten  in  der 
Gleichung  der  yerschobenen  Flftche  den  Werth  Eins  erhalten.  Sind  die 
Ebenen  einer  und  derselben  Sichtung  parallel,  ohne  eine  gemeinsame  Ge- 
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rade  zu  besitzen,  dann  können  blos  zwei  von  ihnen  dazu  gebracht  werden, 
durch  den  Nullpunkt  zu  gehen,  und  sogar  nur  bei  einer  Ebene  ist  Letz* 
teres  möglich,  wenn  alle  drei  parallel  sind.  In  diesem  Falle  können  daher 
blos  zwei  der  zugehörigen  Coef&cienten ,  bezw.  nur  ein  solcher,  den  Werth 
Eins  annehmen. 

%  9.  Apparate  zur  meohaniaohen  Auflösung  sweier  Gletohtiiigen 
mit  swei  Unbekannten« 

Auf  Orund  der  Ergebnisse  des  vorhergehenden  Paragraphen  können 
bei  Gleichungen  von  bestimmter  Form  zuweilen  Apparate  —  in  ein-  ftlr 
allemal  gezeichneten  einzelnen  Curven  oder  Curventafeln  bestehend  —  oon- 
struirt  werden,  die  eine  rein  mechanische  Bestimmung  der  gesuchten  Wur- 
zeln, durch  richtiges  Aufeinanderlegen  der  betreffenden  Curven  und  Ablesen 
an  ihren  Schnittpunkten  möglich  machen. 

Angenommen,  die  eine  der  beiden  gegebenen  Gleichungen  bestehe  nur 
aus  drei  Gliedern.    Dann  kann  ihr  die  Form  gegeben  werden: 

+  arc^y'  +  hx"*p^  =  c 
Die  linke  Seite  stellt  logarithmisch  einen  Cylinder,  die  rechte  eine  waage- 
rechte Ebene  vor.    Jener  Cjlinder  kann  durch  blosses  Verschieben  parallel 
zur  XF- Ebene  aus  demjenigen  zur  Gleichung 

erhalten  werden.  In  dieser  Gleichung  kommen  die  Coefficienten  a,  &,  6 
nicht  mehr  vor.  Da  die  waagerechten  Schnitte  des  Cylinders  und  ebenso 
deren  Grundrisse  unter  sich  congruent  sind,  so  ist,  wenn  die  Exponenten 
h^  l,  mj  n  bestimmte  Werthe  haben,  das  logarithmische  Bild  der  gegebenen 
Gleichung  eine  Curve  von  bestimmter  Form;  nur  ihre  Lage  h&ngt  von  den 
Coef&cienten  a,  &;  c  ab. 

Wenn  die  betreffende  Gleichung  vier  Glieder  hat,  so  stelle  man  die 
Form  her: 

Zur  rechten  Seite  gehört  wieder  eine  waagerechte  Ebene,  zur  linken  eine 
Fläche,  die  durch  Verschieben  aus  dem  logarithmischen  Bilde  von 

hervorgeht  Man  hat  es  daher  in  diesem  Falle  mit  einer  Schaar  von  Cur- 
ven, nftmlich  dem  Grundrisse  aller  waagerechten  Schnitte  der  zuletzt  be- 
trachteten Fläche  zu  thun.  Diese  Curvenschaar  hängt  allein  von  den  Ex- 
ponenten A,  iy  hy  {,  m,  n  ab;  die  Coefficienten  a,  5,  c,  d  haben  nur  auf 
ihre  Lage  Einfluss.  Die  richtige  Einstellung  der  Curve  bezw.  Curvenschaar 
ist  leicht  und  ohne  Rechnung  zu  bewerkstelligen,  worauf  jedoch  nicht  weiter 
eingegangen  werden  soll 

Es  ist  hiermit  gezeigt,  dass  zur  graphisch -mechanischen  Auflösung 
zweier  numerischer  Gleichungen  bestimmter  Gestalt  mit  zwei  unbekannten 
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nach  dem  logariihmischen  Verfahren  erforderlich  sind:  zwei  einzelne  Curven, 
wenn  beide  Gleichungen  drei  Glieder  besitzen,  dagegen  eine  einzelne  Curve 
nnd  eine  Cnrvenschaar,  wenn  eine  Yon  ihnen  drei  Glieder,  die  andere  vier 
Glieder  hat,  nnd  endlich  zwei  Cnryenschaaren,  wenn  die  Zahl  der  Glieder 
bei  beiden  Gleichungen  vier  betrSgt.* 

Besondem  Vortheil  bringt  noch  die  Benützung  gewisser  Affinitäts- 
beziehungen,  von  denen  eine  spätere  Mittheilung  handeln  wird.  Wie  ich 
ohne  Beweis  hier  anfdhre,  gestattet  dieselbe ;  eine  der  beiden  Curven  bezw. 
CoTYcnschaaren  anf  eine  Normalform  zuiückzuftlhren,  die  von  dem  Werthe 
der  Exponenten  in  der  betreffenden  Gleichung  unabhängig  ist. 


*  Ueber  Apparate  zur  mechanischen  Auflösung  numerischer  Gleichungen  mit 
dner  Unbekannten  sehe  man  a.  a.  0.  Nr.  9  —12. 


(FortMtsang  folgt.) 


Digitized  by  LjOOQIC 


IQeinere  Mittheilurigen. 


IZ.  Eme  SnmmaüoiisformeL 

Bei  einer  Arbeit  über  gewisse  Determinanten,  die  ich  demnächst  zam 
Abschluss  zu  bringen  hoffei  wnrde  ich  auf  eine  Summationsformel  geftlhrt, 
welche,  soweit  mir  bekannt,  nooh  nicht  aufgestellt  ist*  nnd  daher  im  Fol- 
genden mitgetheilt  werden  mag.     Sie  lantet: 

Wenn  n   eine  ganze  positive  Zahl,  x^  y^  v  beliebige  Zahlen  sind,  so 

gilt  die  Oleichnng: 

{x+f>  +  n-l)(x+v  +  n''2)  .,.{x  +  v) 

(rc+fi  — l)(aj  +  n  — 2) ...» 

_,  V  lx  +  v  +  n^l)...{x  +  v+l)  y  +  p  +  n-1 

,  .  V  (g  +  g  +  n-l)...(g  +  f;  +  2)  (y  +  t>  +  n-l)(y  +  t;  +  n) 
..^^^'        {x  +  n^\)...{x  +  2)       '  y(y  +  l)  ^^ '" 

+  (-1)      W—    o^  +  n-l y...(y  +  ti~2) 

./    iN,(y  +  t^  +  n-l)»»>(y  +  '^  +  2n~2) 

■'■^    ^  y...(y+n-i) 

_p(p  +  l)...(p  +  n~l)(y-a;)(y-a?  +  l)...(y-g  +  n->l) 
«lÄ  +  l) ...  ^Ä+n-l) y(y +  lj  ...  (y  +  w-l) 
oder  auch: 

(»  +  n  — l)„(y  — oj  +  n  — 1)„ 


(it  +  fi-l),(y  +  n-l)„ 

Beweis.  Beide  Seiten  der  Gleichung  1)  sind  bezüglich  v  ganze  Func- 
tionen fi^"  Grades  und  ich  wende  den  betreffenden  Satz  in  folgender  Form 
an:  Wenn  zwei  ganze  Functionen  ti*^  Grades  von  e  für  n  Werthe  der 
Variabelen  übereinstimmen  und  ausserdem  auch  die  Coefficienten  der  fi**° 


*  Herr  Prof.  Lindemann,  mein  verehrter  College,  dem  ich  die  Formel 
mittheilte,  hatte  die  Güte,  mich  darauf  aufmerksam  zu  machen,  dass  sie  leicht 
als  Specialfall  einer  hypergeometrischen  Reihe  dritter  Ordnung  nach  Art  der  von 
Pochhammer  im  102.  Bande  des  Journals  für  Mathematik  S.  76flgg.  behandelten 
aufzufassen  ist  Daraus  folgt  jedoch,  soviel  ich  sehe,  nur,  dass  die  dortigen  be- 
treffenden bestimmten  Doppelintegrale,  durch  welche  sich  die  hypergeometrische 
Reihe  dritter  Ordnung  darstellen  i&sst,  bei  den  obigen  besonderen  Voraussetzungen, 
in  die  rechte  Seite  der  obigen  Gleichung  1),  mit  einem  gewissen  einfachen  Factor 
versehen,  zurückführen  lassen  müssen. 
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Potenzen  von  v  gleich  sind,  so  sind  die  Fanotionen  identisch  gleich.    Dem- 

gemSss  beweise  ich  zuerst^  dass  die  linke  Seite  der  Gleichung  1)  für  die 

n  Werthe:  n        i        o  /        i\ 

t;  =  0,  -1,  -2,  ...,  -(«-1), 

für  welche  die  rechte  Seite  verschwindet,  sich  ebenso  verhält,  und  sodann, 
dass   die  Coefficienten  von  e"  beiderseits  übereinstimmen.     Setze  ich  also 

«nerst:  i,  =  -Ä,     Ä  =  0,  1,  2,  ...,  (n-1), 

so  ist  das  erste  Olied  links: 

{x-h+n-l){x-h+n-2)...{x-h)  ^ 
^x  +  n-l)(x  +  n-2)...x  * 

nun  ist  aber  A<fi--1,  also  x^-h  +  n^l^x^  daher  hebt  sich  jedenfalls 
der  erste  Factor  oben  gegen  den  letzten  unten  fort,  aber  im  Allgemeinen 
noch  mehr  Factoren,  so  dass  (wenn  wir  h  =  0  zun&chst  ansschliessen)  der 
höchste  Factor,  der  oben  stehen  bleibt,  (^  —  1)  und  der  niedrigste  Factor, 
der  unten  stehen  bleibt,  (x  +  n  —  h)  ist  und  also  das  Glied  selbst  die  Form: 
ON  {x--l)(x--2)...{x^h) 

^  (it  +  n-l).,.(a:+fi-Ä) 

annimmt     Aus   diesem  Gliede   entsteht,   wie  die  Gleichung  1)  zeigt,    der 

X 

von  X  abhängige  Factor  des  zweiten,  durch  Multiplication  mit  — -t— >  d.  i. 

X  X'i'l 

-9  der   folgende   aus  diesem   durch  Multiplication  mit  ,  ,  ^    etc.; 

X — h  «— Ä+1 

setzen  wir  daher  z.  B.: 

(x+n-l)(x+n-2)...{x+n-h)=^M, 
so  werden  die  sfimmtliohen  n+1  von  x  abhängigen  Factoren  der  linken 
Seite  von  1): 

{x-l)(x-2)...{x-h)    x{x-l)...{x-h+l)    {x+l)x...{x-h+2) 

«,  M  '  M  '  M  ' 

^J  (x+n'-l){x+n-2)...{x+n-h) 

ihre  Zähler  bilden  also  eine  arithmetische  Reihe  h^  d.  i.  höchstens  n  — P*° 
Grrades. 

Ebenso  ist  das  letzte  Glied  der  linken  Seite  von  1),  wenn  wir  zunächst 
Assfi— 1  ansschliessen,  abgesehen  vom  Vorzeichen: 

(!f+n){y  +  n  +  l)...(y  +  2n--2^h) 

y(y+i)...(y+n-2«Ä) 

und  sämmüiche  n  +  1  Glieder,  soweit  sie  von  y  abhängig  sind,  wenn: 

_     .,  y(y  +  l)...(y  +  ««2«Ä)c=i^ 

gesetzt  wird: 

y(y-H),..(y  +  ft~2--^)     (y  +  l)(y  +  2) ...  fy  +  n>  1~^) 

A^  N  '  N  ' 

^^  (y  +  2)».(y+n-A)  (y  +  n)(y  +  n+1)...(y  +  2fi^2-;^) 

r       .  .  .  .  ,  ,      •  •  • «      ■  T 

N  H 
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ihre  Zähler  bilden  also  eine  arithmetische  Reihe  n—l  —  h^^^  Grades;  daher 
entstehen  darch  die  Multiplication  der  zusammengehörigen  Glieder  in  3)  und 
in  4)  Brüche  mit  dem  Nenner  Jlf  j^,  deren  Zähler  eine  arithmetische  Reihe 
n  —  l^^  Grades  bilden.  Folglich  ist  nach  Multiplication  mit  den  betreffen- 
den positiven  und  negativen  Binomialcoefficienten  (n)o,  —  (w)i,  (n)^  etc. 
ihre  Summe ,  dem  Arndt 'sehen  Satze  zufolge,  Null.  Dies  bleibt  auch  für 
A  =  0,  wobei  die  Ausdrücke  3),  und  für  h=^n  —  \^  wobei  die  Ausdrücke  4) 
durch  die  Einheit  zu  ersetzen  sind,  richtig. 

Zu  beweisen  bleibt  nunmehr  noch  die  Gleichung: 

1 Wi 

{x+n-l){x  +  n-2)...x      {x  +  n-V)  ...{x  +  l)y 
.  (^ -t:       ,  (-^)" 

(y-«)(y-«+l)-..(y— ^+»-1) 


x{x+l)...(x+n-'l)y{y+l)...(y+n^l) 
Multiplicirt  man  dieselbe  aber  mit  dem  Nenner  der  rechten  Seite  und  schreibt 
sie  in  der  Form: 

(y+n^l)...y  +  {n\(y+n^l)...{y  +  l){-x) 
+  (n)8(y+n-l)...(y+2)(-x)(-a:-l)  +  ...  +  (^ic)(-a?"l)...(-aj-n+l) 
=  (y+w  — 1  — ic)(y+n  — 2— ic)   ..{y  — rc), 

so  erkennt  man  sofort  ihre  Richtigkeit  aus  dem  gewöhnlichen  Factoriellensatze. 
Königsberg,  Februar  1890.  Loüis  Saalschütz. 


X.  Ueber  eine  VeraUgemeinemng  des  dritten  Kepler*sohen  OeBetses. 

Der  Satz,  den  ich  darlege,  bezieht  sich  zunächst  auf  Systeme  von 
materiellen  Punkten,  unter  Voraussetzung  der  Existenz  einer  Kräftefunction, 
die  in  den  Coordinaten  homogen  ist  und  die  Zeit,  sowie  die  Geschwindig- 
keiten nicht  explicite  enthält  Hierher  gehört  z.  B.  der  Fall,  wo  die  Punkte 
sich  umgekehrt  der  n*^  Potenz  der  Entfernung  anziehen,  wenn  n  von  1 
verschieden  ist.     Die  Annahme  n  =  1  werde  ich  gesondert  behandeln. 

Das  dritte  Kepler 'sehe  Gesetz*  giebt  ftlr  den  Fall  der  Bewegung 
zweier  Himmelskörper  eine  Beziehung  zwischen  der  Umlaufszeit  und  den 
anderen  das  System  bestimmenden  Grössen.  Soll  nun  das  zu  suchende 
Gesetz  ebenfalls  die  ümlaufszeit  zum  Gegenstande  haben,  so  ist  von  vorn- 
herein klar,  dass  nur  periodische  Bewegungen  in  Frage  kommen.  Diese 
Periodicität  wird  in  dem  hier  behandelten  Falle  nicht  eine  derartig  singu- 
lare sein,  dass  sie  bei  jeder  Aenderung  der  Anfangsbedingungen  aufhört 


*  Ich  meine  hier  zunächst  den  Satz:  BeBchreiben  zwei  Himmelskörper  ellip- 
tische Bahnen  und  denkt  man  sich  die  Anfangsbedingtmgen  so  geändert,  dass  die 
Bahn  periodisch  bleibt,  so  verhalten  sich  die  Quadrate  der  Umlaniszeiten  wie  die 
Guben  der  grossen  Azen.     ' 
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fis  giebt  vielmehr  immer  Vai-ialionen  *  welche  die  Periodicität  nicht  stören 
und  die,  wenn  sie  unendlich  klein  sind ,  auch  nur  eine  unendlich  wenig  variirte 
Bewegung  zur  Folge  haben.  Unser  Satz  vergleicht  solche  periodische  ♦•  Be- 
wegungen, miteinander,  welche  durch  stetige  Variation  der  Anfangsbeding- 
nngen  auseinander  hervorgehen  können. 

Ich  bezeichne  mit  TT  die  Erftftefunction ,  Ic  die  Dimension  von  Uy  u  den 
Abstand   des  Punktes  mit  der  Masse  m,*  von  dem  Anfangspunkte  der  Co- 
ordinaten,  B  die  Grösse  Zmirf^  h  die  Constante  des  Integrales  der  leben 
digen  Kraft,   T  die   actuelle  Energie,    t   die  Umlauf szeit.      Dann   gilt  die 
Gleichung  *♦♦ 

1)  ^=ü(2*+4)  +  4» 
oder: 

la)  (Ä;+2)2T=^  +  2M. 

Multiplicirt  man  mit  dt  und  integrirt  über  die  ümlaufszeit,  so  kommt, 

wenn  man  berücksichtigt,   dass  -3--  zu  Anfang  und  Ende  der  betrachteten 

dt 

Zeit  denselben  Werth  annimmt: 

2)  (Ä  +  2)9l  =  2ÄÄr, 

wobei  9  die  Wirkung  des  Systems  während  der  genannten  Zeit  bezeichnet 
Den  Fall  X;=  —2  schliessen  wir  aus,  weil  er,  wie  bekannt ,  im  Allgemeinen 
keine  Periodicität  zulftsst. 


*  Einige  von  diesen  können  auch  immer  angegeben  werden.  In  meiner  Arbeit 
Aber  ,|Die  molecolare  Attraction**  (Wiedemann^s  Annalen  XXXVI)  habe  ich  ein 
System  von  materiellen  Punkten  behandelt  und  daselbst  gezeigt,  dass  man  eine 
Reihe  von  Systemen  dieser  Art  bilden  kann,  deren  Bewegungen  untereinander  ähn- 
lich sind.  Da  dasselbe  hier  gilt,  so  sind  die  Variationen,  die  diese  Bewegungen 
ineioander  überfahren,  gerade  von  der  verlangten  Art.  Wählen  wir  zwei  Be- 
wegungen  ans  einer  solchen  Beihe  und  bezeichnen  mit  —   das  Verhältniss  ent- 

■prechender  Entfernungen,  mit  -^  das  Verhältniss  entsprechender  Zeiten,  mit  ^ 
dai  Verhältniss  der  Massen  (das  für  alle  Punkte  gleich  angenommen  wird),  so  gilt 
die  üleichung  X^  =  ^t^  (1.  c.  S.  886  Gl.  2)  oder,  falls  nt=2  ist,  .-|^  =  r^ . 

▼orin  man  ein  Analogen  des  dritten  Eeple  raschen  Gesetzes  erkennt  Es  wird 
■ich  auch  dieses  als  Bpecialfall  des  allgemeinen  Gesetzes  ergeben. 

**  Die  Frage,  welche  Gestalt  der  Kräftefunction  und  welche  Anfuigsbeding- 
QDgen  Periodicität  zur  Folge  haben,  liegt  ausserhalb  unserer  Betrachtungen.  Es 
genügt  zu  wissen,  dass  es  periodische  Bewegungen  giebt,  welche  unter  Voraus- 
letsoDg  eines  solchen  Potentials,  wie  wir  es  annehmen,  zu  Stande  kommen. 

***  Siehe  Jacob  i*8  Vorlesungen  über  Dynamik,  1866,  S.  22.  Diese  Gleichung 
ist  mit  der  Virialgleichung  in  der  Hauptsache  einerlei.  Sie  gilt  auch  in  ganz  ähn- 
licher Form,  wenn  man  statt  r«  die  gegenseitigen  Abstände  der  Punkte  einfahrt 
und  amummt,  der  Schwerpunkt  bewege  sich  in  gerader  Linie,  welche  letztere  An- 
nahme also  unsere  Entwickelung  nicht  verändert 


Digitized  by  LjOOQ IC 


190  Kleinere  Mittheilungen. 

Nun  wende  ich  das  Princip   der  varürenden  Wirkung  an.     Dasselbe 
ist  in  der  Gleichung'*  ausgesprochen: 


+  tSh. 


Vergleichen  wir  zwei  benachbarte  ümlKufe  eines  periodischen  Systems, 
so   heben  sich  die  beiden  ersten  Glieder  der  rechten  Seite  auf  und  es  er- 

giebt  sich 

3)  «  a  =  T  «Ä. 

Die  Combination  von  2)  nnd  3)  liefert 

(ä+2)t«ä  =  2ä«(ät)  oder  {2'-h)6logh==2k6hgT 
und  endlich 

4)  Ä'-*t-«*  =  (»n5/. 

Ans  den  Gleichungen  2)  und  3)  ergiebt  sich  auch  die  Beziehung 

5)  a^-*  =  cofM<.T2  +  *, 

welche  die  Abhängigkeit  der  Wirkung  von  der  ümlaufszeit  darstellt. 

Im  Ealle  der  Attraction  umgekehrt  proportional  der  Entfernung  gilt 
anstatt  der  Gleichung  la)  die  folgende: 

6)  2T^i^  +  2mkfni 

und  daher 

7)  «  =  (2:i»*ini)   r. 

Aehnlich  wie  vorhin  ist  dann  t  dh^ör  -  £inkfnij  d.  h. 
{Zm/cfni)  •  logt  —  ä  =  const. 

Wir  haben  daher  den  folgenden  Satz  gefunden: 

Es  sei  ein  periodisches  System  von  freien  materiellen  Punkten  gegeben 
und  es  existire  für  dasselbe  eine  homogene  Kräftefunction  von  der  Dimen- 
sion A;.  Lässt  man  dasselbe  System  eine  andere  periodische  Bewegung  aus- 
führen (von  der  wir  annehmen,  dass  sie  durch  stetige  Variation  der  An- 
fangsbedingungen aus  der  ersten  hervorgehen  könne),  so  yprhalten  sich  die 
^2k^^  Potenzen  der  ümlaufszeiten  umgekehrt  wie  die  2~Ä;^°  Potenzen  der 
von  einem  geeigneten  Nullpunkte  gezählten  Energie  (A  =  T—  TT  =  Energie 
—  const,).  Findet  aber  Anziehung  umgekehrt  proportional  der  Entfernung 
statt,  so  gilt  der  Satz:  Die  Differenz  zwischen  der  Energie  und  dem  mit 
Zmkmi  multiplicirten  log.  not.  der  ümlaufszeit  ist  constant 

Speciell  für  ein  New  tonisches  System  gilt:  Die  Quadrate  der  ümlaufs- 
zeit verhalten  sich  umgekehrt  wie  die  Guben  der  vom  erwähnten  Nullpunkte 
gezählten  Energie. 


*  Siehe  dasselbe  in  dieser  Form   bei  Thomson   und   Tait,   Theoretiscbe 
Physik. 
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Ich  bemerke,  dass  man  diesen  Satz  noch  etwas  erweitern  kann,  indem 
man  auch  Systeme  mit  yerttnderten  Massen  in  Vergleich  zieht,  wenn  man 
annimmt,  dass  die  Massen  sich  um  das  gleiche  Vielfache  verändern. 

Bezeichnen  wir  das  Verh&ltniss  der  Massen  zweier  Systeme  (das  für 
alle  Punkte  nach  dem  eben  Gesagten  gleich  angenommen  wird)  mit  f*| :  fi2 » 

80  gilt  Ä*-*T -2t„*-4«,  V2-Ä--2A-.  Ä-4 

Diese  Gleichung  folgt  aus  unserem  Hauptsatz  in  Verbindung  mit  der  ersten 
Anmerkung  auf  S.  189. 

Man  sieht,  dass  ähnliche  Sätze  gelten  mttssen,  wenn  nur  eine  der 
Gleichung  la)  ähnliche  Gleichung  besteht.  Dieselbe  Gleichung  gilt  z.  B. 
aach  dann,  wenn  wir  die  Bedingungen  /*=  0,  9>  =  0  etc.  einführen,  wo  /", 
(p  etc.  homogene  Functionen  der  Coordinaten  sind. 

Es  ist  leicht,  unsem  Satz  an  einfachen  Beispielen  zu  verificiren.  Es 
sei  z.  B.  um  die  re-Axe  ein  gerader  Kreiskegel  beschrieben.  Auf  diesem 
bewege  sich  ein  der  Schwerkraft  unterworfener  Punkt.  Demselben  sei  eine 
solche  Anfangsgeschwindigkeit  ertheilt,  dass  er  sich  in  einem  Kreise  senk- 
recht zur  x-Kne  bewege.  In  diesem  Falle  ist  TJ^"-mgx^  d.  h.  ä;  =  1, 
mithin  müssen  sich  nach  dem  obigen  Satze  die  ümlaufszeiten  wie  die  Qua- 
dratwurzeln der  Grösse  h  verhalten.  Führen  wir,  um  dieses  zu  bewahrheiten, 
Polarcoordinaten  ein  durch  x  =  rcosq>,  ys^rsimpcos'tif^  e=^rsinq>  sin^j 
80  ist  das  particuläre  Integral,  welches  der  genannten  Bewegung  ent- 
spricht, 'Jl^j/      ' — ä'   r^cond.    Es  ist  dann  h^==T-U^\mgrco8fpy 

T  =  2  ff  Vr  1/  und  —  =  ^~=:  >   wie  es  der  Satz  verlangte. 

r    geostp         T,     y-h^ 

Es  sei  femer  lc  =  2.  Dann  folgt  aus  unserem  Satze,  dass  die  Umlaufs- 
leit  constant  ist.  Hiermit  ist  der  Isochronismus  kleiner  Pendelschwingangen 
aasgesprochen.  Aehnliche  Beispiele ,  welche  unsern  Satz  bewahrheiten ,  lassen 
sich  leicht  finden. 

Dorpat  Piers  Bohl. 

XL  IFeber  die  TemperatnrmeBBungen  im  Bohrloohe  zu  Sanerbmnn. 

In  dieser,  von  Herrn  Prof.  Dr.  Puluj  in  Prag  übersendeten  Abhand- 
lung werden  die  Resultate  jener,  mit  Hilfe  eines  vom  Verfasser  construirten 
Telethermometers  ausgeführten  Messungen  mitgetheilt  und  aus  denselben 
das  Gesetz  der  Abhängigkeit  der  Temperatur  t  von  der  Tiefe  h  unter  Tage 
nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate,  sowie  die  geothermische  Tiefen- 
stafe  berechnet.     Die  Rechnung  ergab  die  empirische  Formel: 

^  =  11,459<>  +  0,031182  (Ä  -  30) 
und  die  geothermische  Tiefenstufe  von  32,07  m  für  je  1^0.     Ausserdem 
werden  in  der  Abhandlung  die  Resultate  der  Temperatarbestimmungen  in  fünf 
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Bohrlöchern  besprochen,  welche  von  der  kOnigl.  prenssischen  Bergverwal- 
tnng  in  den  letzten  Jahren  mit  grossem  Aufwand  an  Mflhe  und  Kosten 
ausgefdhrt  wurden,  und  daran,  entgegen  der  herrschenden  Ansicht,  die 
Bemerkung  geknüpft,  dass  infolge  der  geothermischen  TemperaturdifEerenz 
in  Schladebach  von  1^  C.  bei  36  m  Tiefe  keine  WasserstrOmnngen  entstehen 
können,  im  Oegentheil  das  Wasser  in  circa  3  km  Tiefe  die  Siedetemperatur 
erreichen  könnte,  ohne  jedoch  deshalb  zu  sieden  oder  zu  Strömungen  in 
der  Bichtung  gegen  die  Oberflfiche  Veranlassung  zu  geben,  was  im  Meere 
ebenfaUs  der  PaU  sein  dürfte.        ^^^  ^  ^.^^„  Sit.ang.ber.  1890,  Nr.  6.) 


BeriehtiguBgen« 
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XL 

Beitrag  zum  Studium  der  algebraisohen  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung,  deren  Integrale  feste 
Verzweigungspunkte  besitzen,  insbesondere  der- 
jenigen, welche  die  Ableitung  bis  zum  dritten  Grade 

enthalten. 

Von  Dr.  Georg  Wallenbekg. 


Die  vorliegende  Arbeit  soll  einen  Beitrag  liefern  zu  dem  Stadium 
der  algebraischen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  deren  Integrale 
feste  Verzweigungspunkte  besitzen,  insbesondere  derjenigen,  welche  die 
Ableitung  bis  zum  dritten  Orade  enthalten. 

Die  linearen  Differentialgleichungen  besitzen  die  charakteristische 
Eigenschaft,  dass  die  Verzweigungsstellen  ihrer  Integrale  sich  nicht  stetig 
mit  den  Anfangs werthen  verschieben ,  sondern  eine  feste,  von  denselben 
unabhängige  Lage  haben,  und  diese  Eigenschaft  ist  es  gerade,  welche 
den  Verlauf  ihrer  Integrale  so  übersichtlich  macht.  Die  nicht  linearen 
Differentialgleichungen  besitzen  im  Ailgemeinen  nicht  diese  Eigenschaft, 
und  aus  diesem  Grande  ist  ihre  Behandlang  weit  schwieriger  als  die  der 
Hnearen.  Es  lag  daher  nahe,  aus  den  nicht  linearen  Differentialgleichungen 
diejenigen  auszusondern,  deren  Integrale  ebenfalls  feste  Verzweigungs- 
ponkte  besitzen«  Diese  Aufgabe  hat  Herr  Fuchs*  in  einer  in  den  Sitzungs- 
berichten der  Berliner  Akademie  vom  Jahre  1884  enthaltenen  Abband- 
long**  gelöst;  er  gelangt  daselbst  zu  folgendem  Resultat: 

„Die  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  dafür,  dass  die 
Integrale  der  Gleichung 

A)  F(^,y,y')-0 

feste,  sich  nicht  mit  den  Aenderangen  der  Anfangswerthe  stetig  verschie- 
bende Verzweigungspunkte  besitzen,  sind  die  folgenden: 

I.  Die  Gleichung  A)  hat  die  Form: 

worin  if^i ,  ^^  -  '  -  ^m  ganze  rationale  Functionen  von  y  mit  von  e  abhängigen 
Coefficienten  von  der  Beschaffenheit  sind,  dass  i^ft  höchstens  vom  Grade 
2ft  in  Bezug  auf  y  ist 


*  Znnächst  f&r  Differentialgleichangen  erster  Ordnung. 
^  Sitsimg  vom  26.  Joni  1884;  pag.  699. 
Ztltoehrift  t  MaihemaUk  a.  Physik  XXXV,  4.  13  ^  j 
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II.  Ist  y  —  ij  eine  Wurzel  der  Discriminantengleichang  l>(r,y)  —  0, 
für  welche  die  durch  F)  definirte  algebraische  Function  if  yon  y  sich 
yerzweigt,  so  ist  f\  ein  Integral  der  Differentialgleichung  F);  in  der  y^ 
als  algebraische  Function  von  y  darstellenden  Riemann'schen  Flache  hat 
y^  in  sftmmtlichen  Aber  y  ■- ij  liegenden  Yeizweigangspunkten  den  Werth 

IIL  Je  a  Blattern,  welche  sich  in  y  —  ij,  y'«-t=--p  verzweigen, 

entsprechen  mindestens  a  —  1  mit  ^  » 17  zusammenfallende  Wurzeln  der 
Gleichung  "Fif^  tf,  i)  ^  0  mit  der  Unbekannten  ^/' 

Ich  will  im  folgenden  die  Differentialgleichungen,  welche  diesen 
Bedingungen  genügen,  kurz  die  „Fuchs'schen'^  nennen;  einen  sehr  spe- 
ciellen  Fall  derselben  bilden  die  von  Briot  und  Bouquet  behandelten  Diffe- 
rentialgleichungen, in  denen  die  nnabhSngige  Variabele  ezplicite  nicht  vor- 
kommt und  deren  Integrale  daher  eindeutige  Functionen  sind.  Die  Fnchs'schen 
Differentialgleichungen  werden  am  besten  nach  dem  Geschlecht  der  durch 

P)  F(/s,y,y')^0 

definirten  algebraischen  Function  y'  von  y  classificirt,  wie  es  Herr  Fuchs'^ 
und  Herr  Poincarö,'^'^  der  dieselben  einem  tieferen  Studium  unterzogen, 
gethan  haben. 

Für  den  Fall  p  «-  0  setzt  Herr  Fuchs: 

'->  -tl'     ^>  ''-^' 

wo  9)0,  9)|,  9^  ganze  rationale  Functionen  von  t  sind,  mit  Coefficienten, 
die  von  0  abhSngen;  differenzirt  man  1)  und  vergleicht  damit  2),  so  erhftlt 
man  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  für  ^,  welche,  wenn  die  Diffe- 
rentialgleichung F)  fest  verzweigte  Integrale  besitzt,  ebenfalls  diese  Eigen- 
schaft haben,  also  den  oben  angeführten  Bedingungen  gem&ss  lauten  muss: 

wo  Po^PifPi  Functionen  von  e  sind.  Dies  ist  die  Riccati'sche  Differen- 
tialgleichung in  ihrer  allgemeinsten  Form.t  —  Wir  werden  im  letzten 
Abschnitt  einige  Beispiele  nach  dieser  Methode  integriren« 

*  Sitzungsberichte  der  Berliner  Akademie  1884,  pag.  708. 
**  Acta  mathematica  7  :  1.  Sur  un  thäor^me  de  M.  Fuchs,  pag.  1. 
t  Dieselbe  lässt  sich  bekamitlich  durch  die  logarithmische  Substitution 

1      tl  loo  tt 
ia— - .  — ^ —  auf  eine  lineare  Differentialgleichnng  zweiter  Ordnung 

zurückführen;  ist  P,  —  0,  in  welchem  Falle  die  Substitution  versagt,  so  ist  B) 
eine  lineare  Differentialgleichung  erster  Ordnung  und  ihr  Integral: 
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Ist  1?  -»  ly  so  setzt  Herr  Fuchs  nach  dem  Vorgange  Yon  Clebsch:* 

wo  die  <l>,  ^  und  B  wieder  ganze  rationale  Functionen  yon  t  sind,  mit 
Coefficienten,  die  von  e  abhängen,  und  insbesondere  B  yom  vierten  Grade 
in  t  ist.     Die  Differentialgleichung  F)  wird  dadurch  auf  eine  Differential* 

gleichnng  für  i  zurfLckgefUhrt,  welche  —  nur  im  zweiten  Orade  enthalt 

dz 

und  ebenfalls  fest  verzweigte  Integrale  besitzt: 

C)  ^^^Ä,  +  Ä,t  +  Ä^fi+l-VB(fy> 

wo  Aq^  Alf  A^  und  iL  Functionen  von  g  sind  und  B  (i)  der  Differentialgleichung 

genflgt.  Die  Differentialgleichung  C)  bringt  Herr  Poincar6  darch  eine 
geeignete  linear  gebrochene  Substitution  auf  die  Form 

E)  f^^i.vm, 

wo  B  nur  von  t  und  X  nur  von  0  abhängt,  die  Variabelen  also  getrennt 
sind«     Diese    Differentialgleichung    lOsst    sich   durch   einfache   Quadratur 

integriren:    wird    X'^^-j-,   also  fi^^/ldz   gesetzt,    so   lautet  die  Diffe- 
dz 

rentialgleichung  E)  dt 

und  ihr  Integral  ^^W 

wo  9  der  Algorithmus  einer  doppeltperiodischen  Function  und  C  will- 
kürliche Constante  ist.  Da  die  Verzweigungspunkte  der  Function  i  die- 
jenigen der  Function  [i  sind,  so  zeigt  uns  diese  Form  des  Integrals  die 
Unabhängigkeit  derselben  von  der  Integrationsconstanten.  Trotzdem  ist 
diese  Form  nicht  in  allen  Fällen  die  geeignetste;  sie  erweckt  die  Ver- 
muthung,  dass  der  Algorithmus  der  doppeltperiodischen  Function  für  die 
Integrale  der  Fuchs'scben  Differentialgleichungen  vom  Geschlecht  1  charakte- 
ristisch ist,  und  doch  giehi  es  zahlreiche  Differentialgleichungen  dieser  Art^ 
deren  Integrale  algebraisch  sind,  wie  z.  B.  die  bekannte  Differentialgleichung 

diuth  deren   algebraische   Integration   Euler   das  Additionstheorem  der 
*  Grelle,  B.  64,  S.  222. 
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elliptischen  Functionen  anticipirte;  in  diesem  Falle  ist  eben  fi  seinerseits 
ein  elliptisches  Integral. 

Ist  endlich  i'>  1,  so  hat  Herr  Poincarö  gezeigt,*  dass  in  diesem 
Falle  die  Integrale  der  Fuchs'schen  Differentialgleichangen  algebraisch  sind, 
wenn  J?'(iP,  y,  y')  nicht  nur  algebraische  Function  von  y'  und  y,  sondern 
auch  Yon  z  ist.     Er  betrachtet  die  Gleichung 

als  Bepräsentantin  einer  Riemann'schen  Fl&che^  die  sich  mit  z  ändert  und 
beweist,  dass,  wenn  die  Integrale  der  Differentialgleichung 

H^.  y,  yO  -  0 

feste  Verzweigungspunkte  besitzen,  zwei  Biemann'sche  Flächen 

(^o)  ^K>  y^  yo)  -  0  und  (S,)  F(z,,y,,  y/)  -  0, 
worin  iSq  und  e^  nicht  zu  den  — festen  —  Verzweigungspunkten  gehören, 
stets  durch  eine  birationale  Transformation  in  einander  übergeführt  werden 
können  und  dass  demnach  die  —  3j?  —  3  —  Moduln  der  Riemann'schen 

^^'^'•«  {S)F(z,9,y')^0 

von  js  unabhängig  sind.  Während  man  nun,  wenn  l'^O,  durch*  eine 
dreifache,  wenn  J?  <=-  1,  durch  eine  einfache  Unendlichkeit  von  birationalen 
Transformationen  von  Sq  zu  S^  übergehen  kann,  giebt  es  für  den  Fall 
^  >  1,  wie  Herr  Poincar6  zeigt  und  bereits  Herr  Klein**  es  ausge- 
sprochen hat,  im  Allgemeinen  nur  eine  einzige  birationale  Transformation, 
welche  den  üebergang  gestattet,  und  es  giebt  stets  nur  eine  endliche 
Anzahl,  sodass  man  dieselben  durch  rein  algebraische  Processe  muss 
finden  können«     Ist 

eine  solche  Transformation,  in  welcher  B  und  i2^  rationale  Functionen 
bedeuten,  deren  Coefficienten  von  0q  und  e^  abhängen,  und  betrachtet 
man  Zq  als  Oonstante,  z^  als  unabhängige  Variabele,  so  repräsentirt  nach 
Unterdrückung  des  Index  1  die  Gleichung 

y--R(yo»yoO> 

in  welcher  die  Integrationsconstanten  y^  xinä  y^   durch  die  Gleichung 

■^(^01  %.  yj)  -  -^0 (^01  yo)  -  0 
yerbunden  sind,  das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  F);  das- 
selbe ist  also,  falls  F(z,y^y')  auch  von  jei  algebraisch  abhängt,  algebra- 
ischer Natur. 


•Lc. 
**  In  einem  Briefe  an  Herrn  Poincard  vom  3.  April  1882. 
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Nach  dieser  Darstellung  der  Resultate  der  Herren  Fuchs  und 
Poincar6  wenden  wir  uns  zu  den  eigenen  Untersuchungen.  Im  ersten 
Ahschnitt  werden  die  binomischen  Fuchs'schen  Differentialgleichungen 
erledigt  nnd  diejenigen,  welche  sich  auf  binomische  zurückfahren  lassen, 
durch  eine  Transformation,  welche  einer  aus  der  Theorie  der  algebraischen 
Gleichungen  bekannten  Transformation  analog  ist.  Die  drei  folgenden 
Abschnitte  beschränken  sich  hauptsächlich  auf  das  Studium  derjenigen 
Fachs'schen  Differentialgleichungen,  in  denen  die  erste  Ableitung  höchstens 
im  dritten  Grade  vorkommt,  insbesondere  auch  derjenigen,  welche 
vom  Geschlecht  0  oder  1  und  doch  algebraisch  integrirbar  sind.  Ab- 
schnitt II  behandelt  die  eigentlichen  trinomischen  Differentialgleichungen, 
deren  typische  Form  explicite  aufgestellt  und  deren  —  algebrsiische  — 
Integration  geleistet  wird.  Abschnitt  III  enthält  die  vollständigen  Diffe- 
rentialgleichungen dritten  Grades;  es  wird  die  Maximalzahl  ihres  Ge- 
schlechtes bestimmt,  es  wird  gezeigt,  wie  man  die  von  Herrn  Fuchs 
aufgestellten  Bedingungen  in  Bedingungsgleichungen  für  die  CoefEcienten 
umsetzen  kann  und  ein  bemerkenswerther  Ausdruck  fUr  den  zweiten 
Differentialquotienten  aufgestellt,  welcher  ein  Mittel  zur  Integration  an 
die  Hand  giebt.  Abschnitt  IV  behandelt  die  Differentialgleichungen, 
in  welchen  das  Glied  mit  der  zweiten  Potenz  der  Ableitung  fehlt,  ein- 
gehender; es  wird  wieder  in  hinreichend  allgemeinen  Fällen  ihre  typische 
Form  bestimmt  und  die  —  algebraische  —  Integration  nach  verschiedenen 
Methoden  durchgeführt.  Abschnitt  Y  enthält  einige  allgemeinere.  Früheres 
zusammenfassende  Untersuchungen  über  Fuchs^sche  Differentialgleichungen 
jeden  Grades  und  Abschnitt  YI  Beispiele. 

Es  wird  im  Folgenden  überall  vorausgesetzt,  dass  F^s^y^y')  irreduc- 
tibel  ist  und  meistens,  dass  die  Discriminantengleichung  von  F{eyy^y^)^0 
nur  einfache  Wurzeln  besitzt. 


I. 

Eine  binomische  Fuchs'sche  Differentialgleichung  hat  die  Gestalt: 

A)  y'-^^R{0,y), 

wo  22  eine  ganze  rationale  Function  höchstens  2m^^  Grades  in  j/  ist, 
deren  Coefficienten  von  0  abhängen.  Da  hier  jeder  Yerzweigungspunkt 
y  —  ij  Wurzel  von  R  (js^  y)  =»  0  ist  und  zwar  nach  Bedingung  III  ein 
a&cher  Yerzweigungspunkt  mindestens  a fache  Wurzel,  so  ist  die  Gesammt- 
zahl  der  einfachen  Yerzweigungen 

ic  <  2w, 

also  das  Geschlecht 
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wie  sich  aas  der  Biemann'schen  Gleichung* 

w  —  2wi+  2(i)—  1) 
ergiebi  Man  kann  daher  diese  binomischen  Differentialgleichungen  nach 
den  in  der  Einleitung  enthaltenen  Bemerkungen  auf  eine  Biccatische  Diffe- 
rentialgleichung zurückfuhren  (wenn  l>  -» o)  respectiTe  durch  ein&che 
Quadratur  integriren  (wenn  l>  >»  1);  sie  gestatten  aber  eine  Tiel  schönere 
Behandlung,  welche  zugleich  alle  überhaupt  möglichen  Formen  derselben 
aufzustellen  erlaubt.  Ist  y  —  17  eine  Wurzel  von  B(js^y)  '»O,  ftlr  welche 
y'  sich  verzweigt y  so  muss  der  zweiten  von  Herrn  Fuchs  aufgestellten 
Bedingung  gemäss  y  «» 17  ein  Integral  der  Differentialgleichung  A)  sein, 
und  zwar  muss,   wenn  y'  '^  t  eine  gemeinschaftliche  Wurzel  der  beiden 

ist,   t  —  3^  Bein.     Aber  f  ist  hier  gleich  Null,   also:  ^  —  0,  d.  h.  ij 
äe  de 

Ton  JB  unabhängig.  B^e^y)  darf  also  nur  solche  von  0  abhängige 
Factoren  enthalten,  für  welche  y'  als  algebraische  Function  von  y  auf- 
gefasst  sich  nicht  verzweigt.  Enthält  also  B  (jer,  y)  einen  von  0  abhängigen 
Factor,  so  muss  derselbe  darin  zu  einer  Potenz  erhoben  vorkommen,  die 
gleich  m  oder  gleich  einem  Multiplum  von  m  ist,  oder,  da  M(gfy)  höch- 
stens vom  21»^*^  Grade  in  y  ist,  zu  einer  Potenz,  die  gleich  m  oder  2m 
ist  Es  sei  zunächst  diese  Potenz  die  2«fite,  dann  enthält  B(e^y)  keinen 
anderen  Factor  in  y  mehr;  es  ist  also 

y''"-A(y-n)»'», 
wo  l  und  71  Functionen  von  0  allein  sind;   diese  Gleichung  ist  aber  in 
Bezug  auf  y'  und  y  rednctibel,  wenn  m>l.    Enthält  B{0,y)  einen  von  0 
abhängigen  Factor  {y  —  iy)»»,  so  können  folgende  Fälle  eintreten: 

1)  y'"*  — A(y  —  iy)"»;  in  diesem  Falle  ist  die  Differentialgleichung 
reductibel,  es  sei  denn,  dass  m  —  1  ist. 

2)  y'«  -  X(y  -  nj-.  (y  -  n^Y  -  A[(y  -  1,0  .  (sf  -  ly,)]"»  wo  ij, 
1,2  und  X  Functionen  von  0  sind;  auch  in  diesem  Falle  ist  die  Differential- 
gleichung reductibel,  es  sei  denn  «n  —  1. 

3)  y'*"  — X(y— i;)'».22(y),  wo  B{y)  von  0  unabhängig  ist,  aber 
y  wirklich  enthält.  Indem  wir  einer  Argramentation  von  Briot  and 
Bouquet**  folgen,  schreiben  wir  Gleichung  3)  in  der  Form: 

J^'"-f*(y-i?)-(y-a)."(y-6)*'...., 

*  Grelle,  Bd.  54  S.  129. 
**  Theorie  des  fonctions  doubL  pdriod.  Paris  1869,  pag.  d04. 
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wo  fi »  yA  ist  und  a,  b, . ..  von  s!  unabhängig.     Da  dur  Orad  von  B{f/) 

P       1^ 
nioht  m  übersteigen  darf,  also h  ^r  ~^  '  * '  bOchstens  gleich  1  ist,   so 

darf  12  (y)  höchstens  zwei  Factoren  enthalten,    weil  in  Folge   der  Bedin- 

gung  HI)  jeder  der  Bräche  —  >  -^  i  •  •  •  mindestens  gleich  ---  ist  Enthalt 

es  zwei  Factoren,  so  muss  —  ^—t^^-r-  sein:  enth&lt  es  nur  einen  Factor, 
so  kann  sein  Exponent  gleich  der  Einheit  sein;  ist  er  kleiner  und  daher 

nach  Bedingung  III)  von  der  Form  1 >  so  muss  n  —  2  sein,  da  die 

1  *• 

Function  v  ^  —  zugleich    mit  y  feste  Yerzweignngspnnkte   besitzt ,   ihre 

•  y 

Differentialgleichung  ^      ^ 

—  v'  —  ft  (1  —  iy  v)  •  (1  —  a  t?)     *  •  v* 

also  denselben  Bedingungen  genügen  muss.  Wir  baben  somit  das  folgende 
Besultat: 

Eine  irreductibele  binomische  Fnchs'sche  Differentialgleiebmig,  deren 
Grad  grOsser  als  2  ist,  muss  die  Form  haben: 

B)  y'"-l.JB(y), 

wo  X  nur  Ton  »  und  ■ß(y)  nur  von  y  abh&ngig  ist;  oder  in  einer  irre- 
dactibelen  binomischen  Fucbs'schen.  Differentialgleichung  von  höherem  als 
dem  zweiten  Grade  sind  die  Variabelen  separirt. 

Diese  Differentialgleichungen  lassen  sich  also  durch  einfache  Quadra- 
taren integriren;  aber  wir  kOnnen  noch  weiter  schliessen:  Wird  1  •-  v"* 
und  vdz^^  d\k  gesetzt,  so  geht  die  Gleichung  B)  über  in 

Dies  ist  aber  in  Folge  der  Bedingungen,  denen  die  ursprüngliche  Diffe- 
rentialgleichung A)  genügt,  eine  „Briot  und  Bouquet'sche  Differential- 
gleichung.'^^ Briot  und  Bouquet  haben  die  in  sehr  beschränkter  Zahl 
Yorhandenen  Typen  der  binomischen  Differentialgleichungen  mit  eindeu- 
tigen Integralen  aufgestellt;  dieselben  gelten  nach  den  obigen  Ausein- 
andersetzungen mit  einigen  Modificationen  auch  hier.  Wir  haben  dem- 
nach folgende  Tabelle  der  irreductibelen  binomischen  Fuchs'schen  Diffe- 
rentialgleichungen: 

1)  y'._i.(y_a)(y-6)(y-c)(y-(l), 

2)  y'»-;i-(y-a)».(y-6)».(y--c)«, 
_^ y'*-A.(y-a)«.(y-6)».(y-c)». 

*  1.  c.  pag.  802. 
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4)  y'<'-i-(jr-a)».(y-6)*.(y~c)», 

5)  y'm  _  1  .  (y  _  0)«+  1  .  (y  _  6)"—», 

6)  y*-i-(y-i?)»-(y-o)(y-6), 

7)  y'-^i-Qf-nd-Of-vt)- 

Die  OrOssen  a^h^c^d  bedeuten  Constanten;  A,  17 ,  %,  ij^  Functionen 
von  jgr.  Die  Tabelle  enthSlt  nur  die  wesentlich  verschiedenen  Formen; 
man  erhält  Modificationen  derselben,  indem  man  z.  B.  i^^  gleich  172  setzt 
oder  indem  man  eine  der  OrOssen  a^  h^  c^  d  durch  eine  geeignete  Trans- 
formation —  z.B.  y  —  a—  —  —    ins    Unendliche    rücken    lässt.      Die 

u 

Formen  1)  bis  4)   sind  vom    Geschlecht  1*,   die  Formen  5)  bis  7)  vom 

Geschlecht  0.     Die  Formen  l)  bis  5),   in  denen  die  Yariabelen  separirt 

sind,  lassen  sich  darch  einfache  Quadratur  integriren;  bezeichnen  wir  sie 

typisch  durch:  y'm  „  ^  •  B  (y) , 

da 
so  setzen  wir,  um  sie  zu  integriren,  zunächst  wieder  >L  »  v^  und  ^  ^^^y 

dann  wird  sie:  rdfi\^ 

Diese  Differentialgleichung  ergiebt  uns  nach  Briot  und  Bouquet** 

wo  C  die  willkürliche  Constante  ist  und  g>  für  die  Formen  l),  2),  3),  4) 
den  Algorithmus  einer  ganz  bestimmten  doppeltperiodischen  Function**, 
für  5)  den  einer  bestimmten  rationalen  Function  bedeutet,  fi  ist  gleich 
/vde,  wird  also  durch  reine  Quadratur  gefunden;  die  Verzweigungspunkte 
von  y  stecken  alle  in  f«,  sodass  die  Form  des  Integrals 

da  g>  eine  eindeutige  Function,  uns  wiederum  sofort  zeigt,  dass  die  Ver- 
zweigungsstellen der  particulären  Integrale  sich   nicht  mit  den  Anfangs- 
werthen  stetig  verschieben,  sondern  „fest''  sind. 
Die  Differentialgleichung 

G-r)  -  (^.  •('-»■)(- »-»^ 

z.  B.  hat,  da  hier 

-3-  — 9       also:       u'^log(g  ^  aY  +  G 

,  de       0  —  a  nifv         /• 

und 


*  Also  in  einer  binomischen  Fuchs^  sehen  Differentialgleichung  vom  Geschlecht 
1  sind  die  Variabelen  stets  getrennt. 

•*  L  c.  Seite  312  flg.    (Nr.  261  u.  262  ) 
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du -r^.^  ^t r-_ ,    also:    (C+C'  =  C) 


(t  +  C'-loffig-ay  +  C 


i.t,  daa  Integral:  ^  V^d  -  .^  d  -  ^V) 

y  =«  ^nam  \lAg  {z  —  aY  +  G\. 

y  kann  hier  eine  eindeutige  FaDction  von  e  sein,  wenn  nämlich  a2iti 
eine  Periode  des  Modalarsinus  ist;  im  Allgemeinen  aber  ist  die  Stelle 
e  ^  a  für  die  Function  y  eine  logarithmische  Verzweigungsstelle. 

Es    bleiben  noch  die  Fälle  6)  und  7)  zu  erledigen.     Die  in  7)   ent- 
haltenen Fälle: 

sind  durch  die  Bemerkungen  auf  Seite  194  (Anmerkung)  bereits  erledigt. 
Die  Differentialgleichnng 

6)  y'»-i(y-.j)'(y-a).(»-6)  (p-o) 

redadren  wir  zunächst  durch  die  Substitution  u  — auf  eine  Diffe- 
rentialgleichung der  Form: 

y'*-i(y-ij)»-(y-«). 

Wird  dann  ,       ,  . 

J^  -  (y  -  1?)  •  < 

gesetzt,  80  liefert  die  letztere  Gleichung 

y  -  a  —  y    und    y'  —  (^y  +  a  -  12 j  .  ^. 
Hieraus  resultirt  für  t  die  Differentialgleichung 

dB  2      ^+2i'+2     *• 

welche  auf  eine  lineare  homogene  Differentialgleichung  zurOckführbar  ist. 
Auf  die  binomischen  läset  sich  eine  allgemeinere  Classe  von  Fuchs- 
schen  Differentialgleichungen  zurückfahren,  welche  die  Form  haben: 

Man  kann  nämlich  auf  die  Fuchs'schen  Differentialgleichungen  einen 
ähnlichen  Satz  anwenden  wie  auf  algebraische  Oleichungen.  Bekanntlich 
lässt  sich  in  jeder  algebraischen  Gleichung 

af-f-aa;*— ^  -f  •  •  --f  !>  —  0 
durch   eine   einfache  Transformation  das  Glied  mit   der  n  —  V^  Potenz 
der  unbekannten  fortschaffen« 

Ebenso  lässt  sich  in  jeder  Fnchs'schen  Differentialgleich- 
ung nfi^  Grades  in  Bezug  auf  die  Ableitung  das  Glied  mit  der 
m  —  1*«»  Potenz  der  Ableitung  fortschaffen. 
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Es  sei  gegeben  die  Fachs'sche  DifPerentialgleichang: 

F)  i^C^i^j/)  -  !/"•  -  wPi  .  y"'~i  +  Pg  .  y''»"«  +  . .  +  P*  .  j/"— * 

+  ..  +  P««i.3/+P^«0, 
80  ist  P^  nach  Bedingung  I)   höchstens   vom   zweiten  Grade  in  y,    also: 

Pi^a^  +  a^y  +  a^y*. 
Die  Differentialgleichung  F)  kann  ich  in  der  Form  schreiben: 

G)  J'(«,y,»')-(y- Px)-»  +  P,it/-Pxr-*  +  •■  +  PiCy'-i»,)"-» 

+  P„_i(»'-Pj  +  P„-0. 
Die  Pjt  lassen  eich  leicht  durch  die  Pjt  ausdrücken;  ihre  Qrade  ge- 
nügen ebenfalls  der  Bedingung  I).  Da  P,  drei  GrOssen  enthSlt,  die  zum 
Verschwinden  gebracht  werden  sollen,  so  muss  man  in  der  su  diesem 
Zwecke  angewendeten  Sabstitution  drei  OrOssen  zur  Verfügung  haben; 
ich  bediene  mich  daher  der  linear  gebrochenen  Sabstitution 

au  +  ß 
^  "■  y«  +  *  ' 

in  welcher  «r,  ß,  y,  i  Functionen  von  e  sind,  die  der  Bedingung 

«d  —  ßy  ^  1 

genügen.     Durch  Differentiation  von  y  erhalte  ich 

.      (^ö  -ß^  +  {"'i  -ai'  +  ßfy-  ßy')  «  +  (tt'y  -  «/)  u*  +  u' 
^-  {yu  +  6y 

{yu  +  sy 

und  e,  wird  P,,^  +  ^"V'"'. 

wo 

A,~a,d*  +  a,ßd  +  a,ß', 

A^  -  2aoyd  +  «^(«d  +  ßy)  -f  2a,«/J, 

igt  J,-Ooy»  +  o,«y  +  o,«» 

Wird  in  G)  nach  vollendeter  Transformation  zunSchst  mit  (yw-f')*'" 
heraufmultiplicirt,  so  sind  alle  Nenner  fortgeschafft;  damit  nun 


werde,  muss  gesetzt  werden: 

1)  -4g  —  j^  oder  o^y*  +  a^ay  +  a,«*  —  o/y  —  c/, 

2)  ^1— J?i  oder  2aoyÄ  + ai(aJ  +  /5y)  +  2a,c/5  — o'ä  — ai'+jJ'y  — /J/, 

3)  ^-  Bo  oder  Oo**  +  ai/SÄ  +  a,i5«  «  /J'Ä  -  j5Ä'. 

Um  Uf  ß^  Y,  d  diesen  Bedingungsgleichungen  gem&ss  zu  bestimmen, 
betrachte  ich  die  Biccati'sche  Differentialgleichttng 
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1     «/ 

dieselbe  ireht  durch  die  Substitution  t;  — •  —  in  die  homogene  lineare 

Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 


D) 


tr"-(a,  +  ^)w'+aoa,w-0 


Aber.    Deren  allgemeines  Integi*al  laute: 

wo  tff],  tTj  ein  Fundamentalsjstem  von  Integralen  bedeutet^  also  das  all- 
gemeine Integral  der  Riccati'schen  Differentialgleichung: 
1      «/       _^   1      Cito\  +  c^u/% 

---1 

Ich  behaupte  nim,  dass,  wenn  ich 
ea  +  ß  ^       1 

setze,  den  drei  Gleichungen  l),  2)  und  3)  durch  die  Functionen  a,  ß^  y,  ^ 
genflgt  wird.     Es  ist  nflmlich  dann 

€ce  +  ß 

ye+i 

das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung 

dv 

—  -  Oo  +  o,t>  +  o,«», 

•Im: 

Da  c  eine  willkürliche  Constante  ist,  so  folgen  hieraus,  indem 
sieh  auf  beiden  Seiten  ('ye  +  Sy  forthebt,  durch  Yergleichung  der  Coeffi- 
cienten  von  c^,  e\  <?  die  drei  Oleichungen  l),  2)  und  3).  um  also  P| 
fortmschaffen,  mache  ich  die  Substitution 

*       yu  +  S 
nnd  letze  darin 

« ^V,,  ß ^.«/., 

y  — A-iTj,  J  — An?,, 

wo  i0|,  10^  ein  beliebiges,  aber  bestimmtes  Fundamentalsjstem  Ton  Inte- 
gnlen  der  linearen  homogenen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  (D)  ist, 
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Die  Fanction  A  wird  ans  der  Beziehung 


aß 
yd 


0,  Og 


A  •  IT. 


1> 


Ate, 


A^ 


bestimmt.     Bekanntlich  ist 


C-c 


d» 


ß^-Le-fi":«/,, 


Wähle  ichy  was  stets  leicht  zu  en-eichen  ist,  der  Einfachheit  wegen 

das  Fundamentalsystem  w^,  w^  ^^^  ^^^  ^^®  Constante  C  gleich  1  wird,  so 

erhalte  ich  Tai 

;t«  .  c^««^»  —  1 ,     folriich   A  =  e""J  8 ' 

Man  hat  demnach  zu  wählen: 

y  —  -{•  e  J  *    •«'i,  0  —  e  J  *     •«»,. 

Die  Differentialgleichnng  6)  geht  durch   diese  Sabstitation  über  in: 

H)  f{<i,u,u') - u'^'+p, . «'■»-«+ . .  +  j,» . «'»-»+ . .  +j,„_i . u'+j>„-0. 
Hierin  ist  _   /        ■    o\ 

-  (yu  +  *)«*-'•*.  ?ß*(u)  (Ä  -  2,  3, . . .  m), 

wo  5ß*(w)  eine  ganze  rationale  Function  vom  Orade  <  r^t  in  w  ist,  wenn 
r;b  den  Grad  von  Pk{y)  in  y  bedeutet;  dieser  ist  nach  Obigem  stets  <^K 
sodass  die  j9jt(u)  ganze  rationale  Functionen  von  höchstens  2h^^  Grade 
in  u  sind.  Sind  die  Yerzweigungspunkte  von  y  fest,  so  sind  es  auch 
diejenigen  von  u;  die  Differentialgleichung  H)  genügt  daher  auch  den 
von  Herrn  Fuchs  dafür  aufgestellten  Bedingungen;  sie  ist  eine  Fuchs- 
sche  Differentialgleichung. 

Da  diese  Transformation  der  Fuchs'schen  Differentialgleichongen  durch 
eine  lineare  gebrochene  Substitution  die  Integration  einer  Biccati'schen 
resp.  einer  linearen  homogenen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  er- 
fordert, so  hat  sie  im  Allgemeinen  nur  formale  Bedeutung.  In  vielen 
Fällen  aber  werden  nns  durch  die  Natur  dieser  Differentialgleichungen 
direct  Integrale  der  Riccati^schen  Differentialgleichung 

geliefert.     Haben  z.  B.  P^,  P,,  •  •  •  Pjb,  •  •  •  Pm  alle*   einen  gemeinsamen 


♦  oder  von  einem  Pi  an. 
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Factor  y  —  i?  derart,  dass  sich  y'  f ür  y  =*  ij  wirklich  verzweigt,  so  muBS 
nach  Bedingung  II)  17  ein  Integral  von  G)  sein,  oder  es  muss 

V-PxW-0, 
d.  h.  1}  ein  Integral  der  Biccati'schen  Differentialgleichnng 

sein.  Kennt  man  nun  auf  solche  Weise  drei  Particularintegrale  t;^,  v^^  v^ 
derselben,  so  lautet  ihr  allgemeines  Integral* 

wo  c^  eine  numerische  und  c  die  willkürliche  Constante  bedeutet  In 
diesem  Falle  ist  man  also  der  besonderen  Integration  der  linearen  homo- 
genen Differentialgleichnng  zweiter  Ordnung  überhoben. 

Die  Fuchs 'sehen  Differentialgleichungen  von  der  Form 

deren  Typen  denen  der  binomischen  Differentialgleichungen  analog  sind, 
werden  durch  die  gedachte  Substitution  auf  binomische: 

u''"  — r(jBr,  i*)  =  0 
zuräckgeftihrt.     Wenden  wir   die  Substitution   insbesondere   auf  die  vier 
Typen  vom  Geschlecht  1  an: 

1»)  (y'_p)._i(y_,,)(y_,,)(y_^,)(y_,J, 

2»)  (y'  -  P)» - i(y  -  i,.)*(.v  -  v»Y(y  -  VzY, 

3«)  (y'-P)*-A(y-.j.)«(y-%)'(y-lO', 

wo  iL  und  die  rii  Functionen  von  e  sind.  Da  hier  die  rn  s&mmtlich  Yer- 
zweigungsstellen  der  algebraischen  Function  p*  von  y  sind,  so  sind  sie 
Integrale  der  respectiven  Differentialgleichungen  1*),  2*),  3*),  4*)  und 
daher  Integrale  der  Riccati 'sehen  Differentialgleichung: 

In  diesem  Falle  kennt  man  also  mindestens  drei  Particularintegrale 
der  letzteren  und  folglich  auch  ihr  allgemeines  IntegraL  Im  Falle  1*)  hat 
auch  Herr  Poincarö**  eine  linear  gebrochene  Substitution  angewendet; 
aber  wfthrend  er  durch  dieselbe  drei  der  r^i  von  0  unabhängig  macht  und 
dann  zeigt,  dass  in  der  so  transformirten  Differentialgleichung  P  ver- 
schwindet  und   auch  tj^  Ton  e  unabhängig   sein  muss,   bringen   wir   von 

*  EOnigsberger:  Allgem.  Untersuch,  ans  der  Theorie  der  Differential- 
gleichungen, §  9,  pag.  99. 

**  eh.  Einleitung  pag.  195. 
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YOinherein  P  zum  Yerschwinden  und  wenden  dann  den  vorher  bewiesenen 
Satz  an,  dass  in  einer  binomischen  Fnchs^schen  Differentialgleichnng  vom 
Oeschlecht  1  die  Yariabelen  getrennt,  d.  h.  die  rii  Ton  g  unabhängig  sind.* 
Uebrigens  kann  man  auch  in  2^),  3*)  und  4*)  sogleich  durch  eine 
linear  gebrochene  Substitution  die  rii  Von  g  unabhängig  machen,  z.  B.  i^j »  0, 
1/2  •»  +  1,  17,  »  —  1.  Dann  verschwindet  in  der  transfoimirten  Diffe- 
rentialgleichung P  identisch,  weil  es  höchstens  vom  zweiten  Orade  in  y 
ist  und  die  drei  Wurzeln  0,  +1,  ^1  besitzen  muss. 

n. 

Eine  trinomische  Fuchs 'sehe  Differentialgleichung  hat  die  Form 
A)        F(e,ff,y')  -  y'«  -  mP  •  y'«-*  -  (w  -  l)«-i  •  ^  =  0, 
worin  P  höchstens  vom  zweiten,  Q  höchstens  vom  291»^^^  Orade  in  y  ist 
Um  ihre  Discriminante  zu  finden,  differenziren  wir  A)  nach  y': 

«nij/«-«.[y-(in-l)P]. 

Die  Gleichungen  A)  und  B)  werden  zunächst  durch  ^  »-  0,  Q'^0 
befriedigt;  Q  ist  also  ein  Factor  der  Discriminante.  Den  restirenden 
Factor  der  Discriminante  finden  wir  durch  Elimination  von  $/  aus  den 
Gleichungen  j,_q     ^^^     j/ -  (m -- l)P- 0. 

Erhiutet     _(^_i)m-i.(pm  +  ^)__(^_l)»._i.^^ 

Da  jede  einfache  Wurzel  rii  der  Discriminantengleichung  wirklich  ein 
Verzweigungspunkt  der  algebraischen  Function  i/  von  y  ist  und  der  zu- 
gehörige Werth  der  mehrfachen  Wurzel  1/  durch  die  Gleichung 

3/-(w-l)P-0 
gegeben  wird,   so  muss  unter  der  Voraussetzung,   dass  A  keine  quadra- 
tischen Factoren  enthalt,    infolge  der  Bedingung  If)  für  jede  Wurzel  t^ 
von  A  »  0  identisch 

d,     +-ä^(»»-i)P('?0-o 

sein,  d.  h.  es  muss  sein: 


WO  Ä  und  B  nur  von  e  abhangen. 


*  cfr.  Anmerkung  pug.  200. 
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Stellen  wir  die  Forderung,  dass  die  Discriminantengleicbong 

D«0 
flberhaupt  keine  mehrüachen  Wurzeln  besitzt,  dass  also  anch  kein  Doppel- 
ponkt  der  dnrch  F'^O 

definirten  algebraischen  Curve  im  Endlichen  liegt,  so  darf  auch  Q  nur 
einfacke  Factoren  besitzen;  das  ist  nach  Bedingung  III)  aber  nur  möglich, 
wenn  m  ^  3  ist,  und  mit  dem  Fall  m  »  3  wollen  wir  uns  im  Folgenden 
beschäftigen.     Wir  betrachten  also  die  Differentialgleichung: 

C)  y'»  +  3Py'»  +  4«-0,* 

in  welcher  P  höchstens  vom  zweiten,  Q  höchstens  vom  sechsten  Grade  in 
9  ist;  ihre  Coefficienten  sollen  nunmehr  als  i-ationale  Functionen  von  0 
Toraasgesetzt  werden.  Da  Q  nur  einfache  Factoren  enthalten  soll;  so  ist 
nach  Bedingung  11)  jede  Wurzel  17  von  Q  —  0  ein  Integral  der  Diffe- 
rentialgleichung C)   und  der  Werth  i  der  zugehörigen  Doppelwurzel  1/ 

gleich  — - ;  derselbe  ist  aber  andererseits  »  0,  folglich  ti  von  g  unabh&ngig. 
Q  enthält  daher  nur  von  0  unabhängige  Factoren**;  wir  haben  also: 

P^a  +  ly  +  dy^, 

«  "-  ^(^b  +  ^y  +  ö,y*  +  •  •  •  +  Cey«)  -  X  .  Ö, 

wo  a,  hf  dj  X  rationale  Functionen  Ton  0  und  die  ci  von  0  unabh&ngig 
tmd.    Die  Voraussetzung,  dass  der  Discriminantenfactor 

A-P«+« 
nnr  ein&che  Factoren  enthält  —  die  spätere  Entwicklung  mnss  aller- 
dings diese  Voraussetzung  erst  rechtfertigen  —  involvirt,  dass  P  und  Q 
keinen  gemeinsamen  Factor  besitzen  dürfen,  denn  derselbe  müsste  minde- 
stens Doppelfactor  von  Q  seint,  es  würde  also  aus  A  mindestens  ein 
quadratischer  Factor  heraustreten.  Da  die  Wurzeln  von  Q  -»  0  sämmtlich 
von  0  unabhängig,  also  Integrale  von  C)  sind  und  hier,  da  P  und  Q 
keinen  gemeinsamen  Factor  haben,  nur  einfache  Verzweigungen  vor- 
kommen, so  ist  nunmehr  daftlr,  dass  die  Integrale  der  Differentialgleich- 
nng  C)  feste  Verzweigungspunkte  besitzen,  allein  das  Bestehen  der 
Gleichung 

noth wendig  und  hinreichend,  oder  der  Gleichung: 

*  Die  Flusieichen  sind  hier  bequemer. 

**  Jeder  Ton  0  abhängige  Factor  muas  in  Q  quadratisch  vorkommen,  wenn 
die  Differentialgleichung  C)  den  Fuchs 'sehen  Bedingungen  genügt. 
f  cfr.  Bedingung  III). 
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2)  3P«^  +  i'C-6P»^-2X^P  =  (.l  +  By)(P»+iC). 
Ans  2)  folgt  zunächst,  dass: 

durch  P  theilbar  sein  mnss,  und  da  Q  nach  Yoraussetzong  mit  P  keinen 

gemeinsamen  Theiler  hat,  so  mass  * 

ÄX-X'  +  XBy 

durch  P  theilbar  sein,  d.  h.  es  muss  identisch 

ÄX-X'  +  XBy'^0 
sein,  also:  . 

'  ÄX-X'^^O    und     5  =  0,     da    X  +  0. 

Aus  1)  folgt  aber,  dass,  wenn  5  »  0  ist,  P  nnr  vom  ersten  Orade 
in  y  sein  darf;  ist  umgekehrt  von  Tomherein  P  vom  ersten  Grade  in  y, 
so  muss  in  l)  5  »  0  gesetzt  werden,  und  es  folgt  dann  wie  vorher 

^;l~a'«o. 

Weiter  folgt  ans  2)  unter  Berücksichtigung,  dass 
i4X-A'«0,     -B  =  0,     rf«0 
ist,    durch  Vergleichung   der  Coefficienten   gleich   hoher  Potenzen  von  y: 

3)  -12XCg6  — 0, 

4)  —  12Xc^a-  lOXc^h^O, 

5)  —  lOA  Cga  —  8Ac^6=-0, 
also,  da  X  und  h  von  0  verschieden: 

Femer:       ,  "«  -  ^'     "» "  ^'     ''^ "  ^• 

6)  6».  j  =  3b'l>»-66*-6i<^6, 

7)  3o6*  •  y  -  6  abb'  +  3  0*6»  -  I806»  -  Uc,b  -  6ic,a, 

1' 

8)  Sa*b  .  —  -  6a'a?>  +  Sa*b'  -  18a*6*  -  ^ic^b  -  Uc^a, 

1' 

9)  o» .  -  -  3a'  o*  -  660»  -  2ic, o, 

oder,  da  a  und  b  von  0  verschieden: 

^^  y-^y-®* — p-' 

9)  ^  =  3^-66-^, 

7)  (=4+ "'-e"-!^ --!!?' 

"^  A  b        a  3  ah         b^ 
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^^  l       ^  a^  b       ^^       8   a«       3  ab 

Diese  vier  Gleichungen  sind  nicht  unabhängig  von  einander;  snbtra- 
hirt  man  Gleichung  9)  von  6),  so  erhält  man  eine  Gleichung,  welche 
mit  derjenigen  identisch  ist,  die  durch  Subtraction  der  achten  von  der 
siebenten  Gleichung  entsteht.  Wir  haben  also  nur  drei  Gleichungen, 
L  B.  6),  9)  nnd  7).  Multiplicirt  man  Gleichung  6)  mit  2,  addirt  dazu 
Gleichung  9)  und  subtrahirt  dann  die  mit  3  multiplicirte  Gleichung  7), 
80  erhält  man:  3Cj a*  —  2 Cg  a2)  +  Cj  6*  «==  0 

'^(y)'-^«.f +  «.-»• 

a 
Da  q,  <?,,  Cj  Constanten  sind,  so  ist  auch  das  Verhältniss  y  von  e 

unabhängig;  es  ist: 

alüo  a^ah  und  P  =  &(y  +  «),    wo  a  von  0  nicht   abhängt     Unsere 
Bedingungsgleichungen  werden: 


')  -=3y-6ft       3^j^,      ^  ^^ 

Durch  Sabtraction  der  Gleichung  7)  von  Gleichung  6)  kommt; 

folglich  aus  10):  ^«_3c,c.  =  0 

oder:  ^    __  ^i  __ 

Es  idt  daher:  .         • 

Cj-Scj.a,     Ci-=c,.a  —  3c^.a* 

und  die  drei  Gleichungen  6),  9)  und  7)  schrumpfen  in  die  eine  zusammen : 

e)  i-4-u-e'^- 

Die  Differentialgleichung  C)  erhält  somit  die  Gestalt: 

Setzen  wir  Co  •«•  c,  •  o*  +  c,  wo  e  eine  neue  Constante,  so  lautet  die 
Differentialgleichung : 
D)  3/»+  3Kj/  +  «)  V*+  4.1\8  +  c^{y  +  «)']  =  0. 

Z«lta«hrift  f.  Mathomatik  u.  Physik  XXXV,  4.  **  ^  ^ 
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Hier  darf  s  nicht  gleich  0  sein,  in  welchem  Falle  die  Differentialgleich- 
ung D)  homogen  in  ^  und  y  +  a^  also  reductibel  würde.  Wenn  wir 
daher  e  in  X  hineinziehen  und 

6 

setzen,  so  erhalten  wir  die  Differentialgleichung  in  der  Gestalt: 
E)  ti'»+  Sfitiu'*  +  U(1+  Äu»)  «  0. 

ky  X  und  fi  sind  durch  die  Gleichung  verbunden: 

11)  «3i!L_6^-6— ,- 

oder:  „        .      ,  ^      -        6Ä 


-^.  +  (,^'-e.).i- 


fi  /       A  ^« 


Wird     -  *"  *"  gesetzt,  so  lautet  sie: 


Dies  ist  für  w  eine  lineare  Differentialgleichung  erster  Ordnung;  ihr 
allgemeines  Integral  ist 

„  »  c  .  efi^-'i)"'  +  eJX"'-'i)'".u.J'^eM-"')'^  ds. 

Da  auch  der  Fall  %  »  0  zu  berücksichtigen  ist,   so   darf  nicht  von 
Yomherein  die  willkürliche  Constante  c  gleich  0  gesetzt  werden.     In 


*  Kürzere  Herleitang.    Da  ÄX  —  X'^0  und  £»0  ist,  so  folgt  aus  2) 
nach  Division  durch  P: 


Daher  ist  ~  durch  P  theilbar 


^  dy         dy      X 

dy 

äy 


folglich  P^ii.^,  wo  fi  nur  von  z  und  $  nur  von  y  abh&ngt.    Dann  folgt  aber 
ans  2*): 

^^«3Ä.$«  (also  e-*.*'+c), 

wo  h  eine  Constante  ist.    Dividirt  man  Gl.  2*)  durch  9  *>  bo  erhält  man  zwischen 
X,  ^  und  A;  die  oben  gefundene  Relation: 
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sollen  (i  und  tr  rationale  Functionen   von  g  Bein;   deshalb  mnss,  wenn 

1  v' 
man  e  willkürlich  laset,  u  auf  die  Form  — —  —  gebracht  werden  können, 

6   V  ' 

wo  V  eine  rationale  Function  von  e  ist.     Dann  wird: 


«;«  C|x"~''V— ^  +  6Äft"*'-v~^ .  / fivc 


imd 

,8  1  1      V'»  1 


Hierin  sind  c  nnd  k  beliebige  Constanten,  die  nur  nicht  gleichzeitig 
gleich  0  sein  dürfen.     Setze  ich: 

4  4 

so  wird:  ^       , 

1     i/ 

** — 6-7' 
i---  —     * 


^  2    V  V*     y  +  Äv     L        Ö4     J  ' 


4     V     y  +  dv 
und  unsere  Differentialgleichung  lautet  in  ihrer  einfachsten  Oestalfc: 
1    i/      ,,      v'»        1 

y  +  dv 

wo  nunmthr  v  eine  beliebige  rationale  Function  yon  0  bedeutet  und  y 
und  ö  beliebige  Constanten  sind,  die  nur  nicht  gleichzeitig  verschwinden 
dürfen.  Diese  Differentialgleichung  hat,  wenn  ö  von  0  verschieden,  das 
Geschlecht  1,  wenn  J  «  0  ist,  das  Geschlecht  0.  —  Wir  führen  die  In- 
tegration zunächst  für  den  Fall  J  »  0  aus.    Wenn  J  »  0  ist,  so  muss  y 

V 

von  0  verschieden  sein,  ich  kann  daher  —  statt  v  als  Parameterfunction 

Y 
w&hlen;  die  Differentialgleichung  lautet  dann: 

2  V  v' 

Zur  lotegration  betrachte  ich  die  durch  u  «»  —  transformirte  Differential- 
gleichung: 

und  setze: 

dann  drficken  sich  y  nnd  }/  in  folgender  Weise  rational  durch  t  ans: 

1  v'  1   v'*      ' 

2  V  .  4    V* 


("+^T 


14» 
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Es  ist  also:* 

und,  wenn  -r—  «=  tp,    -r-  ■=  q>   gesetzt  wird? 
oz  dt 

dt       g>og>iZJßilo+JPi9o  ^  A  ^  A    /-L  j  .#2 


de            9>  1 9>o  "~  9>i  V  0 

—  x^o  -r  -^1  •  •■  -r 

-agl- 

Die  Bechnnug  ei^giebt: 

2vv"-v'» 
dt              2v» 

d«\v/    ,    1  v' 
v»       +2  V 

't 

L     ^ 

Daraus  findet  man:                        ,                        , 

<=C.  — .vV.  =  CV..-,- 

v                             V'« 

"^^                             IV,                    1    v'»^                     1 

**                  -7.-^0                   -— C 

2    V                      2    1»*                       2 

'^''                                             1         C'v'/.  +  l 

y 

-4c 

Diese  Form  des  Integrals  zeigt,  dass  die  Yerzweigungsstellen  von  der 
Integrationsconstanten  (7,  also  von  den  Anfangs werthen  unabhängig  sind; 
es  sind  nämlich  die  Null-  und  ünendlichkeitsstellen  der  rationalen  Func- 
tion V,  was  die  Gestalt  der  DIferentialgleichung  0)  a  priori  erkennen 
l&sst  Das  Integral  H)  der  Differentialgleichung  6)  lautet  in  rationaler 
Form:  ^2 

y^v{e)C^-  —  ^Cy'-y^  «  0. 
4 

Beispiel: 


v-^K«-«)', 


»"+ 


yy'»  +  4ty«  =  0. 


2    {e-a) 
Das  Integral  dieser  Differentialgleichnng  ist:  , 

oder,   wenn  man   —C'^C  setzt : 

^iff-ayy*C^^9C^-^ShyC-  646V  «  0. 
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Für  den  Fall  d  -{«  0,  also  l>  ■«  1,   fähren  wir  die  Integration  nach 
einer  Methode   durch,   die   später  allgemein  behandelt  werden  soll.     Die 

Differentialgleichung  P)  lautet,  da  ;p"*  j"-v'  ^^' 

Man  findet  nun  durch  Bechnong: 

df     d£  du^      df       rSy  +  bdv     du  d  1 

'dvdudv'^rdu\'Lev(y  +  öv)'dv      lSv(y  +  dvy^J' 

Es  ist  daher,  da  sich  durch  Differentiation  von  fi^^^f^j  '^  0 

ergiebt: 

ITA  /     .   •  \   ^*^  ./l      lö^Xrftt       d 

K)  .(y+*v).^  +  (-y  +  -dv).---.«-0. 

Sieht  man  zonachst  von  singulären  Lösungen  ab,   für  welche  gleichzeitig 

Ti-f 

f^O  und       ■_  ,  ■»  0  ist,  so  ist  das  allgemeine  Integral  der  Differen- 

tialgleichung  erster  Ordnung  J)  in  dem  allgemeinen  Integral  der  Diffe- 
rentialgleicliung  zweiter  Ordnung  E)  enthalten  und  kann  aus  diesem  nur 
dadurch  herrorgehen,  dass  zwischen  dessen  beiden  willkfirlichen  Constanten 
eme  bestimmte  Relation  mit  constanten  Coefficienten  besteht.  —  Ist  zu- 
nScbst  /  -»  0,  80  lautet  die  Differentialgleichung  K)  nach  Fortheben  des 
gemeinsamen  Factors  di 

Dieselbe  geht  bekanntlich  durch  die  Substitution  X'^Jogv  in 

dx*       Qdx      18*^"         / 
über;  die  charakteristische  Oleichung: 

r* r —  0 

6         18 

hat  die  Wurzeln  r^  —  —  und  r,  —  —  —  >  so  dass  das  allgemeine  Integral 
3  6 

der  Differentialgleichung  K*) 
ut    Differenzirt  man  dasselbe: 
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du       1  t/       1  T/ 

dv       3  ^  6  ^ 

du 

und  setzt  die  Werthe  für  u  und  —  in 

ein,  80  erh&lt  man  nacb  einigen  Bechnongen  zwischen  (^  und  c^  die  ein- 
fache Relation: 

80  dass  in   diesem  Falle,  wenn  man  noch   -^  ^  c  setzt,  das  allgemeine 

Integral  von  F)  resp.  J*) 

2 

lautet.     Dasselbe  ist  eine  algebraische  Function  der  Parameterfunction  v. 
Wenn  y^O  ist,  so  kann  man  die  Di£Ferentialgleichung  E)  schreiben: 


/   ^y\   d*u  ,  /l    Y  ^b    \   du       1 
Dieselbe  geht  durch  die  Substitution 


dv      18   "'-^- 


V    BS    —    —   «0? 


in  die  Differentialgleichung  der  QauBs'schen  Beihe  F(a,  ß,  y,  x): 
aber,  nnd  zwar  ist  hier: 

also  entweder  a  — — i   /3  — — -— i  oder  a  ■=• — —>   /^"^tJ  ^* 
6  3  3  6 

-F(«,/J,y,«)-i'OJ,«,y,*) 
ist,  Bo  gentigt  eine  Wahl  —  Wshlt  man 

6      '^  3      '^       2 

so  sind* 

f(«.^,y,a,)-2^(|,-l,|.:r) 
und 


*  cfr.  Gauss  III  und  Kummer  in  Cr  eile's  Journal,  Bd.  XY  pag.  68. 
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Particnlarintegrale  der  Gauss 'sehen  Differentialgleichang.     Nun  ist:* 

K*'"~i'i"')"l'Ki+>^)'+(i->^«)'] 

wo  v  =  y— «  — /3  =  l--2a  ist;  also  in  onserem  Falle  (cr  =  — i  v-=  — ): 

>        6  3/ 


und 


und 
Daher  sind 


(l  +  }/i)V.  und   (i-y'i)v. 


Particnlarintegrale  der  Differentialgleichung  L),  deren  aUgemeines  Integral 
infolge  dessen: 

u«Ci.(l  +  )/i)*^  +  c,-(l--Ki)V. 

ist    Differenzirt  man  dasselbe: 

g_|.(l  +  |/i)-V..a^V._|.(i_yi)-V..^-'A 

du 

imd  setzt  diese  Werthe  für  u  und   —  in  die  Differentialgleichung 

\dxJ       2x^\dx/       ir«"(a?-l)'W      64/       ^' 
welche  aus  J)  durch  die  oben  angewandte  Substitution  v  -» — —-x  her- 

0 

vorgeht,  ein,  so  erh&lt  man  nach  einigen  Rechnungen  zwischen  e^  und  c^ 
die  Relation:  ^  ^  - 

Damit  ist  aber  die  vollständige  Integration  der  Differentialgleichung  F) 
gfeleistet;  ihr  Integral  ist  eine  algebraische  Function  der  Parameterfunc- 
tion  V, 

Damit  die  Coefficienten  der  Differentialgleichung  E)  rationale  Fimc- 
tionen  von  js  seien,  genügt  es,   wenn  ein  particulftres  Integral  tp  der 


*  cfr.  1.  Gauss,  Bd.  III  pag.  127  Formel  II  und  IV;  2.  Schwarz,  Grelle 
Bd.  76:  üeber  diejenigen  F&lle,  in  denen  die  Gaussische  hypergeometrische 
Beihe  eine  algebraische  Function  ihres  yierten  Elementes  darstellt,  pag.  324. 


Digitized  by  LjOOQ IC 


216        Beitrag  zum  Studium  d.  algebr.  Differentialgl.  t.  Ordn.  etc. 


durcb  il  »  —  transformirten  Differentialgleichung  11)  eine  rationale  Func- 
tion von  z  ist.*  Dann  muss,  da  ^  eine  rationale  Function  sein  soll, 
jedenfEÜls  für  ein  bestimmtes  c: 

sein,  wo  B{e)  eine  rationale  Function  von  e  bedeutet.  Durch  Differen- 
tiation erh&lt  man: 

oder: 

6^  .B(*)  +  ^-B'(5), 
also: 

**"   l+6Ji(<() 
und  daher: 

6fti«(i()(l  +  6Ä(«))»* 

In  diesem  Falle  lantet  also  die  Differentialgleichong  E),  wenn  man  noch 
B(js)  —  V  setzt: 

oder,  da  wieder  j~  "  j-  -^  wt: 

«•)    («)'+i^-C^)'+ImiW(*+*->-»- 

Setzt  man  wieder: 

4.«.^^)-8Ml+6.)..(^y+9*Kl+6v)««(^-^y 

+  2(1 +  »«•), 
so  erhSIt  man: 


9F     r/1  7    \  du  1  •] 

V^\  ■  L\3v "^  1  +  6v/ ■  dv "*"  3v(l+ 6»-)»  ■'*J' 


aF   aF  du      aF    r/i  .     7  \  <iu 
av    a«\iv-^ 


Die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  ftlr  u  lautet  daher  in  diesem 
Falle: 


*  cfr.  pag.  210. 

Digitized  by  LjOOQ iC 


Von  Dr.  G.  Wallbnbbrq.  217 

KH  i*w  .  /^  1    ,       7     ^  du  ,  1 

oder,  wenn  6v=  —x  gesetzt  wird: 

d*u     /2         7    \    1    du  1 

dj^'^Kx'^x-V'  Qdx     lSx{x-iy'*'°' 

Die  determinirende  Fnndamentalgleichung*    in    der  Umgebung  des 
nogolSren  Punktes  x  — >  1 : 

«(5-1)  +  !«-^  -0, 

hat  die  Wurzeln  8^  —  --  und  ^2  —  —  —  •     Die  Differentialgleichung  für  u 
6  3 

wird  daher  durch  die  ßubstitntien:** 

tt  — («-1)-V..v 
in  die  folgende  übergeführt: 

d^v     (1  1      \  äv_  1 


oder: 


Dies  iat  wieder  die   Differentialgleichung   der   Gauss'schen  Beihe,   und 
nrar  ist  hier: 

also  etwa: 

Ausser  JP(a, /3,  y, a?)  —  f(— »  —  ~»  — i  x)  sind  auch*** 

\6  3      3/ 

und: 

(l-x)r-''-l>-F(y-a,y-ß,y-a-ß  +  l,l-x) 

_(,_.)V^(|,|,l,l_.) 

Particularintegrale  der  Differentialgleichung  N*).  Es  ist  aher^  ( o  »  - 1  v  »  —  j : 

*  Fachs,  Grelle*8  Journal,  Bd.  66. 

**  cfr.  u.  A«  Heffter,  Inauguraldissertation,  Berlin  1886,  pag.  5 flg. 
•••  Kummer,  Crelle's  Journal,  Bd.  XV  pag.  52  Formel  5)  und  7). 
t  cfr.  pag.  216. 
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und: 


(l+l/l-'a;)V.  und  (l-l/i^)V. 

Particularintegrale  der  Differentialgleichung  N*)  [welche  in  die  Differen- 
tialgleichung L)  übergeht,  wenn  x  an  Stelle  von  1  —  x  gesetzt  wird] ,  so 
dass  ihr  allgemeines  Integral 

und  daher  das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  N) 
«^  «  Ci .  (1  +  6  v)-  V. .  (1  +  }/l+6v)V.  +  c^ .  ( 1  +  6  v)-  V. .  ( 1  -  }/l+6v)V. 

ist.  Die  Relation  zwischen  c^  und  Cg,  deren  Eenntniss  man  zur  yollstftn- 
digen  Integration  der  Ülfferentialgleichung  li)  bedarf,  ist  in  der  angegebe- 
nen Weise  wieder  leicht  herzustellen. 

Es  sei  noch  bemerkt,  dass  man  die  Gleichung  11)  auch  ohne  Inte- 
gration behandeln  kann.     Schreibt  man  dieselbe: 


und  setzt 

so  erhält  man: 

also: 

und 


'"'  6(w+k) 
p?        1  «/» 


w       6*  »(»+*)' 
Diese  Ausdrücke  für  il  und  fi  gehen,  wie  man  leicht  üeht,  in  die  oben 
(pag.  216)  gefundenen  über,  wenn  to  — 6-ifcv,  und  in  die  Ausdrücke  pag.  211, 

wenn  u^-f  A;— —  gesetzt  wird.     Diese  Darstellung  hat  den  Vorzug,  dass 
die  Parameterfunction  tv  jede  willkürliche  Function  von  e  bedeuten  kann. 


(ForlseUnng  folgt) 
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Ueber  die   durch  ein  lineares  Flächensystem  n^^^ 

Ordnung  deflnirten  mehrdeutigen  involutorischen 

Raumverwandtschaften. 

Von 

Chas.  Steinmetz 

in  New-Tork  City. 


Erstes  Capitel. 

Die  räumliehe,  niehrdeatig-inTolatorisehe  Yerwandtschaft, 
deflnirt  durch  ein  allgemeines  FläehengebQsch  n^'  Ordnung. 

g  1.  Der  Funkt. 

1.  Wir  nehmen  im  Räume  ein  lineares  dreistufiges  FlSchensjstem ,  ein 
Flftchengebüsch  n*^  Ordnung,  an,  also  die  dreifach  unendliche  Mannichfal- 
tigkeit  aller  Flfichen,  die  sich  aus  vier  willkürlichen  Flächen  n^'  Ordnung 
linear,  d.  i.  durch  ^fortgesetzte  Büschelbildung  componiren  lassen.  Ferner 
aetzen  wir  zunftchst  das  Flftchengebüsch  als  ein  allgemeines  voraus, 
dessen  Flfichen  also  weder  einzelne  oder  mehrfache  Funkte,  noch  ganze 
dürren  mit  einander  gemein  haben. 

Durch  je  drei  Punkte  ist  eine  Fläche  a  des  Flächengebüsches  eindeutig 
bestimmt. 

Durch  je  zwei  Punkte  ist  ein  Flächenbttschel  A  bestimmt,  dessen  Flä- 
ehen  sich  in  einer  Baumcurve  n^^^  Ordnung  c  schneiden. 

Durch  jeden  Punkt  ist  ein  Flächennetz  bestimmt,  dessen  Flächen  sich 
in  ff^  Punkten  schneiden. 

Eine  solche  Gruppe  von  n^  Punkten,  den  Grundpunkten  eines  Flächen- 
netzes  im  Flächengebüsche,  wollen  wir  eine  Gruppe  associirter  oder 
conjugirter  Punkte  nennen. 

2.  Jedem  Punkte  x  des  Raumes  gehören  weitere  (n'~l)  Punkte  ^  zu, 
welche  mit  t  zusammen  ein  Gruppe  conjugirter  Punkte  bilden.  Jedem 
Punkte  )^  hinwiederum  gehört  ausser  den  anderen  Punkten  ^  auch  der 
Punkt  r  zu. 

Die  Punkte  r  und  ^  definiren  also  eine  involutorische,  (n'^1)- 
deutige  Baumyerwandtschaft 

3.  Diejenigen  Punkte  T)  welche  mit  einem  ihrer  zugeordneten  Punkte 
^  zusammenfallen,  liegen  auf  einer  Fläche  4(n  — 1)^^  Ordnung,  der  Kern- 
fläche  H  der  Verwandtschaft  (vergl.  §  8,  24). 
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8  2.  Die  Gerade. 

4.  Um  die  Ordnung  der  inyolutorischen  Baumverwandtschaft  zu  be- 
stimmen,  suchen  wir  die  Baumeurye  C7,  die  einer  Geraden  l  entspricht. 

1«  Methode« 

Wir  bedienen  uns  einer  Abbildung  des  Flächengebüsches  n^^  Ordnung 
F  auf   das  Ebenengebüsch  ^,    das  von   sfimmtlichen  Ebenen  des  Baumes 
gebildet  wird ,  indem  wir  jeder  Flilche  q)  von  F  ihre  Polarebene  €  in  Bezug 
auf  irgend  einen  festen  Punkte  p*  zuordnen. 
Es  gehören  dann  zu: 

allen  Flächen  (p,  Flfichenbüscheln  und  Flächennetzen  in  F  die  Ebenen  e, 
Ebenenbüschel  und  Ebenenbündel  in  JE7, 

den  Grundcurven  n^^'  Ordnung  c  der  Flächen  des  FbIbo  die  Azen  g 
der  Ebenenbüschel  in  E, 

den  Oruppen  conjugirter  Punkte  in  F  der  Mittelpunkt  des  dem  Flfl- 
chennetze  entsprechenden  Ebenenbündels  in  E. 

umgekehrt  gehört  jeder  Ebene  £  in  £J  eine  Fläche  <p  m  F  zu.  Denn 
die  ersten  Polarflächen  dreier  Punkte  a,  b,  C  von  b  bilden  drei  projecti- 
vische  Flächengebüsche,  von  denen  ein  einziger  Tripel  entsprechender  F1S~ 
eben  aßy  durch  p  geht  Diese  drei  Flächen  (n— l)*«  Ordnung  «,  ft  y 
sind  Polarflächen  einer  Fläche  n^'  Ordnung  g>  des  Gebüsches  F,  die  der 
Ebene  i  von  E  zugehört. 

Jeder  Geraden  g  des  Ebenengebüsches  E  entspricht  eine  Curve  c^  der 
^>t«n  Ordnung  in  F. 

Jedem  Punkte  x  des  Ebenengebüsches  E  entspricht  eine  Gruppe  von  n' 
Punkten  in  F. 

Die  Verwandtschaft  E:F  ist  also  eine  1 :  n' -  deutige. 
Einer  Geraden  g  von  F  muss  demnach,  da  dieselbe  jede  ip  in  n  Punkten 
schneidet,   eine  Curve  h^  angehören,  welche  die  der  Fläche  <p  zugeordnete 
Ebene  c  in  n  Punkten  schneidet,  also  von  der  »*«°  Ordnung  ist** 

Einer  Ebene  b  des  Flächengebüsches  F  muss,  da  dieselbe  jede  Curve 
Cg  in  n^  Punkten  schneidet,   eine  Fläche  ^^  zugehören,  welche  die  der  Cg 


*  von  dem  wir  aber  voraussetzen^  dass  er  weder  auf  der  Eemfläche  H  liegt, 
noch  (§  15)  ein  Grundpunkt  ist,  da  in  diesem  Falle  das  Ebenengebüsch  degenerirte. 
**  Diese  Curve  i,  ist  vom  Geschlechte  0,  von  der  Claese  8(n— 2).  Sie  besitzt 
4(n-3)  WendeschmiegQDgsebenen,  keine  Bückkehrpaokte  und  stationären  Tan- 
genten; sie  ist  die  Rückkehrkante  einer  Developpablen  von  der  Ordnung  2(n-l)} 
deren  Enotencurve   von  der  Ordnung  2(n— l)(n  — 3)  ist    Ihre  biosculirende  DeTe- 

loppable  ist  von  der  2  (»  -  2)(n  -  3)*«»  Classe.   Durch  jeden  Punkt  gehen      ~  i    "  " 
Secanten  der  Baumcurve  kg. 
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entsprechende  Gerade  ^  in  jB  in  n*  Punkten  schneidet,   also  von  der  n**«> 
Ordnung  ist 

Einer  Geraden  {  von  F  entspricht  in  E  eine  Curve  h  n**'  Ordnung. 
Diese  hi  entspricht  in  F^  da  sie  die  einer  beliebigen  Ebene  E  von  JP  in  JEJ 
enteprechende  ^^  in  ff  Punkten  schneidet,  eine  Curve  in  F^  welche  jede 
beliebige  Ebene  «  in  «'  Punkten  schneidet,  also  von  der  w^*^  Ordnung  ist. 
Von  dieser  Curve  spaltet  sich  die  Gerade  l  ab,  und  bleibt  somit: 

eine  Curve  Ci  der  (n^  — !)*•"  Ordnung,  welche  einer  beliebigen 

Geraden  l  entspricht. 

2«  Methode. 

5.  Jedem  Punkte  x  einer  Geraden  l  entsprechen  (n^  — 1)  Punkte  ^, 
welche  mit  r  zusammen  die  Grundpunkte  eines  Flächennetzes  sind  und  be- 
stimmt werden  durch  drei  beliebige  Flächen  a^  ß^  y  des  Netzes.  Als  solche 
drei  Bestimmungsfiächen  können  wir  nun  die  drei  Flächen  et,  ß,  y  benutzen, 
die  das  durch  t  gehende  Flächennetz  mit  drei  beliebigen  Flächenbüscheln 
A,  B,  r  gemein  hat,  von  denen  wir  voraussetzen,  dass  sie  eine  Fläche  q> 
gemeinsam  besitzen  (damit  sie  das  Flächengebüsch  F  gerade  bestimmen). 

Die  Gerade  l  wird  dann  erzeugt  von  den  drei  Flächenbüscheln  A,  B,  f. 
Deren  weitere  Schnittpunkte  beschreiben  die  der  Geraden  l  entsprechende 
Curve  Ci. 

Die  Zuordnung  der  drei  Flächenbüschel  ist  eine  l:n:n- deutige,  indem 
jeder  Fläche  a  des  einen  Flächenbüschels  A,  da  sie  {in  n  Punkten  schneidet, 
n  Flächen  ßt  des  Flächenbüschels  B,  und  n  Flächen  yi  des  FlächenbtLschels 
r  entsprechen,  welche  einander  paarweise  zugeordnet  sind  und  n  Schnitt- 
curven   |ftyf|  f»**"  Ordnung  erzeugen.     Diese  schneiden  a  in  «*  Punkten. 

Von  diesen  n^  Punkten  auf  a  sind  n  Schnittpunkte  mit  l^  die  übrigen 

fi^—n  Punkte  aber  die   Schnittpunkte  der   der  Geraden  l  entsprechenden 

Curve  Ci,     Diese  ist  also,  da  a  von  der  n***^  Ordnung  ist,  von  der  (n*— 1)*^ 

Ordnung. 

8«  Methode« 

6.  Die  drei  Büschel  A,  B,  f,  als  deren  Erzeugniss  wir  die  Gerade  { 
und  ihre  zugehörige  Curve  Ci  ansehen  können,  schneiden  eine  beliebige 
Ebene  e  in  drei  Curvenbüscheln  n**'"  Ordnung  -4,  5,  C,  welche  eine  Curve 
f  gemeinsam  haben  und  einander  durch  die  Gerade  l  zugeordnet  sind. 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  x  einer  in  s  gelegenen  Geraden  g  geht 
eine  Curve  a  des  Büschels  Ä^  der  im  Büschel  B  n  Curven  h  entsprechen, 
welche  g  in  n^  Punkten  ^  schneiden,  umgekehrt  gehören  jedem  Punkte  ^ 
n' Punkte  X  zu.  Es  fallen  daher  (Chasles)  2n'-mal  entsprechende  Punkte 
X  und  ^  zusammen,  Büschel  Ä  und  B  erzeugen  demnach  eine  Curve  2n^*^ 
Ordnung. 

Da  nun  aber  die  Ä  und  B  gemeinsame  Curve  f  sich  in  beiden  Bü- 
sehein  n-mal  entspricht,  spaltet  sie  sich  n-fach  ab,  und  verbleibt  demnach 
als  Erzeugniss  der  beiden  Büschel  Ä  und  B  eine  Curve  %|  der  n^^^  Ordnung. 
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Ebenso  erzeugen  die  BOschel  B  und  Ceine  Car?e  Xs  der  n*^^  Ordnung. 

Diese  beiden  Curven  Xi  ^uid  Xs  schneiden  sich  in  n*  Punkten. 

Da  aber  jeder  Curve  a  n  Curven  ft,  jeder  Curve  h  aber  nun  nicht 
mehr  n,  sondern  nur  eine  Curve  C  durch  l  zugeordnet  ist,  sind  von  den 
n^  Schnittpunkten  von  Xi  ^i^d  Xs  ^^^  der  n*^  Theil  Schnittpunkte  dreier 
durch  l  einander  zugeordneter  Curven  a,  ft,  c,  und  da  einer  dieser  Punkte 
der  Schnittpunkt  {li)  ist,  bleiben  (n'  — 1)  Schnittpunkte  von  $  mit  (7/.  D.  h.: 
Ci  ist  von  der  (n'  — 1)*~»  Ordnung. 

7.  Es  ergiebt  sich  also  die  Ordnung  unserer  Verwandtschaft: 

„Die  Ordnung  unserer  mehrdeutig-involutorischen  Ver- 
wandtschaft ist  gleich  ihrer  Deutigkeit,  nSmIich  gleich 
(n»-l).« 

8.  Jede  Oerade  l  schneidet  die  EemflSche  H  in  4(fi  — 1)  Punkten, 
welche  sich  selbst  zugeordnet  sind,  also  auf  der  Curve  Ci  liegen: 

„Jede  Gerade  l  wird  von  ihrer  zugeordneten  Curve  (7/  in  4(n  — 1) 
Punkten  geschnitten." 

Ausser  in  diesen  4(n~l)  Punkten  schneidet  die  Curve  d  die  Fläche 
H  noch  in  4(«-l)(n»  — 2)  Punkten.     Also: 

„Auf  jeder  Geraden  l  giebt  es  4(n  — 1)(m'  — 2)  Punkte,  die  unter 
ihren  zugeordneten  Punkten  ein  Paar  zusammenfallender  Punkte  besitzen.* 
„Der  Ort  aller  Punkte,  welche  unter  ihren  zugeordneten  Punkten 
einen  Doppelpunkt  besitzen,  ist  eine  Flache  H' der  4(»  — l)(n*  — 2)**" 
Ordnung,  welche  wir  die  der  Eernfl&che  H  zugeordnete 
Fläche  nennen  wollen." 

Denn  die  Flächen  H'  und  H  entsprechen  zusammen  der  Fläche  H  in 
der  Verwandtschaft. 

9.  Alle  Verbindungsgeraden  entsprechender  Punkte  x  und  ^  bilden  eine 
dreifache  Mannichfaltigkeit. 

Jede  solche  Gerade  l  wird  von  ihrer  entsprechenden  Curve  0/  in  4n— 2 
Punkten  geschnitten,  nämlich  in  4(n— 1)  auf  der  Eernfläche  H  gelegenen 
Punkten  und  in  zwei  einander  entsprechenden  Punkten. 


8  3.  Die  Ebene. 

1«  Methode* 

10.  In  der  in  4.  angewandten  Abbildung  entspricht  jeder  Ebene  e  in  JP 
eine  Fläche  ^  in  JE7,  welche  jede  Gerade  g  in  ebensoviel  Punkten  schneideti 
als  die  der  Geraden  g  in  F  entsprechende  Curve  n^^*'  Ordnung  die  t 
schneidet.     q>  ist  daher  von  der  n^^*^  Ordnung. 

Dieser  Fläche  f»'^'  Ordnung  tp  in  E  entspricht  nun  in  F  eine  Fläche, 
welche  von  einer  Geraden  g  in  ebensoviel  Punkten  geschnitten  wird,  als  (p 
von  der  der  g  entsprechenden  Cg  geschnitten  wird,  also  in  n'  Punkten. 
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Da  sich  nun  von  dieser  der  q>  entsprechenden  Fläche  die  Ebene  e, 
welcher  die  q>  entsprach,  abspaltet,  bleibt: 

„Jeder  Ebene   e  entspricht  eine  Fläche  Og  der  (n'*  — 1)*^" 
Ordnnng." 

2.  Methode. 
11.    Benatzen  wir  wieder  drei  beliebige  Flächenbttschel  A,  B,  f  des 
Gebüsches,  welche  eine  Fläche  (p  gemeinsam  haben.     (5.) 

Eine  Fläche  o  des  Büschels  A  schneidet  b  in  einer  Curre  |fa|  der  n^^ 
Ordnung,  durch  welche  die  Büschel  B  und  f  einander  n^-deutig  zugeordnet 
sind.  Denn  eine  Fläche  ß  von  B  schneidet  |€a|  in  n^  Punkten  [saß], 
durch  deren  jeden  eine  Fläche  y  von  f  bestimmt  ist. 

Die  Büschel  B  und  f  erzeugen  eine  Fläche  n'**'  Ordnung  tf;^^.  Denn 
durch  einen  Punkt  r  einer  beliebigen  Geraden  g  geht  eine  Fläche  /?,  der 
n*  Flächen  y  angehören,  welche  g  in  n^  Punkten  ^  schneiden,  umgekehrt 
gehören  jedem  Punkte  ^  n'  Punkte  x  zu.  x  und  ^  coincidiren  also  für  2n' 
Punkte.  D.  h.:  das  Erzeugniss  von  B  und  f  ist  von  der  2^^^*^  Ordnung. 
Da  aber  die  gemeinsame  Fläche  g>  der  drei  Büschel  sich  n*-fach  ab- 
spaltet, bleibt  als  Erzeugniss  von  B  und  f  eine  Fläche  ^^y  der  n^^'^ 
Ordnung. 

Diese  Fläche  ^^^  schneidet  a  ausser  in  der  ebenen  Curve  n^*'  Ordnung 
|i«|  noch  in  einer  Raumcunre  der  «(«'  — 1)**°  Ordnung,  welche  der  Ort 
sfimmtlicher  auf  a  liegender  und  Punkten  von  b  entsprechender  Punkte  ist, 
also  die  Schnittcurve  von  a  mit  der  e  entsprechenden  O  ist.  Da  nun  a 
von  der  n*^  Ordnung  ist,  ergiebt  sich: 
<t>«  ist  von  der  (n*— !)*•*  Ordnung. 
Zu  demselben  Besultate  führt  Methode  3. 

12.  Jede  Ebene  e  wird  von  der  Eernfläche  H  in  einer  Curve  4(n-l)*^ 
Ordnung  JET  geschnitten,  welche  als  Ort  entsprechender  Punkte  zu  Punk- 
ten von  e  —  nämlich  sich  selbst  entsprechender  Punkte  —  auf  O^  liegt. 
Ausser  in  der  Curve  H  schneidet  O^  die  e  noch  in  einer  Curve  der 
rf  - 1  —  4  (n  —  1)  =  (n  - 1)  (n*  +  n  -  3)**»  Ordnung  i/;. ,  deren  Punkte  ein- 
ander paarweise  zugeordnet  sind  als  entsprechende  Punkte  in  der  Ver- 
wandtschaft. 

Die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  der  Curve  ^«  umhüllen 

eine  Curve  der  2(«--l)(««  +  n  — 3)*«»  Classe  (vergl.  §  10,  28). 

Ausser   in  der  Curve  H  schneidet  O«  die  Kemfläche  H   noch  in  einer 

Curve  4(«  —  l)(n*  — 2)**'  Ordnung  ä,   deren  Punkte  zugeordnet  sind   der 

Schnittcurve    der  4(n  — l)(f»'  — 2)*«**  Ordnung   der  Ebene    e  mit  der   „der 

Kemfläche  zugeordneten  Fläche  H'^. 

„Auf  jeder  Ebene  giebt  es  eine  Curve  Ä'der  4(n  —  l)(n'  —  2)*«»  Ord- 
nung, deren  Punkte  unter  ihren  zugeordneten  einen  Doppelpunkt  besitzen. 
Diese  Doppelpunkte  erHlllen  eine  Baumcurve  h  der  4(f»  — l)(n'  — 2)*" 
Ordnung." 
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8  4.   Gerade  und  Ebenen. 

13.  Einer  Geraden  g  nnd  einer  Ebene  e  entsprechen  eine  Cnrve  G 
und  eine  Fläche  O,  der  (n*  — 1)*"°  Ordnung,  welche  sich  in  («*— -1)*  Puukten 
schneiden.  Von  diesen  Punkten  entsprechen  (n'  — 1)  Punkte  dem  Schnitt- 
punkte (£^),  und  werden  auf  Cg  durch  eine  beliebige  durch  {tg)  gehende 
Fläche,  auf  O  durch  eine  beliebige  Cnrve  des  Gebüsches  herausgeschnitten. 

Da  C^  die  z  in  (n'  — 1)  Punkten  schneidet,  giebt  es  auf  e  (n'^l) 
Punkte,  welche  einen  entsprechenden  Punkt  auf  g  liegen  haben.  Diese  ent- 
sprechenden Punkte  sind  die  Schnittpunkte  von  g  und  0«.    Also: 

„Auf  einer  beliebigen  Geraden  g  und  einer  beliebigen  Ebene  e  giebt 
es  (n^  —  1)  Paare  einander  in  der  Verwandtschaft  entsprechender  Punkte. 
Jedem  dieser  Punktepaare  entsprechen  noch  weitere  (n'  —  2)  Punkte, 
allen  (n*  — 1)  Punktepaaren  also  (n*  — l)(n'  — 2)  Punkte,  welche  mit  den 
dem  Schnittpunkte  {gz)  entsprechenden  (n*  — 1)  Punkten  die  Schnittpunkte 
der  g  und  e  entsprechenden  Cg  und  O«  sind." 

14.  Zwei  Ebenen  c^  und  i^  schneiden  sich  in  einer  Geraden  ^=|eies|» 
welcher  eine  Gurve  Cg  zugehört,  die  auf  den  den  Ebenen  c^  und  e,  zuge- 
hörigen Flächen  <t>«^  und  O^  lie^ 

Ausser  in  Cg  schneiden  sich  0«^  und  O«,  noch  in  einer  Baumcnrye  Cj^ 
der  (n»  — l)(n»  — 2)**"  Ordnung. 

Die  der  Schnittcurre  |£iO«.|  (n'  — l)^**  Ordnung  entsprechenden  Punkte 
müssen  sowohl  auf  der  der  «^  zugehörigen  O«,  liegen,  als  auch  entweder 
auf  «21  0^6^  ftuf  ^e,* 

Die  ebenen  Curven  (f»' —  1)**' Ordnung  |«,0«,|  nnd  |egOc||  entsprechen 
einander  also  eindeutig  und  punktweise ,  und  jedem  einander  entsprechenden 
Punktepaare  beider  Curven  entsprechen  ausserdem  noch  {ffi  —  2)  Punkte, 
welche  auf  (7^,  liegen.     Also: 

„Auf  je  zwei  beliebigen  Ebenen  b^  und  £,  giebt  es  zwei  Curven 
(«•  —  !)*•'  Ordnung,  deren  Punkte  einander  paarweise  entsprechen,  und 
denen  ausserdem  noch  die  Punkte  einer  Raumcurve  (n^— l)(n'  — 2)**' 
Ordnung  C^^  entsprechen,  welche  mit  der  der  Schnittlinie  g^=\ixh\  ^^' 
gehörigen  Cg  zusammen  den  Durchschnitt  der  den  beiden  Ebenen  ent- 
sprechenden <t>«^  und  0^  bildet.'' 

15.  Die  Ebene  «i  wird 

von  Og  in  einer  Curve  (n*  — 1)**'  Ordnung  |«iO,,|, 
von  0,^ 

1.  in  einer  Curve  H  der  4(f»  — l)****  Ordnung,  der  Schnittcurve  von  z^ 
mit  der  Eemfläche  J?, 

2.  in  einer  Curve  ^^  der  (w  — l)(n*  — n  — 3)**"  Ordnung 
geschnitten,  deren  Punkte  einander  paarweise  entsprechen. 
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Die  Curve  |e,0«,|  schneidet  nun 
die  Curve  IT  in  4(f»-l)(n»-l)  Punkten, 

n      ^^n   (n-l)(f»«  +  n-3)(n»-l)  Punkten. 

Von  den  ersteren  4(n  — l)(n'  — 1)  Schnittpunkten  liegen 

a)  4(n  — 1)  Punkte  auf  g=^\t^z^\  als  sich  selbst  entsprechende,  auf 
H  gelegene  Punkte; 

h)  die   weiteren   4(n— 1)(«'  — 2)   Punkte   sind  Doppelpunkte   in    «i, 
denen   in    s,   ^^°   conjugirter  Punkt   und   auf  Oj,   daher   nur  noch 
(n'~3)  Punkte  zugehören. 
Von  den  letzteren  (n  — l)(n*  +  n  — 3)(n'— 1)  Schnittpunkten  sind 

e)  (n  — l)(n*+n  — 3)  Punkte  die  weiteren  Schnittpunkte  der  der  Ge- 
raden y  =  l^i^il  zugehörigen  Cg  mit  der  Ebene  c^,  und  haben  daher 
auf  g  einen  conjugirten  Punkt; 

d)  die  weiteren  (w  — 1  )(«*  +  «•  — 3)  (»*  — 2)  Punkte  sind  mit  den  Punk- 
ten h)  zusammen  die  Schnittpunkte  von  e^  mit  der  C^^,  und  zerfial- 
len  in  Paare  einander  entsprechender  Punkte,  deren  jeder  in  f,  noch 
einen  entsprechenden  Punkt  besitzt. 

Es  ergiebt  sich  daraus: 

1.  „Auf  jeder  Ebene  giebt  es  4(n— 1)  sich  selbst  entsprechende  Punkte, 
die  zugleich  noch  in  einer  beliebigen  andern  Ebene  sich  selbst  entspre- 
chende Punkte  sind.^     [a).] 

2.  „Auf  jeder  Ebene  giebt  es  4(n  — l)(f»'  — 2)  sich  selbst  entspre- 
chende Paukte y  die  auf  einer  beliebigen  andern  Ebene  einen  entsprechen- 
den Punkt  besitzen.^     [().] 

3.  „Auf  jeder  Ebene  giebt  es  4(n  — 1)(«*  — 2)  Punkte,  die  auf  einer 
beliebigen  andern  Ebene  einen  sich  selbst  entsprechenden  Punkt  als  zu- 
geordneten Punkt  besitzen.^     [5).] 

4.  „Auf  jeder  Ebene  giebt  es  (n  — l)(n*-f  n— 3)  Punkte,  die  auf 
einer  beliebigen  Geraden  derselben  Ebene  einen  zugeordneten  Punkt  be- 
sitzen. **     [c).) 

5.  „Auf  jeder  Ebene  giebt  es  (n^  — 1)  Punkte,  die  auf  einer  be- 
liebigen, nicht  in  derselben  Ebene  liegenden  Geraden  einen  zugeordneten 
Punkt  besitzen.*     (Vergl.  13.) 

.   .  .  ^     T.,.  .  ,_.        (n-l)(f•«-^n-3)(n«-2)  „    ^^ 

6.  „Auf  jeder  Ebene  giebt  es  ^^ ^ ~ Punkte- 
paare, die  auf  einer  beliebigen  andern  Ebene  einen  zugeordneten  Punkt 
besitzen.«     [cT).] 

.      .i..^      r...  .1.x       («-l)(«*  +  «-3)(ti»-2)  „     ,,      .. 

7.  „Auf  jeder  Ebene  giebt  es  ^ — -^-s Punkte,  die 

auf  einer  beliebigen  andern  Ebene  ein  zugeordnetes  Punktepaar  besitzen.  ** 
16.    Die  einander  entsprechenden  Punktepaare  zweier  Ebenen  s^  und  «^ 
bilden  zwei  Curven  |f|0,,|  und  IcjOtJ  (f»*  — 1)*"  Ordnung. 
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Jedem  Paare  entsprechender  Punkte  derselben  gehören  noch  weitere 
(n3-2)  Punkte  an,  welche  auf  einer  Curve  C,,  der  (n»  — l)(n»-2)*«°  Ord- 
nung liegen. 

Diese  schneidet  eine  dritte  Ebene  e^  in  (n^—  l)(n^  — 2)  Punkten  Also: 
„Auf  drei  beliebigen  Ebenen  c^,  *,,  fj  giebt  es  («*  — l)(n'— 2) 
Tripel  einander  entsprechender  Punkte.** 

Diesen  Punkttripeln  entsprechen  ausserdem  noch  («'— !)(»*  — 2)(«*--3) 
Punkte,  welche  auf  den  drei,  den  Ebenen  f, ,  fg,  fg  zngehörigen  O,,,  <l\,, 
O^  liegen,  sowie  auf  den  drei  Curven  0,g,  O,,,  Ojgi  deren  jede  zwei  ebenen 
Curven  |€,<J>.,|  und  IfgO.J,  |*i<t>„|  und  \€^<t>,^\,  \t^<t>^\  und  \fs<t>^\  ent- 
spricht  und  die  conjugirten  Punkte  der  sich  in  den  betreffenden  beiden 
Ebenen  entsprechenden  Punktepaare  enthält. 


i  5.  Sohaaren  von  Fläohen  O  nnd  Onrven  (7. 

17.  Allen  durch  eine  Gerade  g  gehenden  Ebenen  gehören  die  Flächen 
0  einer  einstufigen  Flächenschaar  yom  Index  (n'  —  1 )  an.  Denn  durch  einen 
beliebigen  Punkt  a  des  Raumes  gehen  (n^  — 1)  Flächen,  welche  den  (n^  — 1) 
Ebenen  entsprechen ,  welche  durch  die  dem  Punkte  a  des  Ebenenbttschels  g 
in  der  Verwandtschaft  entsprechenden  (n^  — 1)  Punkte  gehen. 

Allen  durch  einen  Punkt  p  gehenden  Ebenen  des  Baumes  entsprechen 
die  Flächen  einer  zweistufigen  Flächenschaar  vom  Index  (n'— ])^  Denn 
durch  zwei  beliebige  Punkte  a  und  b  gehen  (ffi  —  iy  Flächen  der  Schaar. 

Allen  Ebenen  des  Raumes  entspricht  ein  dreistufiges  Flächensystem 
(«^  —  1)*"  Ordnung  und  vom  Index  (n'  — 1)^ 

18.  Allen  Geraden  eines  ebenen  Strahlenbttschels  entsprechen  die  Raum- 
curven  eines  Curvenbüschels  vom  Index  1,  dessen  Curven  auf  einer  0  liegen 
und  n'— 1  feste  Grundpunkte  besitzen. 

Allen  Geraden,  die  durch  einen  Punkt  p  gehen,  entsprechen  die  Curven 
C  einer  Curvenschaar  vom  Index  (n'—  1).  Denn  durch  jeden  Punkt  a  gehen 
(n^  — 1)  Curven  der  Schaar,  welche  den  Verbindungslinien  von  p  mit  den 
a  entsprechenden  Punkten  zugehören. 

Allen  Geraden  des  Raumes  entspricht  eine  vierstufige  Curvenschaar  vom 
Index  (n»-l)«. 

19.  Es  gehören  also  zu  einem 
Ebenenbüschel  —  Flächenbüschel  vom  Index  («*  —  ])  mit  einer  Grund- 

curve  der  («'  — 1)***  Ordnung, 
Ebenenbündel  —  Flächennetz  vom  Index  (n'— 1)*  mit  (n'  — 1)   festen 

Grundpunkten , 
Ebenensystem  —  Flächensystem  vom  Index  (n^  —  1 )', 
Strahlenbüschel  —  Curvenbüschel  vom  Index  l  auf  einer  0  mit  (n'  — 1) 
festen  Grundpunkten, 
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Strahlen bttndel  —  Cnrvenbündel  vom  Index  (n*— l)  mit  (n*— 1)  festen 

Grundpunkten, 
vierstufigen  Strahlsjstem  —  vierstufiges  Cnrvensjstem  vom  Index  (n^— 1)'. 

S  6.  Die  Oorve  und  n&ohe  m^^  Ordnung  und  ihre  entsprechende 

Oorve  nnd  Fläche. 

20.  Einer  Flache  m*^  Ordnung  entspricht  in  der  Verwandtschaft 
eine  Flache  f»(n'— l)**'  Ordnung. 

Denn :  die  der  Flache  m^  Ordnung  entsprechende  Flache  wird  von  einer 
Geraden  g  in  ebensoviel  Punkten  geschnitten,  als  die  Flache  m**'  Ordnung 
von  der  der  Geraden  g  entsprechenden  C^,  also  in  m(n'  — 1)  Punkten. 

21.  Einer  Curve  m^*'  Ordnung  entspricht  in  der  Verwandtschaft 
eine  Curve  iii(n'  — 1)*"  Ordnung.  Ist  die  Curve  m**' Ordnung  der  (par- 
tielle) Schnitt  zweier  Flachen  p*®'  und  q^^  Ordnung,  so  ist  die  zugehö- 
rige Curve  fn(n'  — 1)*"  Ordnung  der  (partielle)  Schnitt  zweier  Flachen 
l>(n'— !)*•'  und  g(n'  — 1)*"  Ordnung." 


Zweites  Capitel. 
Die  Eernfläche  der  Verwandtschaft. 

i  7.  Der  sich  selbst  entsprechende  Punkt. 

22.  Fallt  ein  Punkt  p  mit  einem  seiner  conjugirten  zusammen,  so 
schneiden  sich  die  Flachen  des  durch  ihn  gehenden  Flachennetzes  sammtlich 
in  zwei  unendlich  benachbarten  Punkten,  haben  also  in  Jp  eine  Tangenle  p 
gemeinsam. 

Durch  jeden  nicht  auf  der  Tangente  p  gelegenen  unendlich  benachbar- 
ten Punkt  geht  ein  Flachenbflschel  unseres  Flach engebüsches,  dessen  Flachen 
sich  in  p  berühren.  Die  Beruh rungsebene  n  geht  durch  p.  Die  Orund- 
corve  jedes  dieser  unendlich  vielen  Flächenbüschel  hat  in  )>  einen  Doppel- 
panki 

unter  den  Flachen  eines  dieser  Flachenbüschel  giebt  es  eine  Flache, 
die  noch  durch  einen  weiteren,  unendlich  benachbarten,  nicht  auf  n  gelegenen 
Punkt  geht.  Diese  Flache  hat  in  )p  einen  Doppelpunkt  und  gehört  allen 
FlSchenbQscbeln  an,  deren  Flachen  sich  in  p  berühren. 

unter  diesen  Büscheln  giebt  es  eines ,  dessen  Flachen  noch  durch  einen 
weiteren,  auf  p  liegenden  unendlich  benachbarten  Punkt  gehen.  Seine 
Gmndcurve  hat  p  zur  stationären  Tangente. 

Umgekehrt,  wenn  in  einem  Punkte  Jp  sich  die  Flachen  eines  Büschels 
in  einer  Ebene  n  berühren,  oder,  was  dasselbe  ist,  wenn  in  )i  eine  Grund- 
CQrve  eines  Büschels  einen  Doppelpunkt  hat,  dann  ist  p  für  eine  Flache 
dieses  BtüBcbels   ein  Doppelpunkt,   und   eine  nicht  zum  Büschel  gehörige, 
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aber  durcb  p  gebende  Flftcbe  scbneidet  n  in  einer  Geraden  p,  welcbe  ge- 
meinsame Tangente  aller  FlScben  des  dnrcb  das  Flttcbenbüscbel  und  die  niebt 
za  ibm  gebOrige  Flftcbe  bestimmten,  dem  Punkte  p  zngebörigen  FlScben- 
netzes  ist.     Der  Ponkt  p  ist  also  dann  sieb  selbst  conjugirt. 

Ist  p  ein  Doppelpunkt  einer  Flftcbe  des  Gebüscbes,  so  bildet  diese 
Flftcbe  mit  einer  beliebigen  andern  Flftcbe  zusammen  ein  FlftchenbOscbel, 
dessen  Flftcben  sieb  sftmmtlicb  in  der  Berübmngsebene  der  letzteren  Flftcbe 
berübren.  Oder:  so  scbneidet  jede  weitere  durcb  p  gebende  Flftcbe  die 
Flftcbe  mit  Doppelpunkt  in  einer  Orundcurve  mit  einem  Doppelpunkte  in  p 
u.  s.  w, 

23.  Die  Punkte  p  des  Eemgebildes  haben  also  die  Eigenscbaften:  sie  sind 

1.  Grandpunkte  von  Flftcbennetzen ,  deren  Flftchen  in  p  eine  gemein- 
same Tangente  p  baben, 

2.  Berübrungspunkte    der  Flftcben   unendlicb  vieler  Flftcbenbfiscbelf 
deren  Berübrungsebenen  ein  Ebenenbttscbel  mit  der  Axe  p  bilden, 

3.  Doppelpunkte  je  einer  Flftcbe  des  Gebttscbes, 

4.  Doppelpunkte  unendlicb  vieler  Grundcurven  von  Flftcbenbttscbeln. 
6.  In  ibnen  bat  ein  Flftcbenbdscbel  eine  stationftre  Tangente  p. 

S  8.   Die  ZemfUlolie. 

24.  In  einem  Punkte  p  des  Kerngebildes  bat  eine  Flftcbe  des  Flftcben- 
gebüscbes  einen  Doppelpunkt.  Die  Polarebene  dieses  Punktes  in  Bezug  auf 
die  Plftcbe  mit  Doppelpunkt  ist  unbestimmt.  Die  ersten  Polarflftcben  aller 
Punkte  des  Raumes  in  Bezug  auf  die  Flftcbe  mit  Doppelpunkt  gebt  also 
durcb  den  Doppelpunkt  p.  Die  Punkte  des  Kemgebildes  sind  also  die  Punkte, 
in  denen  sieb  sftmmtlicbe  ersten  Polarflftcben  einer  Flftcbe  des  Gebüscbes  in 
Bezug  auf  sftmmtlicbe  Punkte  des  Raumes  schneiden. 

Wir  nehmen  vier  beliebige  Punkte  a,  b,  c,  b  im  Räume  an.  Ihre  ersten 
Polarflftcben  in  Bezug  auf  die  Flftcben  des  Flflcbengebttscbes  n^*'  Ordnung 
bilden  vier  projectivische  Flftcbengebflscbe  (n  — 1)*~  Ordnung  A,  B,  f,  A. 

Durcb  jeden  Ponkt  x  einer  beliebigen  Geraden  g  gebt  nun  ein  Flftcben- 
netz  des  Gebttscbes  A,  dem  im  Gebflscbe  B  ein  Flftcbennetz  zugehört,  von 
dem  ein  Bttscbel  durcb  x  gebt.  Diesem  Dttscbel  entspricbt  wieder  in  f  ein 
FIftcbenbttschel ,  von  dem  eine  einzige  Flftcbe  durcb  x  gebt.  Dieser  Flftcbe 
entspricbt  in  A  eine  weitere  Flftcbe ,  die  g  in  (n  — l)  Punkten  t^  scbneidet. 
ümgekebrt  gebt  durcb  jeden  Punkt  t)  ein  Flftcbengebflscb  in*  A,  denen  in 
A,  B,  r  drei  projectivische  Flftcbengebtische  (w  — 1)**'  Ordnung  zugebören, 
welche*  eine  Flftcbe  3(n  — !)*•'  Ordnung  erzeugen,  die^  in  3(n  — 1)  Punk- 
ten x  scbneidet. 


*  Zwei  projectivische  Fiäcbenbüschel  (n  —  1)*^  Ordnung  erzeugen  eine  Flftcbe 
2(n  —  \)^  Ordnung.  Denn:  durch  einen  Punkt  x  einer  Geraden  g  gebt  eine  Flftcbe 
des  einen  BüncbeU,  der  im  zweiten  Büschel  eine  Flftcbe  zugehört,  welche  g  in 
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Da  jedem  Pankte  x  (n-^l)  Punkte  )^, 

„  r^  3(n-l)  „  X 
sogebOren,  coincidiren  x  nnd  9  f)lr  4(n  — 1)  Pankte  der  Geraden  g.  D.  h.: 
auf  jeder  Geraden  g  giebt  es  4(ti— 1)  Pankte,  in  denen  sieb  vier  ent- 
sprechende Flftcben  der  vier  Polargebttscbe  A,  B,  f,  A  scbneiden  und  in 
denen  sieb  daber  alle  ersten  Polaren  einer  Flttcbe  des  Qrandgebttscbes  n*^ 
Ordnung  scbneiden.     Also: 

„Das  Eerngebilde  ist  eine  FlScbe  H  der  4(n  — 1)*«°  Ord- 
nung und  der  4(n  — l)(4f»  — 5)**«"  Classe", 
da  die  Eemfläcbe  im  Allgemeinen  keine  Doppelpunkte  besitzt. 

Diese  EemflScbe  ist  die  Hessiana  der  vier  das  FlaobengebOscb  n**' 
Ordnung  constituirenden  Fläcben. 

25.  Die  Polarebenen  jedes  Punktes  p  der  Eemfläcbe  H  in  Bezug  auf 
alle  FlScben  des  GebOscbes  scbneiden  sieb  in  einem  Punkte  q ,  der  auf  einer 
Flache  der  4(n  —  iy^^^  Ordnung  liegt,  umgekehrt  scbneiden  sich  die  ersten 
Polarflächen  von  q  in  )>. 

26.  Die  den  Punkten  der  Eemfläche  H  in  der  Verwandtschaft  zugeord- 
neten, je  n*  — 2  Punkte  liegen  auf  einer  Fläche  der  4(n  — l)(n'  — 2)*«» 
Ordnung,  der  der  ]B[ernfi|kbe  zugeordneten  Fläche  H'  (vergl.  §  2,  g). 


Drittes  Gapitel. 
Ein  durch  die  Terwaiidtscliaft  bestimmter  Strahlencomplex. 

S  0.  Der  Strahlenoomplex« 

27.  Nehmen  wir  in  einer  Ebene  n  einen  Punkt  p  an,  so  entspricht 
einer  durcb  p  in  nt  gezogenen  Geraden  a  eine  Curre  C«,  welche  n  ausser  in 
4(n  — 1)  auf  a  gelegenen  Punkten  noch  in  (n  — l)(n*  +  n  — 3)  Punkten  h 
sehneidet.  Diese  ergeben,  mit  p  verbunden,  (n-'l)(n^  +  n  +  S)  Strahlen  h. 
Umgekehrt  gehören  jedem  Strahle  h  (n  — l)(f>'-|-n  — 3)  Strahlen  a  an, 
a  und  h  coincidiren  daber  für  2(n  — l)(n^-{-n  — 3)  Strahlen.  Diese  Coinci- 
denzstrahlen  sind  die  in  n  durch  p  gehenden  Complexstrablen.   Daraus  folgte 


(fi~l)  Punkten  t)  schneidet;  und  umgekehrt  gehöreA  jedem  Pankte  t)  (n—1)  Pankte 
T  zu,  X  and  ))  coincidiren  also  fQr  2 (n  —  1)  Pankte.  Drei  projectiviBche  Flächen- 
netie  (n-l)*«  Ordnung  erzeagen  eine  Fläche  8(n-l)««  Ordnung. 

*  Denn:  durch  einen  Punkt  x  einer  beliebigen  Geraden-^  geht  ein  Paar  ent- 
iprechender  Flächen  der  beiden  ersten  Netze,  denen  im  dritten  Netze  eine  Fläche 
ugehOrt,  welche  g  in  (n~l)  Punkten  19  schneidet.  Umgekehrt  geht  durch  jeden 
Pankt  t)  ein  Flächenbüschel  des  dritten  Netzes,  dem  im  ersten  und  im  zweiten 
Netze  zwei  projectivische  Büschel  angehören,  welche  nach  Vorigem  eine  Fläche 
%(i»— 1)(OT  Ordnung  erzeugen,  die  ^  in  2 (n—1)  Punkten  x  schneidet,  x  and  I)  co- 
ineidiien  daher  für  d(n-l)  Punkte,  q.  e.  d. 
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„Die  Verbindnngslinien  entsprecbender  Punkte  derVer- 
wandtscbaft  bilden  einen  Strablencomplez  vom  Grade 
2(n-l)(n»  +  n-3).« 

„Die  darcb  einen  Punkt  p  gebenden  Complezstrablen  bilden  einen 
Kegel  der  Ordnung  2(n  — l)(w*  +  n  — 3);  die  in  einer  Ebene  liegenden 
Complezstrablen  umhüllen  eine  CuiTe  der  CJasse  2(n  — l)(«*  +  n  — 3).** 


8  10.  Complexctirven  und  Complexfläohen. 

28.    Auf  jedem  Complezstrahl  liegen  zwei  einander  in  der  Verwandt* 
^6bbafb>  «ntspreobende  Punkte,   die  wir  die  singulftren  Punkte  des  Complez- 
strables  nennen  wollen. 

'luH  ,:ii.\  ^Ditti  dHigulären  Punkte  der  in  einer  Ebene  liegenden  Complexstrableu 
i'iibiia0ni*iiie[C«#¥e  (n  —  l)(n*+n  — 3)*«' Ordnung  (§3,  12),  während  die 
n'jJ<eomiflel8fcrablbü>ii£telber   eine   Cnrve   2(n  — l)(n*  +  n  — 3)**'  CJasse  um- 
hüllen.'' 
-[>M  p^.  TDi^rstvjg^tr^'iBaukte  aller  durch  einen  Punkt  p  gehenden  Com- 
"(il^strälikii  -bih)eb  eibe  'jRMilbcttrve ,   welche  von  jedem  Kegelstrabi  ausser 
in  p  j|6cb-iii-iw^/lPuikkteti>j^bchiiltti9n  wird,  von  denen  für  (n'  — 1)  Kegel- 
strahlen ein  Punkt  nach  p  fällt. 

Die  Baumcurye  gebt  also  (n^— l)-mal  durch  p^  und  da  eine  beliebige 
durch  p  gelegte  Ebene  die  Baumcurye  ausser  in  dem  (n'  —  1 )  -  fachen  Punkte  p 
noch  in  je  zwei  Punkten  &uf^^j^gijdf|E)^)(^(j-l)(n^  +  n~3)  Kegelstrahlen 
schneidet,   in  idenen,  die  Eben^,  den  Complexkegel  schneidet,  so   schneidet 

Punkten.     Also:  .xoIqxnoonaWjsija  lea 


.  ,  .30.  Die  älugulären  Punkte  .sämmtÜcber  eine  Gerade  g  schneidendan 
Complezstrahlen  Ihgea  auf  einer  Fläche,  welche  durch  g  (n^  —  1)  -  mal  hin- 
durchgeht —  denn  jeder  Punkt  von  g,  ist  fn'  — l)-facher  Punkt  seiner  Com- 

jede   durch  g  a^1ß«te^*^P^*^;J^^ft«*^*iWn#P«»Jr',iniilte^ 

Geraden  ^mk^  imi-4uuBA)  Qwpy^nk^  i^'-^i  li>iider<n^}i)i(f»^M«^-^3)^ 

'-Ö^dlitlttft*«'  -ixJ-j/l   .i»J>i-ilj  .iii  iitJ.i-.L  ^'-xl-j/^   u->J'.ir>  ir>I>itiJ  tjIj  Li-^d-iü'/'l  i-jb an\>^u{z 

"■■'■.-i-  '■■'^t'i^ei-'Ümikl  G^rka'e'fc  i^,;t/;'#e>de'n;^Bn';ilWiyyt:««'^;«=1E) 

noJi;^//x   iLii   ii!ii;    u-j.V.iu    m/*ii;-)i.    ,kl..\J5?7  n^ilfA    d»L    ivii;iiiJ.fii'>Iiji.l  T^iiVi    a   yliW^ 

schneidet.     Sämmtliche  durch  x  gehbndep  Goäxpiiz$traU«niiJbikkteI>n«aiMMB 
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Kegel  von  der  Ordnung  2(n  — l)(n*  +  «  — 3),  von  dem  g^  in  ebenso  vielen 
Punkten  ^  geschnitten  wird,  die,  mit  g^  verbunden,  2(n--l)(w*+n  — 3) 
Ebenen  f^  ergeben.  Umgekehrt  gehören  jeder  Ebene  fj,  2  (w  —1  J(n*  +  n — 3) 
Ebenen  fy  zu.  ij  und  f^)  coincidiren  daher  für  4(n  — l)(n^  +  n  — 3)  Ebenen. 
In  jeder   derselben  liegt  ein  Complexstrabt ,  der  gig^g^  schneidet,    q.  e.  d. 

32.  „Alle  Complexstrahlen ,  welche  zwei  beliebige  Gerade  ^^  und  g^ 
schneiden,  bilden  eine  Regelflttche  4(«  — l)(n*  +  w  — 3)*"  Ordnung." 

Da  eine  Ebene  durch  g  die  Regelfläche  nur  in  2(«— l)(w*  +  w  —  3) 
Strahlen  schneidet,  sind  g^  und  g^  2(n  — l)(n*  +  n  — 3)-facbe  Directricen 
der  Begelfläche. 

Da  auf  jeder  Generatrix  zwei  singulare  Punkte  liegen,  jede  Ebene  durch 
g  in  2(n  — l)(w*  +  n  — 3)  Generatricen  schneidet,  bilden  die  singulftren 
Puokte  der  Generatricen  der  Regelfläche  eine  Raumcurve  4(n-l){«*H-n-3)*^ 
Ordnung. 


Viertes  Capitel. 
Eine  dureh  die  Yerwandtschitft  bestimmte  Stralilencongruenz. 

8  11.   Einige  Hilfss&tse. 

33.  Diejenigen  Strahlen  des  im  III.  Capitel  betrachteten  Strahlencom- 
plexes,  deren  singulare  Punkte  zusammenfallen,  bilden  eine  Strahlencon- 
grueuz.  Es  sind  dies  gleichzeitig  die  sämmtlichen  Flächen  eines  Flächen- 
netzes gemeinsamer  Tangenten  p  (§7)9  welche  zu  den  Punkten  )>  der  Kern- 
fläche  H  in  Beziehung  stehen. 

um  Ordnung ,  Classe  und  Rang  dieser  Congruenz  zu  bestimmen ,  müssen 
wir  zunächst  einige  Hilfssätze  ableiten. 

1.  Hilfssatz. 

34.  ,,Die  Berührungspunkte  der  Ebenen  eines  Ebenenbüschels  g  und 
der  Flächen  eines  Flächenbüschels  n^^  Ordnung  liegen  auf  einer  Curve 
(n— l)(3fi  — !)*•'  Ordnung,    welche  die  Axe  g  des  Ebenenbüschels  in 
2(«  — 1)  Punkten  schneidet." 
Denn:  Jede  Ebene  £  des  Ebenenbüschels  wird  von  den  Flächen  des  Flä- 
cbenbüschels  in  einem  Curvenbüscbel  n^^  Ordnung  geschnitten.   Jeder  Doppel- 
punkt einer  solchen  Curve  ist  ein  Berührungspunkt  einer  Fläche  des  Flä. 
cbenbüschels  mit  der  Ebene  c  und  hat  die  Eigenschaft,   dass  seine  gerade 
Polare  in  Bezug   auf  die  betreffende  Curve  des  Curvenbüschels  anbestimmt 
ist,  dass  also  die  ersten  Polaren  aller  Punkte  der  Ebene  in  Bezug  auf  die 
Curve  mit  Doppelpunkt  sich  im  Doppelpunkte  schneiden. 

um  die  Anzahl  der  Doppelpunkte  zu  finden,  brauchen  wir  also  nur 
die  Zahl  der  Punkte  zu  bestimmen ,  in  denen  sich  die  ersten  Polaren  dreier 
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beliebiger  Punkte  a,  b,  C  der  Ebene  s  in  Bezug  auf  eine  beliebige  Cunre 
des  Büschels  schneiden. 

Die  ersten  Polaren  von  a,  b,  c  in  Bezug  auf  die  Curren  des  Bflschels 
bilden  drei  projectivische  Curvenbttschel  (n  — 1)**'  Ordnung  Äj  B^  C. 

Die  projectivischen  Büschel  Ä  und  B  erzeugen  eine  Curve  2(n^1)^ 
Ordnung. 

Die  projectivischen  Büschel  A  und  C  erzeugen  eine  Curve  2(f»  — Ij^ 
Ordnung. 

Diese  beiden  Gurren  haben  die  {n^Vf  Grundpunkte  des  Büschels  A 
gemeinsam. 

Sie  schneiden  sich  daher  ausserdem  noch  in  3(n  — 1)'  Punkten,  welche 
Berührungspunkte  von  f  mit  Flächen  des  Flftchenbüschels  sind. 

Die  Gerade  g  wird  nun  von  2(n  — 1)  Flftchen  des  Flftchenbüschels  be- 
rührt, welchen  2(n  — 1)  Ebenen  des  Ebenenbüschels  entsprechen,  die  eine 
Fläche  in  einem  Punkte  von  g  berühren. 

Die  Gesammtzahl  der  auf  e  liegenden  Berührungspunkte  von  Ebenen 

des  Ebenenbüschels  mit  Flächen  des  Flftchenbüschels  beträgt  also: 

3(n-l)«  +  2(fi-l)-(n-.l)(3n-l), 
q.  e.  d. 

2.  HilÜMats. 

35.  ,,Die  Berührungspunkte  der  Ebenen  eines  Ebenenbüschels  g  und 
der  Flächen  eines  Flächennetzes  n^  Ordnung  bilden  eine  Fläche  der  Ord- 
nung (3n'-2),  welche  durch  die  Axe  g  des  Ebenenbüschels  und  durch 
sftmmtliche  Grundpunkte  des  Flächennetzes  hindurchgeht^ 

Denn :  Jede  Ebene  e  des  Ebenenbüschels  g  wird  von  dem  Flächennetie 
in  einem  Currennetze  n^  Ordnung  geschnitten.  Die  Doppelpunkte  der 
Gurren  dieses  Netzes  sind  Berührungspunkte  von  Flächen.  In  ihnen  schnei- 
den sich  die  ersten  Polaren  aller  Punkte  der  Ebene  e  in  Bezug  auf  die 
Curve  mit  Doppelpunkt. 

Die  ersten  Polaren  aller  dreier  Punkte  a,  b,  c  der  Ebene  e  bilden  drei 
projectivische  Curvennetze  A^  J5,  C  (w  — 1)*"  Ordnung. 

Dieselben  erzeugen  (vergl.  §  8,  24,  Anm.)  eine  Curve  3(fi  — 1)*"  Ord- 
nung, die  Doppelpunktscnrve  des  Netzes. 

Die  Gerade  g  wird  in  jedem  ihrer  Punkte  von  einer  Fläche  des  Flft- 
chennetzes  berührt,  gehOrt  also  vollständig  dem  Orte  der  Berührungs- 
punkte an. 

Derselbe  schneidet  also  die  Ebene  t 

1.  in  einer  Curve  3(n  — 1)*^  Ordi^ung, 

2.  in  der  Geraden  g^ 

ist  also  von  der  (3n  — 2)*«'  Ordnung,  q.  e.  d. 

8.  Hilfssatz. 

36.  „Die  Berührungspunkte  der  Ebenen  eines  Ebenenbündels  )>  und 
der   Flächen    eines    Flächenbüschels    «^   Ordnung    bilden    eine    Fläche 
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(2n— l)***  Ordnung,  welche   dnrch  die  Grandcnrre  des  Flttchenbüschels 
und  dnrch  den  Punkt  p  hindurchgeht. ' 

Denn:  Die  Ebenen  des  Ebenenbündels  Jp  berühren  eine  FlSche  des 
Fischenbüschels  längs  ihrer  Schnittcurve  mit  der  ersten  Polaren  von  p  in 
Bezug  auf  die  betreffende  Flftche*  Die  Flftchen  des  Flächenbüschels  n^' 
Ordnung  und  seines  ersten  Polarenbüsohels  (n-^iy^'  Ordnung  in  Bezug 
auf  p  erzeugen  nun  eine  Fläche  (2n^])*^  Ordnung,  welche  dnrch  p  u.  s.  w« 
by  q.  e.  d. 


i  12.   Die  Ordnung  der  Congmens. 

37.  Jeder  Congrnenzstrahl,  der  dnrch  einen  Punkt  p  geht,  berührt  in 
seinem  singulären  Punkte  x  sämmÜiche  Flächen  eines  Flächennetzes.  Dieses 
Flfichennetz  hat  mit  jedem  beliebigen  Flächenbüschel  des  Flächengebüsches 
je  eine  Fläche  gemein,  kann  also  ersetzt  werden  durch  die  drei  Flächen, 
die  es  mit  drei  festen  Flächenbüscheln  A,  B,  f  des  Gebüsches  gemein  hat. 
Diese  drei  Flächenbüschel  nehmen  wir  nun,  da  durch  A  und  B  das  Flächen- 
gebüsch bereits  vollständig  bestimmt  ist,  so  an,  dass  das  Büschel  f  sowohl 
mit  A  eine  Fläche  ^i,  als  auch  mit  B  eine  Fläche  ^i  gemein  hat. 

Die  singulären  Punkte  x  der  durch  p  gehenden  Congruenzstrahlen  sind 
demnach  die  Punkte,  in  denen  je  eine  Fläche  der  drei  Büschel  A,  B,  f  von 
darch  p  gehenden  Ebenen  berührt  wird,  und  liegen  daher: 
1.  auf  der  Berührungsfläche  des  Büschels  A, 
^•■11  »  »  fi         B, 

'•     »        »  9  n  fi  • 

mit  den  Ebenen  des  Ebenenbündels  )),  sind  also  Schnittpankte  dieser  drei 
Berührungsflächen  (2w-l)*«  Ordnung  (Hilfssatz  3). 

A  und  r  haben  nun  eine  Fläche  <pi  der  n*^  Ordnung  gemein,  welche 
Ton  den  Ebenen  des  Bündels  p  längs  einer  Gurre  n(n  — 1)^*'  Ordnung  be- 
rührt wird.  Diese  Curve  schneidet  nun  die  Berührungsfläche  von  B  in 
M(n  — l)(2n  —  1)  Punkten,  welche  zwar  Schnittpunkte  aller  drei  Berührungs- 
flSchen,  nicht  aber  Gongruenzpunkte  x  sind,  da  in  ihnen  nur  zwei  Flächen 
des  Gebüsches  von  Ebenen  des  Bündels  p  berührt  werden.  Diese  Punkte 
spalten  sich  daher  von  den  (2n  — 1)'  Schnittpunkten  der  drei  Berührungs- 
flächen ab. 

Ebenso  spalten  sich  die  n(fi  — l)(2n— 1)  Schnittpunkte  der  der  B 
und  r  gemeinsamen  Fläche  ^^b  zugehörigen  Berührungscurve  mit  der  dem  A 
zugehörigen  Berührungsfläche  ab. 

Femer  geht  der  Punkt  p  als.  gemeinsamer  Schnittpunkt  der  drei  Be- 
'fihningsflächen  ab. 

Es  bleiben  demnach: 
(2n-l)«-2.n(n-l)(2n-l)-l  =  2(n-l)(2n«-n  +  l) 
P«flkte  X  übrig.    Also: 


Dptizeciby  VjOOQIÖ 


234    üeb.  die  durch  ein  linear.  Fläcbensyst.  deficiri  Raamverwandtsch. 

„Die  Ordnung  der  Congruenz,  d.  h.  die  Zahl  der  Gon- 
gruenzstrahlen,  welche  durch  einen  beliebigen  Punkt  )> 
gehen,  ist  =2(n-l)(2n2-«  +  l)." 

8  18.  Die  Classe  der  Congmeiut. 

1.  Methode« 

38.  Jede  Ebene  s  wird  von  den  Flächen  des  Flftchengebüsches  in  einem 
Curvengebüsche  geschnitten. 

Ist  T  singulärer  Punkt  eines  in  £  gelegenen  Congmenzstrahles  p,  so 
berühren  sich  in  x  in  jeder  durch  p  gelegten  Ebene,  also  auch  in  e,  un- 
endlich viele  Flächen  eines  Büschels,  das  die  Ebene  £  in  einem  Curyen- 
büschel  schneidet,  dessen  Curven  sämmtlich  in  x  einen  Doppelpunkt  besitzen. 

Dieses  Curvenbüschel  hat  mit  jedem  Curvennetze  eine  Curve  gemein 
und  ist  bestimmt  durch  zwei  seiner  Curven. 

Sämmtliche  Doppelpunkte  der  Curven  eines  Netzes  im  Gebüsch  liegen 
auf  einer  Curve  3(n— !)*•'  Ordnung  (vergl.  §  11),  die  Doppelpunkte  eines 
zweiten  Netzes  liegen  auf  einer  zweiten  Curve  3(n  — 1)**'  Ordnung.  Diese 
beiden  Curven  schneiden  sich  zunächst  in  den  3(n  —  l)' Doppelpunkten  des 
den  beiden  Netzen  gemeinsamen  Curvenbttschels,  haben  ausserdem  also  noch 
6(n-~l)^  Schnittpunkte,  deren  jeder  für  zwei,  also  für  unendlich  viele 
Curven  des  Gebüsches  Doppelpunkt  ist,  mithin  singulärer  Punkt  r  eines 
auf  e  gelegenen  Congmenzstrahles  p  ist.     Also: 

„Die  Classe  der  Congruenz,  d.  h.  die  Zahl  der  in  einer 
Ebene  e  liegenden  Congruenzstrahlen  ist 

=  6(n-l)«.« 

2.  Methode« 

39.  Wir  betrachten  ein  Ebenenbüschel  g  und  zwei  Flächennetze  A  und 
B  des  Flächengebüsches. 

Die  Ebenen  des  Ebenenbüschels  g  (Hilfssatz  2)  berühren  die  Flächen 
des  Netzes  A  in  einer  Fläche  ^i  der  (3w  — 2;*®"  Ordnung, 

Diese  beiden  Berührungsflächen  schneiden  sich  also  ausser  in  g  noch 
in  einer  Curve  [(3n  — 2)«  — 1]*«  Ordnung. 

Von  dieser  Curve  spaltet  sich  die  Curve  (Hilfssatz  1)  (n  — l)(3n  — !)*• 
Ordnung  ab,  welche  die  Berührungscurve  des  beiden  Netzen  gemeinsamen 
Flächenbüschels  mit  dem  Ebenenbüschel  g  ist. 

Die  Punkte  der  übrig  bleibenden  Curve  2(n-l)(3n  — 1)*«  Ordnung 
haben  die  Eigenschaft,  dass  in  ihnen  eine  Ebene  des  Ebenenbüschels  ^  zwei 
verschiedene  Flächen  des  Flächengebüsches,  also  ein  ganzes  Fiächenbüschel 
berührt,  dass  dieser  Punkt  daher  singulärer  Punkt  r  eines  g  schneidenden 
Congruenzstrahles  p  ist    Also: 
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qSSmmtliche    eine   Gerade  g   schneidenden    Congrnenz- 
strahlen  hahen  ihre  singnlSren  Punkte  auf  einer  Baumcarve 
2(n-l)(3f»-l)*"    Ordnung,     welche    g    in    4(n  — 1)    Punkten 
schneidet;   sie    berühren    also    die    KernfUche    l&ngs    dieser 
Curye." 
Da  nun  eine  beliebige  durch  g  gelegte  Ebene  «  die  Congruenzcurve  in 
2(n  — l)(3fi  — 1)  Punkten  schneidet,  von  denen  aber  4(n  — 1)  Punkte  auf 
g  liegen,   ihre  Congruenzstrahlen  p  also  nicht  auf  £  liegen  haben  (da  die- 
selben nur   an  die  Bedingung  geknüpft  waren,  g  zu  schneiden),   so  bleibt 
als  Zahl  der  in  e  liegenden  Congruenzstrahlen  übrig: 

2(n^I)(3n-I)-4(n-l)  =  6(n-l)», 
q.  e.  d. 

8.  Methode. 

40.  Die  Curve  der  singulftren  Punkte  x  aller  durch  eine  Gerade  g  ge- 
legten Congruenzstrahlen  p  muss: 

1.  auf  der  Eernflftche  H  liegen, 

2.  auf  der  Berührungsfläche   des  Ebenenbüsehels  g  mit  einem  beliebigen 
Flftchennetze. 

Diese  beiden  Fl&chen  schneiden  sich  in  einer  Curve  4(n-l)(3fi-2y^ 
Ordnung,  von  der  sich  indess  die  Curve  der  Doppelpunkte  des  Flächen- 
netzes,  also  eine  Curve  6(n  —  l)'^^' Ordnung  abspaltet,  so  dass  übrig  bleibt 
eine  Curve: 

4(n-l)(3n-2)-6(n-l)«  =  2(n-l)(3w-l)*"  Ordnung 
u.  8.  w.,  wie  oben. 

S  14.  Der  Bang  der  Congraens. 

41.  unter  dem  Bange  der  Congruenz  verstehen  wir  die  Anzahl  der 
Congruenzstrahlen,  welche  zwei  beliebige  Gerade  g^  und  g^  schneiden. 

Die  singulären  Punkte  r  aller  g^  und  g^  schneidenden  Congruenzstrahlen 

p  liegen: 

1.  auf  der  Kemfläche  H  der  4(n  — 1)*^  Ordnung, 

2.  jy      „    Berührungsfläche  des  Ebenenbüschels  g^y 
^«    1»       »  »  »  n  9% 

mit  den  Flächen  je  eines  beliebigen  Flächennetzes  im  Flächengebüsche,  also 
auf  zwei  Flächen  (3n  — 2)*«'  Ordnung  x^  und  Xa- 

Diese  drei  Flächen  schneiden  sich  in  4(n  — l)(3n  — 2)'  Punkten. 

Nun  liegen  aber  die  Doppelpunkte  des  ersten  Flächennetzes  auf  einer  Curve 
6(n-  1)**«  Ordnung,  welche  auf  H  liegt  und  von  der  Berührungsfläche  x^ 
des  zweiten  Netzes  in  6(fi  — l)'(3n  — 2)  Punkten  geschnitten  wird,  während 
die  Doppelpunktscurve  des  zweiten  Netzes  von  der  Berührungsfläche  Xi  ^^^ 
ersten  Netzes  ebenfalls  in  6(n— l)'(3n  — 2)  Punkten  geschnitten  wird. 
Diese  beiden  Pnnktgruppen  sind  daher  von  den  obigen  4(n  — l)(3n  — 2)' 
Ponkten  abzurechnen. 

Digitized  by  LjOOQIC 


236      Ueb.  die  durch  ein  linear.  FlSchensyst.  etc.  Von  Ch.  Stbinxbtz. 


Dabei  sind  aber  doppelt  abgerechnet  worden  die  beiden  Doppelpnnkte- 
curven  gemeinsamen  Doppelpunkte  des  beiden  FIftchennetzen  gemeinsamen 
FlSchenbttschels  n*^  Ordnung,  also  4(fi  — 1)'  Punkte. 

Es  bleiben  daher  übrig  als  singulare  Punkte  x  der  die  Geraden  ^|  und 
g^  schneidenden  Congruenzstrahlen  p: 

4(n-lH3fi-2)«-2.6(n-l)«(3n-2)  +  4(fi~l)» 
«4(n-l)(n»  +  fi-l)  Punkte. 
Also: 

„Der  Bang  der  Congruenz,  d.h.  die  Zahl  der  zwei  belie- 
bige Gerade  schneidenden  Congruenzstrahlen  ist 

=  4(fi-.l)(n«  +  n-l)." 
42.    Nehmen   wir  beide  Gerade  gi  und  g^  als  sich  schneidend  an,  so 
bestehen  die  g^  und  g^  schneidenden  Congruenzstrahlen: 

1.  aus  den  in  der  Ebene  [ffig^]  liegenden, 

2.  aus  den  durch  den  Punkt  (ßig^)  gehenden  Congruenzstrahlen, 
ihre  Anzahl  ist  also: 

6(n-l)«  +  2(n-l)(2fi»-«  +  l)=:4(fi-l)(fi«  +  fi-l), 
was  mit  obigem  Resultate  übereinstimmt. 


(Fortsatsvng  folfft.) 
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üeber  die  Anzahl  der  Lösungen  gewisser  Aufgaben 
und  allgemeine  Eigenschaften  algebraischer  Curven. 

Von 

Benedikt  Sporeb. 


Eine  grosse  Anzahl  Yon  Aufgaben,  deren  Lösungen  selbst  auf  nnttber- 
windliche  Schwierigkeiten  führen,  Ittsst  dennoch  wenigstens  die  Bestimmung 
der  Zahl  dieser  Lösungen  zu.  Eng  damit  in  Verbindung  stehen  gewisse 
Eigenschaften  algebraischer  Curven.  Aufgabe  dieser  Arbeit  ist  es  nun,  zur 
Behandlung  solcher  Aufgaben  einen  rein  geometrischen  Weg  zu  eröffnen. 
Es  wird  sich  für  Denjenigen,  der  mit  Aufmerksamkeit  unsere  Arbeit  ver- 
folgt, zeigen,  dass  die  hier  entwickelte  Art  der  Behandlung  in  vielen  FftUen 
sicherer  zum  Ziele  führt,  als  die  von  Chasles  gegebene  Bedingung  des 
Zosammenfallens  von  Punkten,  während  bei  anderen  Fällen  e6  umgekehrt 
der  Fall  sein  mag.  Namentlich  lassen  sich  oft  die  von  Chasles  bAs  j,8olu-' 
Hons  ärang^es*'  bezeichneten  Lösungen  bei  einiger  Vorsicht  leicht  aus- 
scheiden, üeberdies  eröffnet  diese  Art  der  Behandlung  solcher  Fragen  den 
Weg  zur  Untersuchung  einer  Fülle  von  Fragen  über  die  Eigenschaften 
algebraischer  Curven,  und  namentlich  sind  es  die  Resultate,  welche  Steiner 
in  Beinen  Arbeiten: 

Allgemeine  Eigenschaften  der  algebraischen  Curven.  Gesam- 
melte Werke,  Bd.  2  S.  493—600; 
üeber  solche  algebraische  Curven,  die  einen  Mittelpunkt 
haben,  und  über  darauf  bezügliche  Eigenschaften  all- 
gemeiner Curven,  sowie  über  geradlinige  Transversalen 
der  letzteren.  Ebenda  Bd.  2  S.  601—601,  und 
Eigenschaften  der  Curven  vierten  Qrades  rücksichtlich  ihrer 
Doppeltangenten.    Ebenda  Bd.  2  S.  603  —  612 

gab,  die  sich  mittels  der  hier  entwickelten  Art  beinahe  durchweg  leicht 
beweisen  lassen,  wie  wir  theils  hier,  theils  in  anderen  Arbeiten  zeigen 
werden. 

L 

Veber  die  Aniahl  Kegelschnitte,  welche  durch  Punkte,  Tangenten 

und  Hormalen  bestimmt  sind. 

1.  Irgend  ein  Büschel  Kegelschnitte  durch  vier  Punkte,  J3(C),  sei 
gegeben.  Ein  Kegelschnitt  C\  der  diesem  Büschel  angehört,  bestimmt  auf 
zwei  Geraden  O  und  Q  zwei  Punkte  P  und  Q  und  also  eine  Gerade  PQ 
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derart,  dass  durch  jeden  Punkt  von  G  oder  Q  zwei,  aber  auch  nur  zwei 
solche  Gerade  PQ  gehen.  Schneidet  jedoch  ein  Kegelschnitt  des  Bflscbels 
durch  den  Schnitt  Ä  von  G  und  Q  diese  Geraden  noch  in  B  und  C,  so 
sind  auch  AB  und  ^C  als  besondere  Lagen  der  Geraden  PQ  anzusehen, 
G  und  $  also  ebenfalls  im  Ort  der  Geraden  PQ  und  zwar  je  als  einfache 
Tangente  anzusehen.  Durch  jeden  Punkt  von  G  (oder  ^)  gehen  also  drei 
Gerade  PQ^  von  denen  eine  mit  G  (oder  Q)  vereinigt  ist;  d.  h.  wir  erhalten: 

Der  Ort  der  Geraden  PQ  ist  eine  Cnrve  dritter  Classe,  die 
G  und  $  zu  Tangenten  hat. 

Durch  irgend  einen  Punkt  R,  der  nicht  auf  G  oder  ^  gelegen  ist, 
gehen  also  auch  drei  Gerade  PQ,  Drehen  wir  nun  ^^  bis  ^  mit  G  zu- 
sammenfällt, so  kann  die  Anzahl  von  drei  durch  B  gehenden  Geraden  PQ 
sich  nicht  Sudem,  PQ  wird  jedoch  jetzt  nicht  mehr  Sehne  im  Kegelschnitt 
B\  sondern  Tangente  in  P  auf  0,  und  da  durch  irgend  einen  Punkt  P 
auf  G  nur  eine  solche  Tangente  PQ  hindurchgeht,  die  mit  G  nicht  zusam- 
menfällt, so  ist  G  jetzt  zweifache  Tangente  des  Ortes  geworden,  d.  h.  wir 
erhalten : 

Liegt  der  Berührungspunkt  einer  Tangente  Teines  Kegel- 
schnittes C  eines  Büschels  B{C*)  auf  einer  festen  Geraden  Gr, 
so  ist  der  Ort  der  Tangente  T  eine  Curve  dritter  Classe  T,' 
mit  G  als  zweifacher  Tangente.* 

Daraus  ergiebt  sich  uns  folgender  bekannter  Satz: 

Die  Kegelschnitte  eines  Büschels  sind  so  beschaffen,  dass 
je  zwei  derselben  eine  Gerade  berühren  und  je  drei  derselben 
eine  Gerade  senkrecht  durchschneiden. 

2.  Ist  ebenso  ein  System  Kegelschnitte  8{C^)  gegeben»  welches  die 
Eigenschaft  besitzt,  dass  alle  Kegelschnitte  desselben  durch  drei  Punkte 
gehen  und  eine  Gerade  L  berühren ,  so  zeigt  uns  der  oben  angeführte  Satz 
direct,  dass  durch  jeden  Punkt  P  einer  Geraden  G  zwei  Kegelschnitte  des 
Systems  S{C^)  gehen.  Diese  beiden  Kegelschnitte  bestimmen  jedoch  auf 
einer  zweiten  Geraden  ^  vier  Punkte  Q.  Lasten  wir  die  Punkte  P  und  Q 
wieder  in  den  Schnitt  von  G  und  ^  fallen,  so  folgt  daraus  wieder: 

Der  Ort  der  Geraden  PQ  ist  eine  Curve  sechster  Classe  mit 
G  und  $  als  Doppeltangenten. 

Fällt  weiter  G  mit  ^  zusammen,  so  giebt  dies  uns  den  Satz: 

Liegt  der  Berührungspunkt  einer  Tangente  T  eines  Kegel- 
schnittes C  des  obigen  Systems  auf  einer  Geraden  G,  so  ist  der 
Ort  der  Tangente  T  eine  Curve  sechster  Classe  T/  mit  G  als 
vierfacher  Tangente,     und: 


*  Wir  haben  dieses  Resultat,  das  ja  allgemein  bekannt  ist,  absichtlich  auf 
diese  umständliche  Art  entwickelt,  um  das  Wesen  der  hier  behandelten  Fragen 
besser  hervortreten  zu  lassen. 
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Die  Kegelschnitte  des  Systems  sind  so  beschaffen,  dass  je 
Tier  derselben  eine  Gerade  G  berühren  und  sechs  derselben 
diese  Gerade  senkrecht  durchschneiden. 

3.  Hat  das  System  Kegelschnitte  8{C*)  die  Eigenschaft,  dass  alle 
Kegelschnitte  desselben  durch  zwei  Punkte  x^  y  gehen  und  zwei  Gerade 
berfihren,  so  finden  wir  ebenso  bei  analoger  Bezeichnung: 

Der  Ort  der  Geraden  PQ  ist  eine  Curve  zwölfter  Classe 
mit  G  und  ip  als  vierfachen  Tangente,  P^^ 

FSllt  jedoch  jetzt  G  mit  Si  zusammen,  so  ist  die  neu  entstehende 
Corre  zwar  auch  noch  von  der  zwölften  Classe,  aber  sie  zerfallt  in  eine 
Corve  achter  Classe  mit  G  als  vierfacher  Tangente  und  in  den  Schnittpunkt 
TOD  zff  mit  Gf  der  vierfach  zählend  eine  Curve  vierter  Classe  bildet,  indem 
jede  Gerade  durch  diesen  Punkt  auch  vierfach  als  Gerade  FQ  anzusehen 
ist    Demnach  erhalten  wir: 

Liegt  der  Berührungspunkt  der  Tangente  T  des  Systems 
Kegelschnitte,  das  durch  zwei  Tangenten  und  zwei  Punkte 
bestimmt  ist,  auf  einer  Geraden  är,  so  ist  der  Ort  dieser  Tan- 
gente eine  Curve  achter  Classe  jT/,  mit  G  als  vierfacher  Tan- 
gente.    Und: 

Die  Kegelschnitte  des  genannten  Systems  sind  so  beschaf- 
fen, dass  je  vier  derselben  eine  Gerade  berühren  und  je  acht 
eine  Gerade  senkrecht  durchschneiden. 

4.  Berühren  ferner  alle  Kegelschnitte  eines  Systems  8{C^)  die  Seiten 
eines  Dreiecks  ABC  und  gehen  alle  durch  einen  Punkt  D,  so  finden  wir 
ebenso: 

Der  Ort  der  Geraden  P0  ist  eine  Curve  zwölfter  Classe  mit 
6nnd  ^  als  vierfachen  Tangenten. 

Demnach  würde  sich  für  den  Fall,  dass  G  und  S^  zusammenfallen, 
wieder  eine  Curve  zwölfter  Classe  mit  G  als  achtfacher  Tangente  ergeben, 
und  acht  Kegelschnitte  müssten  somit  G  berühren  und  dem  System  S(C^) 
angeboren.  Dies  ist  in  der  That  so;  aber  auch  hier  treten  uneigentliche 
Lösungen  auf.  Jede  der  Geraden  AD^  BB  und  CD  zählt  nämlich  als 
zwei  solche  Kegelschnitte  und  es  bleiben  somit  nur  zwei  weitere  eigentliche 
Kegelschnitte  übrig,  und  ebenso  zerfällt  die  Curve  zwölfter  Classe  in  je  drei 
zweifach  zählende  Curven  erster  Classe,  d.  h.  in  die  drei  zweifach  zählenden 
Schnittpunkte  von  AD^  BD^  CD  mit  (7,  und  in  eine  Curve  sechster  Classe, 
d.  h.:  diese  letztere  Curve  hat  in  den  genannten  drei  Punkten  Doppelpunkte. 
Wir  erhalten  also: 

Liegt  der  Berührungspunkt  einer  Tangente  T  eines  Kegel- 
ecbnittes  C  eines  Systems  S(C'),  von  dem  jeder  Kegelschnitt 
dnreh  einen  Punkt  geht  und  drei  Gerade  berührt,  auf  einer 
Geraden  G,  so  ist  der  Ort  der  Tangente  T  eine  Curve  sechster 
Classe  mit  G  als  zweifacher  Tangente  T,^     Und: 
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Unter  den  Kegelschnitten  des  Systems  berühren  je  twei 
eine  Gerade  G  und  durchschneiden  je  sechs  eine  Gerade  senk- 
recht. 

5.  Ganz  ebenso  erhalten  wir  für  das  System  £^(C*),  das  durch  vier 
Tangenten  bestimmt  ist,  wenn  wir  an  obiger  Bezeichnung  festhalten: 

Berühren  die  Kegelschnitte  eines  Systems  alle  vier  ge- 
gebenen Geraden,  so  ist  der  Ort  der  Tangente  T  eine  Curve  T|' 
der  dritten  Classe,  die  auch  G  berührt.     Und: 

Die  Curyen  des  Systems  sind  so  beschaffen,  dass  je  eine 
derselben  eine  fünfte  Gerade  berührt  und  drei  derselben  eine 
Gerade  senkrecht  durchschneiden. 

6.  Ist  weiter  ein  System  Kegelschnitte  so  beschaffen,  dass  jeder  Kegel- 
schnitt derselben  durch  drei  Punkte  geht  und  eine  Gerade  zur  Kormalen 
hat,  so  folgt  aus  1  und  2,  dass  je  drei  Kegelschnitte  des  Systems  noch 
durch  einen  weiteren  Punkt  gehen,  und  je  sechs  derselben  noch  eine  zweite 
Gerade  berühren.  Durchschneidet  ein  solcher  Kegelschnitt  nun  eine  Gerade 
G  in  einem  Punkte  P  und  ziehen  wir  in  P  an  diesen  Kegelschnitt  eine 
Tangente,  so  gehen  durch  jeden  Punkt  P  auf  6^  drei  Tangenten  T,  wfthrend 
T  auch  sechsmal  mit  G  zusammenföUt,  nämlich  f)lr  jeden  der  sechs  Kegel- 
schnitte des  Systems,  welche  G  berühren,  je  einmal.    Daraus  schliessen  wir: 

Der  Ort  der  Geraden  T  ist  eine  Curve  neunter  Classe  J^^^ 
mit  G  als  sechsfacher  Tangente,     und: 

Es  giebt  neun  Kegelschnitte,  die  durch  drei  Punkte  gehen 
und  zwei  gegebene  Geraden  zu  Normalen  haben. 

7.  Ebenso  finden  wir  auf  gleiche  Art  durch  Combination  von  2 — 5: 
Ist  jeder  Kegelschnitt  eines  Systems  S(C*)  so  beschaffen, 

dass  er  durch  zwei  Punkte  geht,  eine  Gerade  berührt  und  eine 
zweite  Gerade  zur  Normale  hat,  und  soll  der  Berührungspunkt 
einer  Tangente  T  eines  solchen  Kegelschnittes  auf  einer  Ge- 
raden G  gelegen  sein,  so  ist  der  Ort  der  Tangente  Teine  Curve 
14.  Classe  T^^^  mit  G  als  achtfacher  Tangente,     und: 

Es  giebt  14  Kegelschnitte,  welche  durch  zwei  Punkte 
gehen,  eine  Gerade  berühren  und  zwei  andere  Gerade  zu  Nor- 
malen haben.     Und  ebenso: 

Es  giebt  auch  14  Kegelschnitte,  die  durch  einen  Punkt 
gehen,  zwei  Gerade  berühren  und  zwei  Gerade  zu  Normalen 
haben.  Und  es  giebt  weiter  neun  Kegelschnitte,  welche  drei 
Gerade   berühren  und   zwei  andere  senkrecht  durchschneiden. 

8.  Aus  den  in  6  und  7  entwickelten  Sätzen  kOnnen  wir  wieder  fol- 
genden ableiten: 

Ist  ein  System  Kegelschnitte  so  beschaffen,  dass  alle 
Kegelschnitte  des  Systems  durch  zwei  Punkte  gehen  und  zwei 
Gerade   senkrecht  durchschneiden^    so  ist  das   System   Kegel- 
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schnitte  so  beschaffen,  dass  je  neun  durch  einen  dritten  Punkt 
gehen  und  je  14  eine  Gerade  berühren. 

Hieraus  ergiebt  sich  uns  wieder  eine  Ortscurve  T^/^^  und  diese  liefert 
wieder: 

Es  gehen  23  Kegelschnitte  durch  zwei  Punkte  und  haben 
drei  Gerade  zu  Normalen. 

Auf  ganz  gleiche  Art  folgt  weiter: 

Soll  ein  Kegelschnitt  durch  einen  Punkt  gehen,  eine  Ge- 
rade berühren  und  nebstdem  noch  drei  weitere  Gerade  zu  Nor- 
malen haben,  so  ist  die  Anzahl  der  Lösungen  gleich  28.   ü.  s.  w* 

9.  Fahren  wir  auf  diese  Art  fort,  so  ergiebt  sich  uns  in  Bezug  auf  die 
Lösungen  der  Kegelschnitte,  welche  durch  Punkte,  Tangenten  und  Normalen 
bestimmt  sind,  wenn  wir  die  Anzahlen  Punkte  mit  P,  Tangenten  mit  T, 
Nonnalen  mit  N  und  Lösungen  mit  L  bezeichnen,  in  Uebereinstimmung 
mit  Steiner  (Ges.  Werke  Bd.  2  S.  683)  folgendes  Schema: 


Nr. 

P 

T 

N 

L 

1 

4 

• 

l 

8 

2 

• 

4 

1 

3 

3 

3 

1 

1 

6 

4 

1 

8 

1 

6 

6 

2 

2 

1 

8 

6 

3 

, 

2 

9 

7 

• 

3 

2 

9 

8 

2 

1 

2 

14 

9 

1 

2 

2 

14 

10 

2 

• 

3 

23 

11 

. 

2 

3 

23 

12 

1 

1 

3 

28 

18 

1 

. 

4 

51 

14 

• 

1 

4 

51 

15 

• 

• 

5 

102 

10.  Betrachten  wir  die  Lösungen  für  sich,  so  können  wir,  wenn  wir 
Ton  den  Zahlen  1,  2,  4;  4,  2,  1  ausgehen,  welche  unsere  Tabelle  Yollstän- 
dig  ergänzen  würden ,  wenn  wir  auch  die  Fälle  N«=  0  aufgenommen  hätten, 
folgendes  Bildungsgesetz  aufstellen: 

12  4  4  2  1 

9  fi  Q  ti  ft 

(1.1  +  1.2)      (1.2  +  1.4)      (1.4  +  1.4)      (1.4  +  1.2)      (1.2  +  1.8) 

9  14  14  9 

(1.3  +  1.6)      (1.6  +  1.8)      (1,8  +  1.6)      (1.6  +  1.8) 

23  28  23 

(1.9  +  1.14)  (1.14  +  1.14)    (1.9  +  1.14) 

51  51 

(1.23+1.28)    (1.28+1.23) 

102 

(1.61  +  l.M).  f^.zedbyG00Qle 
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Hiermit  haben  wir  eines  der  einfachsten  Beispiele  dieser  Art  behandelt 
Es  genügte  dabei,  dass  wir  auf  einfachste  Weise  die  Kegelschnitte  eines 
Systems  S(C*)  in  Verbindung  mit  einer  Geraden  G  derart  brachten,  dass 
wir  auf  ihr  den  Berührungspunkt  einer  Tangente  T  jedes  Kegelschnittes  des 
Systems  fortgleiten  lieesen.  Der  Ort  dieser  Tangente  T  lieferte  uns  alsdann 
sofort  das  gewünschte  Resultat.  Dass  dies  nicht  immer  so  einfach  sich 
yerhält,  werden  die  folgenden  Beispiele  zur  Genüge  zeigen. 

Mit  diesen  Zahlen  2^,  die  wir  erhalten,  stehen,  wie  wir  kaum  noch  zu 
bemerken  brauchen,  auch  andere  Aufgaben  in  engem  Zusammenhange. 

IL 

TTeber  die  Anzahl  Kegelschnitte,  welche  durch  Punkte,  Tangenten 

und  berührende  Kegelschnitte  bestimmt  sind. 

1.  Schon  hier  genügt  es  nicht  mehr,  ein  System  yon  Curven  mit  der 
Geraden  G  allein  in  Beziehung  zu  setzen,  sondern  wir  sind  überdies  noch 
gezwungen,  ein  zweites  System  mit  derselben  Geraden  G  in  Verbindung  zu 
bringen,  und  zwar  ist  dies  für  alle  hierher  gehörigen  FSlle  ein  Büschel 
Kegelschnitte  B(P*)  durch  vier  Punkte  P^.  Zu  diesem  Büschel  gehört  in 
ganz  gleicher  Weise  wie  in  1 ,  1  eine  Curve  dritter  Classe ,  die  der  dortigen 
Curve  Tg^  entspricht  und  die  wir  ein-  für  allemal  mit  P^^  bezeichnen 
wollen.  Ebenso  wollen  wir  kurz  vom  Ort  der  (Geraden  T  reden  und  da- 
runter eben  die  Einhüllende  der  Tangente  T  verstehen,  welche  je  einen 
Kegelschnitt  C*  des  auftretenden  Systems  S{C^)  in  einem  Punkte  auf  G 
berührt.  Weiter  wollen  wir  in  Bezug  auf  das  System  von  dem  Orte  des 
Punktes  t  reden ,  d.  h.  dem  Berührungspunkte  der  Tangenten  solcher  Kegel- 
schnitte C,  welch*  erstere  alle  durch  einen  Punkt  Q  gehen.  Weiter  werden 
wir  diese  Ortscurven  mit  Ty'  und  tp^  bezeichnen,  wobei  x  die  Classe,  y 
wie  oft  Q  vielfach  als  Tangente  zu  rechnen  ist,  u  ebenso  den  Grad  mit  0 
als  t;*fachem  Punkte  bezeichnet.  Dies  vorausgesetzt,  erhalten  wir  folgende 
stufenweise  Entwickelung. 

2.  Das  System  8{C^)  sei  ein  Büschel  Kegelschnitte  durch  vier  Grund- 
punkte. Irgend  eine  Gerade  durch  Q  wird  von  zwei  Kegelschnitten  des 
Büschels  8{0^  in  zwei  Punkten  t  berührt.  Der  Punkt  t  fSlli  jedoch  auch 
einmal  in  0  selbst,  nämlich  fdr  die  Tangente  in  iß  an  den  durch  Q  gehenden 
Kegelschnitt  C.  Auf  jeder  durch  Q  gehenden  Geraden  liegen  also  drei 
Punkte  t     Dies  und  das  bereits  in  I,  1  Entwickelte  giebt  uns  den  Satz: 

Zu  dem  System  8{C^  von  Kegelschnitten  durch  vier  Punkte 
gehören  in  Bezug  auf  eine  Gerade  G  und  einen  Punkt  Q  zwei 
Curven  Tj»  und  t^^ 

Nun  haben  die  beiden  Curven  T^^  und  P^^  im  Ganzen  neun  Tangenten 
gemein.  Davon  fallen  jedoch  2.2  =  4  auf  G  selbst  und  fünf  sind  von  G 
verschieden.    Jeder  dieser  gemeinsamen  fünf  Tangenten  entspricht  eine  solche 
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Carve  (7^  die  gerade  eine  andere  Cnrve  P*  des  Büschels  B{P^)  in  einem 
Punkte  auf  G  berührt     Daraus  erhalten  wir: 

Soll  ein  Kegelschnitt  C*  eines  Büschels  S{C*)  einen  Kegel- 
schnitt eines  zweiten  Büschels  B{P*)  berühren,  so  ist  der  Ort 
des  Berübrnngspnnktes  R  eine  Cnrye  fünften  Grades  /?/,  die 
auch  dnrch  die  Grundpnnkte  der  Büschel  geht* 

Der  letztere  Umstand  ergiebt  sich  sofort,  wenn  Q  in  einen  der  6mnd- 
pnnkte  der  Büschel  f&llt  Auch  hier  haben  wir  die  Corve  R^^  mit  zwei 
Indices  yersehen,  wobei  der -obere  5  {=x)  hier  nnd  auch  später  den  Orad 
der  Ortecarve,  der  rechts  unten  1  {=y)  anzeigen  soll,  wie  oft  jeder  der 
Punkte  Pq  als  Punkt  des  Ortes  R^^  (=  Ry*)  anzusehen  ist  —  Die  Curye  R^^ 
hat  nun  mit  irgend  einem  Kegelschnitte  P*  des  Büschels  B{P^)  zehn  Punkte 
gemein.  Hiervon  fallen  jedoch  yier  in  die  vier  Grundpunkte  P^j  so  dass 
nur  sechs  andere  gemeinsame  Punkte  auftreten.     Dies  giebt  uns  jedoch: 

Soll  ein  Kegelschnitt  durch  vier  Punkte  gehen  und  einen 
Kegelschnitt  P^  berühren,  so  giebt  es  sechs  Lösungen. 

3.  Ist  ebenso  ein  System  8(C^)  von  Kegelschnitten  durch  drei  Punkte 
und  eine  Tangente  gegeben,  so  gehören  zu  diesem  System  zwei  Ortscurven 
!;•  nnd  ^,«  (vergl.  I  2). 

Die  Curve  T^  hat  mit  der  Curve  P^  jedoch  ausser  G  noch 
6.3-4.2  =  10 
Tangenten  gemein.     Daraus  schliessen  wir: 

Soll  ein  Kegelschnitt  C^  durch  drei  Punkte  gehen,  eine 
Gerade  und  nebstdem  noch  irgend  einen  Kegelschnitt  P^  eines 
Büschels  B{P*)  in  irgend  einem  Punkte  A  berühren,  so  ist  der 
Ort  dieses  Berührungspunktes  eine  Curve  B^^^,  Ausser  den  vier 
Orundpunkten  9  jeder  zweifach  z&hlend,  hat  diese  Cnrve  mit  irgend  einem 
Kegelschnitte  P*  des  Büschels  B{P^  noch  19.2  —  4.2=12  Punkte  R  ge- 
mein.   Dies  gfiebt: 

Soll  ein  Kegelschnitt  durch  drei  Punkte  gehen,  eine  Ge- 
rade und  irgend  einen  Kegelschnitt  P^  berühren,  so  giebt  es 
zwölf  Lösungen. 

4.  Weiter  erhalten  wir  fQr  das  System  Kegelschnitte,  das  durch  zwei 
Punkte  und  zwei  Tangenten  gegeben  ist,  in  Bezug  auf  die  Gerade  G^  den 
Punkt  0  und  das  Büschel  B{P^  die  Curven  T/,  ^/  und  Ä^",  woraus  folgt: 

Es  giebt  16  Kegelschnitte,  welche  durch  zwei  Punkte 
gehen,  zwei  Gerade  und  irgend  einen  Kegelschnitt  P*  berühren. 

5.  Gleicherweise  erhalten  wir  aus  den  Curven  T,*,  f/  und  Ä^**  ftlr 
das  System  Kegelschnitte,  das  durch  einen  Punkt  und  drei  Tangenten  be- 
stimmt ist: 


*  Von  dieser  Curve  lassen  sich  ausser  den  Tangenten  in  den  acht  Grund^ 
punkten  noch  22  andere  Punkte  leicht  linear  construiren. 
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Es  giebt  zwölf  Kegelschnitte,  die  durch  einen  Punkt  gehen, 
drei  Gerade  und  irgend  einen  Kegelschnitt  berühren. 

und  femer  fOr  das  System  Kegelschnitte,  das  durch  vier  Tangenten 
bestimmt  ist,  die  Curven  t^\  2\',  i?J,  also: 

Es  giebt  sechs  Kegelschnitte,  die  vier  Gerade  und  einen 
Kegelschnitt  P*  berühren. 

6.  Wir  haben  in  dem  Obigen  nun  sämmtliche  Fragen  entwickelt,  welche 
wir  in  Bezug  auf  die  Zahl  der  Lösungen  für  Kegelschnitte,  welche  durch 
Punkte,  Tangenten  und  einen  berührenden  Kegelschnitt  bestimmt  sind ,  auf- 
stellen können.  Diese  Lösungen  gestatten  uns  jedoch  wieder  weitere  Combina- 
tionen;  wir  können  nftmlich  die  Resultate  in  2  und  3  zusammenfassen  und 
folgenden  Satz  aussprechen: 

Das  System  von  Kegelschnitten,  welche  durch  drei  Punkte 
gehen  und  einen  festen  Kegelschnitt  iT*  (=  P')  berühren,  ist 
so  beschaffen,  dass  je  sechs  dieser  Kegelschnitte  durch  einen 
Punkt  gehen  und  zwölf  eine  Gerade  berühren. 

Durch  jeden  Punkt  auf  G  gehen  nun  wieder  sechs  von  G  verschiedene 
Geraden  T,  während  T  zwölfmal  mit  G  zusammenfiKllt ,  und  auf  jeder  Ge- 
raden durch  0  liegen  zwölf  von  Q  verschiedene  Punkte,  wShrend  in  Q  sechs 
Punkte  t  vereinigt  sind,  nämlich  jedesmal  einer  für  einen  Kegelschnitt  des 
Systems,  der  durch  Q  geht.  Wir  erhalten  also  zwei  Curven  T^^^  und  t^^. 
Die  gemeinsamen  Tangenten  von  T^^^^  mit  der  oftgenannten  Cnrve  P^\  die 
zu  einem  Büschel  B{P*)  gehört  (das  jedoch  K*  nicht  enthält),  zerfallen  in 
die  24  fach  zählende  Gerade  G  und  30  andere  Tangenten.  Auf  G  sind  also 
30  Punkte  gelegen ,  in  denen  ein  Kegelschnitt  des  Büschels  einen  solchen  des 
Systems  berührt  Hieraus  erhalten  wir  wieder  eine  Curve  R^^,  welche  mit 
irgend  einer  P*  wieder  ausser  den  vier  Grundpunkten  2.30  —  6.4  =  36 
Punkte  gemein  hat     Also: 

Es  giebt  36  Kegelschnitte,  welche  durch  drei  Punkte  gehen 
und  irgend  zwei  Kegelschnitte  nebstdem  noch  berühren. 

7.  Ebenso  haben  wir  weiter: 

Gehen  alle  Kegelschnitte  eines  Systems  durch  zwei  Punkte 
und  berühren  eine  Gerade  und  einen  Kegelschnitt  £\  so  be- 
decken sie  die  ganze  Ebene  derart,  dass  durch  jeden  Punkt 
zwölf  derselben  gehen  und  je  16  eine  Gerade  berühren  (aus  3 
und  4).     Dies  giebt  uns  wieder  Curven  2\j**,  t^^^y  Ä^**  und: 

Es  giebt  56  Kegelschnitte,  die  durch  zwei  Punkte  gehen, 
zwei  Kegelschnitte  A"'  und  eine  Gerade  berühren. 

8.  Auf  ganz  gleiche  Weise  lassen  sich  die  anderen  Fragen  vollends 
bebandeln,  und  wir  erhalten  dabei  folgende  Tabelle: 
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Nr. 

BestimmnDgs- 
Stücke. 

Hilfsoiinreii. 

Lö- 
soogen 

Gesetz 
der  Bildung 

P 

T 

2r« 

r; 

tf 

Ä" 

1 
2 
3 

4 
5 

4 
3 
2 

1 

1 
2 

1 
1 
1 

1 
1 

3? 

ü 
t! 
ti 

Bl' 

6 
12 
16 
12 

6 

2.1  +  2.2 

2.2  +  2.4 
2.4  +  2.4 
2.4  +  2.2 
2.2  +  2.1 

6 
7 
8 
9 

8 
2 

1 

2 
2 
2 
2 

TS 
TS 
JS 
T? 

tS 
tS 
tS 

BS 
BS 
BS 

36 
56 
56 
36 

2.6  +2.12 
2.12  +  2.16 
2.16  +  2.12 
2.12  +  2.6 

10 
11 
12 

2 

1 

3 
3 
3 

2ff 

2Ü 

tS 
«5 

Bit 
BS" 

bS^ 

184 
224 
184 

2.36  +  2.56 
2.66  +  2.66 
2.56  +  2.36 

13 
14 

1 

1 

4 
4 

Tis 

TS! 

tSi 

ts: 

•n770 

816 
816 

2.184  +  2.224 
2.224  +  2.184 

15 

• 

• 

5 

TiT 

wsr 

„8«64 

xJeie 

3264 

2.186  +  2.816 

Hierbei  sind  die  im  Bildungsgeeetz  zuerst  auffcreteDden  Zahlen  1,  2,  4, 
4,  2,  1  die  Anzahl  Lösungen  für  den  Fall,  dass  der  Kegelschnitt  nur  durch 
Punkte  und  Tangenten  bestimmt  ist. 


IlL 
ITeber  Kegelschnitte,  welche  irgend  fftnf  gegebene  Curven  bertOiren. 

1.  Tritt  in  Obigem  an  Stelle  des  Bfischels  JB{P^)  irgend  ein  Bttschel 
Curven  a^  Grades ,  so  erhalten  wir  in  Bezug  auf  die  Curven  dieses  Büschels 
und  irgend  zwei  Geraden  G  und  ^  folgende  Betrachtung: 

Durch  je<fen  Punkt  M  von  G  geht  eine  Curve  C*  des  Büschels  B{C') 
ond  diese  Curve  bestimmt  auf  der  zweiten  Geraden  Q  x  Punkte  N,  wodurch 
auch  X  Gerade  MN  gegeben  sind.  Lassen  wir  weiter  den  Punkt  M  und 
auch  den  Punkt  N  in  den  Schnittpunkt  Ä  von  G  und  Q  fallen,  so  finden 
wir,  dass  MN  auch  je  (o;  — l)-mal  mit  G  und  mit  $  zusammenföUt.  Da- 
raus kOnnen  wir  jedoch  schliessen,  dass  der  Ort  der  Geraden  MN  von  der 
(2a;  — !)•«»  Classe  ist  und  dass  G  und  §  je  (rc  —  l)- fache  Tangenten  dieses 
Ortes  sind.  Durch  irgend  einen  Punkt  Q  ausserhalb  der  beiden  Geraden  G 
imd  ip  gehen  also  (2a?  — 1)  Gerade  MN  Diese  Zahl  (2a?  — 1)  kann  sich 
nun  nicht  ändern,  wenn  $  um  A  sich  dreht,  und  bleibt  auch  dann  noch, 
wenn  $  mit  G  zusammenfällt.  Durch  jeden  Punkt  M  der  Geraden  G  geht 
jetzt  jedoch   nur  noch  eine  einzige  solche  Gerade  MN^  die  mit  G  nicht 
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zusammenföUt,  nftmlich  die  Tangente  in  M^  an  die  durch  Jlf  gehende  Gnrve 
des  Büschels;  G  ist  also  nothwendig  zur  (2a;  — 2)- fachen  Tangente  geworden, 
oder  wir  haben: 

Liegt  der  Berührungspunkt  einer  Tangente  P  einer  Curye 
C  eines  Büschels  auf  einer  Geraden  G,  so  ist  der  Ort  dieser 
Tangente  eine  Curve  (2a?  — !)*•»  Classe  ^1(^-0,  mit  C  als2(a;-l)- 
facher  Tangente. 

Von  diesem  Satze  ausgehend,  können  wir  in  analoger  Weise  wie  in  II 
stufenweise  die  Aufgabe  behandeln:  Es  soll  die  Anzahl  Kegelschnitte  be- 
stimmt werden,  die  irgend  fünf  gegebene  Curven  Cp,  C«,  C*",  C'  und  C^ 
berühren.  Es  dürfte  genügen,  wenn  wir  hier  das  Schema  der  Lösungen 
geben. 


Nr. 

P 

T 

C 

Lösungen 

Bildungs- 
geseti 

1 
2 
3 
4 
6 

4 
3 

2 

1 

1 
2 
3 

4 

1 
1 
1 

1 
1 

p(p+l)=^A 
^P(P+1)^B 

4p*  ^0 
2l)(i)-l)-2> 
l)(2p-l)-^ 

2a,+4ft 
4a,+4ft 
4«,+2ft 

6 
7 
8 
9 

3 
2 

1 

• 
1 
2 
3 

2 
2 
2 
2 

Pff(P+i)(g-i)-F 

2pff(l>ff+l>  +  ff-l)=-ö^ 
2pqi%pq^l)^H 
|,g(4pj-2(i)  +  g)  +  l)-/ 

Äa,+Bp, 
Ba^^Ch 

10 
11 
12 

2 

1 

1 
2 

3 
3 
3 

rpff  {rpff  +  (rp  +  rg+i)g)  +  (p  +  ff  +  r)-3}  ^K 
|)gr{4pjr-2(pg+pr  +  r2)  +  3}  =  3f 

Fcc^  +  Gß, 
Gcc^  +  Hh 

13 
14 

1 

• 

• 
1 

4 
4 

P^rsipqra  +  irpq  +  rps-^-rqa+pqai  +  irp  +  rq 

+  r«H-i)g+ps  +  gs)-3(i)  +  g  +  r  +  «)  +  3}  «2V 
pqr8[2pqr8  +  2(pqr  +  pq8'i'pr8  +  qr8)-2(pq 
+pr'hp8  +  qr  +  q8  +  r8)  +  S}  «  0 

Lcc.^Mp, 

16 

• 

6 

pqrst  {pqr8t  +  {pqr8-{-pqrt  -f  prs*  +  qrsi 

+  (pqr+pq8+pqt  +prs  +  pri  +p8t  +  qrs 

+  gr  +  gf  +  gi  +  r«  +  r*  +  f*) 
+  3(i)  +  gr  +  r  +  f  +  <))  "^ 

Na,  +  Op, 

Hierbei  sind  die  Werthe  a^,  o^,  ...,   ß^,  ß^,  ...  bestinmit  durch  fol- 
gende Gleichungen: 

«i  =  P(i>-l),   «,  =  «($-1),  «s  =  r(r-l),   a^  =  s(s-l),   a5==<(i)-l); 

ft=Pi  A  =  ^»  ft  =  r,  /54  =  «»  ft  =  *- 


(Sohluii  folgt) 
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xn.  Die  momentane  Bewegung  dreier  starrer  Geraden  mit  einem 
gemeinschaftlichen  Punkte  in  einer  Ebene. 

Drei  starre  in  einer  Ebene  sich  bewegende  Gerade  seien  im  Punkte  A 
(s.  d.  Fig.)   drehbar  verbunden,  während  je  ein  Punkt  auf  jeder  der  drei 

f ^ ' 


Geraden  sich  mit  einer  nach  Grösse  und  Richtung  vorgeschriebenen  Geschwin- 
digkeit bewegen  soll;  die  drei  Punkte  seien  Ä^^Ä^jA^y  ihre  Geschwindigkeiten 
^n  ^s)  ^s'  Unter  diesen  Voraussetzungen  ist  im  Allgemeinen  die  Bewegung 
des  Punktes  Ä  und  folglich  auch  der  drei  Geraden  nicht  möglich,  denn  die 
Geschwindigkeit  v  des  Punktes  Ä  ist  nach  Grösse  und  Richtung  schon  be- 
stimmt durch  die  Geschwindigkeiten  zweier  der  drei  Punkte  A^^  Ä^f  A^. 
Denn  zerlegt  man  die  Geschwindigkeiten  der  Punkte  einer  starren  Geraden 
je  in  zwei  Componenten  nach  der  Richtung  der  Geraden  und  senkrecht  zu 
ihr,  so  sind  die  ersteren  Componenten  zufolge  der  Starrheit  der  Geraden 
oothwendig  einander  gleich;  hiernach  sind  z.  B.  die  Componenten  von  v  in 
der  Richtung  von  A^Ay  bez.  A^A  gleich  denjenigen  von  Vj,  bez.  r,,  wes" 
halb  sich  v  sofort  findet,  indem  man  die  letzteren  Componenten  im  Punkte 
A  antrSgt  und  in  den  Endpunkten  derselben  Lothe  zu  A^A,  bez.  A^A  er- 
richtet   Diese  Lothe  schneiden  sich  im  Endpunkte  der  Strecke ,  welche  t; 
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nach  Grösse  und  Bichtnng  darstellt;  es  ist  sonach  die  momentane  Bewegung 
von  A  yöllig  durch  v^  und  i;,  bestimmt.  Hieraus  erkennt  man,  dass  die 
Bewegung  des  Punktes  A  unter  den  eingangs  erwähnten  Voraussetzungen 
im  Allgemeinen  überbestimmt,  also  unmöglich  ist.  Man  übersieht  jedoch 
sofort,  dsss  die  momentane  Bewegung  von  A  möglich  wird,  wenn  die  ortho- 
gonalen Componenten  von  v  in  Richtung  der  drei  Geraden  AA^^  AA^^ 
AA^  übereinstimmen  mit  den  orthogonalen  Componenten  von  f?^,  bezw.  v^ 
und  v^.  Es  entsteht  daher  die  Frage,  welchen  Bedingungen  die  Längen 
der  drei  Geraden  AAy^^  AA^^  AA^  zu  genügen  haben,  damit  die  momen- 
tane Bewegung  des  gemeinschaftlichen  Punktes  A  und  damit  der  drei  Ge- 
raden selbst  möglich  sei,  oder,  was  auf  dasselbe  hinausläuft,  damit  die  Ge- 
schwindigkeit V  eindeutig  durch  die  drei  gegebenen  Geschwindigkeiten  t^^,  v^ 
und  v^  bestimmt  wird. 

Die  Beantwortung  dieser  Frage  wird  erheblich  vereinfacht,  wenn  wir 
die  Bestimmung  von  v  in  etwas  anderer  Weise  ausführen  und  zwar  unter 
Benutzung  der  sogenannten  lothrechten  oder  orthogonalen  Geschwindigkeiten,* 
d.  i.  der  im  gleichen  Sinne  um  90^  gedrehten  Geschwindigkeiten.^  Es 
liegen  bekanntlich  die  Endpunkte  der  Strecken,  welche  die  orthogonalen 
Geschwindigkeiten  der  Pankte  einer  starren  Geraden  nach  Grösse  und  Rich- 
tung darstellen,  auf  einer  Parallelen  zu  der  Geraden;  sind  also  A^  V^  und 
A^  7,  die  lothrechten  Geschwindigkeiten  der  Punkte  A^  und  ^,  so  liegt  der 
Endpunkt  v  der  lothrechten  Geschwindigkeit  ji  7  des  Punktest  sowohl  auf 
der  durch  7^  gelegten  Parallelen  %vl  A^A^  als  auch  auf  der  durch  7^  gehen- 
den Parallelen  zu  A^A^  folglich  im  Schnittpunkte  beider  Parallelen.  Ans 
dieser  Construction  des  Punktes  geht  unmittelbar  hervor,  dass  sich  im 
Allgemeinen  fUr  7  hier  drei  Punkte  ergeben,  weil  7  im  Schnittpunkte  je 
zweier  der  drei  bezw.  durch  7|,  7^,  Y^  gelegten  Parallelen  zu  den  drei 
Geraden  A^A^  A^A^  A^A  liegen  muss.  Wenn  dagegen  die  erwähnten  drei 
Parallelen  sich  in  einem  Punkte  schneiden  (wie  dies  in  der  Figur  angenom- 
men wurde),  so  ist  die  orthogonale  Geschwindigkeit  AV  des  Punktes  A 
eindeutig  bestimmt,  also  auch  die  Geschwindigkeit  v  dieses  Punktes.  Es 
reducirt  sich  hiemach  die  Beantwortung  der  gestellten  Frage  auf  die  Lösung 
des  folgenden  geometrischen  Problems:  Es  ist  der  Ort  aller  Punkte  A 
zu  finden,  welche,  mit  den  Eckpunkten  eines  beliebigen  Drei- 
ecks A^A^A^  verbunden.  Gerade  ergeben,  deren  durch  die  ent- 
sprechenden Ecken  eines  beliebigen  zweiten  Dreiecks  7^  T^  7} 
gelegten  Parallelen  sich  in  einem  Punkte   7  schneiden. 

Wir  finden  diesen  geometrischen  Ort  durch  folgende  üeberlegung.  Es 
sei  A  (s.  die  Fig.)  ein  Punkt  des  gesuchten  geometrischen  Ortes  und  g  eine 

*  Yergl.  Schad  will,  Das  Gliedvierseit  als  Grundlage  der  Kinematik.  Ver- 
handl.  des  Vereins  zur  Beförderung  des  Gewerbfleisses  1876,  55.  Jahrg.  S.  378; 
femer  Burmester,  Lehrbuch  der  Kinematik,  Bd.  I  S.  55. 

**  In  der  Figur  sind  di^se  Drehungen  nur  fQr  v  und  v^  angedeutet 
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beliebige  durch  A  gehende  Gerade.  Wir  ermitteln  zunächst  alle  die  Punkte  F, 
welche  sich  Punkten  auf  der  Geraden  g  zuordnen.  Zu  dem  Ende  lassen 
wir  A  alle  Punkte  von  g  durchlaufen ;  es  bilden  dann  die  durch  V^  parallel 
zu  A^A  gelegten  Strahlen  ein  StrahlbOachel,  dessen  Träger  in  F^  liegt  und 
das  projectiTisch  ist  zu  dem  Büschel,  welches  die  durch  F^  parallel  zu  A^A 
gelegten  Strahlen  zusammensetzen.  Denn  die  Strahlen  A^A  und  A^A  stehen 
über  derselben  Punktreihe  ^,  gehören  also  perspectivischen  StrahlbQscheln 
an,  und  hieraus  resultirt  die  behauptete  Projeotivität.  Das  Erzeugniss  der 
beiden  projectivischen  Strahlbüschel  ist  ein  Kegelschnitt  i^j,,  welcher  durch 
V^  und  Fg  geht  Die  durch  F,  parallel  zu  A^A  gelegten  Strahlen  consti- 
tniren  ebenfalls  ein  Büschel ,  welches  aus  den  gleichen  Gründen  zu  den  beiden 
vorgenannten  Büscheln  projectiyisch  ist.  Das  Erzeugniss  derjenigen  beiden 
Bfischel,  deren  Träger  F,,  bez.  F3  sind,  ist  folglich  auch  ein  Kegelschnitt 
^23,  welcher  durch  F^  und  F,  geht.  Die  beiden  Kegelschnitte  E^^  und  JiT,, 
haben  ausser  F,  noch  drei  Punkte  gemeinsam;  letztere  sind  diejenigen 
Pankte,  in  denen  sich  je  drei  einander  zugeordnete  Strahlen  der  erwähnten 
drei  Büschel  schneiden.  Diesen  drei  Punkten  entsprechen  drei  Punkte  auf 
der  Geraden  g  und  zwar  sind  letztere  die  Schnittpunkte  von  g  mit  dem 
gesuchten  geometrischen  Ort  der  Punkte  A^  welcher  folglich  eine  Cunre 
dritter  Ordnung  sein  muss.  Es  lässt  sieh  jedoch  leicht  zeigen,  dass  diese 
Cnrve  in  einen  Kegelschnitt  /T  und  die  unendlich  ferne  Gerade  zerfällt 
Denn  der  unendlich  ferne  Punkt  auf  der  Geraden  g  ist  ein  Punkt  des  geo- 
metrischen Ortes,  weil  die  ihm  entsprechenden  Strahlen  der  drei  Büschel 
parallel  sind,  also  in  einem  Punkte  F,  und  zwar  einem  unendlich  fernen, 
sich  schneiden;  alle  unendlich  fernen  Punkte  der  Ebene  gehören  sonach 
dem  gesuchten  geometrischen  Orte  an.  Hiermit  ist  der  rein  geometrische 
Theil  des  Problems  gelöst  und  in  Bücksicht  auf  den  Ausgangspunkt  unserer 
Betrachtungen  zugleich  das  folgende  Resultat  erhalten  worden: 

Bewegen  sich  drei  beliebige  Punkte  J.|,  A^j  A^  in  einer 
Ebene  mit  gegebenen  Geschwindigkeiten,  so  ist  der  geome- 
trische Ort  aller  Punkte  J.,  deren  Verbindung  mit  il|,  A^  und  A^ 
durch  starre  Gerade  die  gegenseitige  Beweglichkeit  der  letz- 
teren nicht  aufhebt,  eine  aus  der  unendlich  fernen  Geraden 
nnd  einem  Kegelschnitt  K  bestehende  Curye  dritter  Ordnung. 

Wir  können  dieses  Ergebniss  noch  in  einer  etwas  allgemeineren  Form 
aussprechen.  Fassen  wir  nämlich  jede  der  drei  starren  Geraden  A^Af  A^A, 
A^A  als  Repräsentanten  einer  beweglichen  starren  Ebene  auf,  und  v^^v^^  v^ 
als  Geschwindigkeiten  je  eines  beliebigen  Punktes  der  drei  Ebenen,  so  ist 
der  Ort  aller  Punkte,  in  denen  die  drei  complanen  Ebenen  verbunden  werden 
können,  ohne  dass  hierdurch  die  momentane  Bewegung  der  Ebenen  gegen 
einander  und  die  ruhende  Ebene  aufgehoben  wird,  eine  Curve  dritter  Ord- 
nung, welche  in  die  unendlich  ferne  Gerade  und  einen  Kegelschnitt  K 
zerOUt 
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Von  diesem  Kegelschnitte  lassen  sich  leicht  sechs  Punkte  und  drei  Tan- 
genten angeben,  so  dass  derselbe  unmittelbar  construirt  zu  werden  vermag. 
Denken  wir  uns  die  willkürliche  Gerade  g  in  die  Verbindungslinie  Ä^A 
gelegt,  80  zerfallen  die  Kegelschnitte  K^^  und  K^^  je  in  zwei  Gerade,  von 
denen  die  eine  die  durch  F^  gehende  Parallele  zu  g  ist,  während  die  andere 
der  durch  Y^  gehende  Pai-allelstrahl  zur  Verbindungslinie  -4|-4,,  bezw.  der 
durch  F3  gehende  Parallelstrahl  zu  A^A^  sein  muss.  Dem  Schnittpunkte  8^ 
der  letzteren  Parallelstrahlen  entspricht  als  Punkt  des  Kegelschnittes  K  der 
Punkt  A^\  es  geht  also  K  durch  A^,  Lässt  man  nun  A  auf  K  fortrückend 
mit  A^  zusammenfallen,  so  erkennt  man,  dass  die  Richtung  des  Stabes  A^Ä 
dann  identisch  wird  mit  deijenigen  der  Tangente  ^^2^«  ^^  Kegelschnittes 
A'  in  A^\  andererseits  ist  aber  A^A  parallel  dem  zugeordneten  Strahle  des 
Büschels  (Fs)^  ^^  diesem  Falle  also  der  Geraden  Y^S^y  so  dass  wir  A^T^\F^S^ 
finden.  Durch  die  analogen  Schlüsse  gelangt  man  zu  dem  Resultat,  dass 
auch  die  Punkte  A^  und  A^  auf  dem  Kegelschnitt  K  liegen,  femer,  dass 
die  Tangenten  in  A^  und  A^  in  der  gleich  einfachen  Weiee  bestimmbar  sind. 
Weitere  drei  Punkte  von  K  finden  sich  durch  folgende  Ueberlegung.  Der 
Punkt  V^  war  den  beiden  Kegelschnitten  K^^  und  K^  gemeinsam;  ihm  ent- 
spricht folglich  ein  Punkt  von  K,  Dieser  Punkt  ergiebt  sich  als  Schnitt- 
punkt ^2  der  Strahlen,  welche  wir  durch  A^^  bezw.  A^  parallel  zu  F^  F,, 
bezw.   F3  Fg  legen.     Analog  finden  sich  B^  und  J^^. 

Die  hier  behandelte  kinematische  Aufgabe  steht  in  engstem  Zusammen- 
hange mit  einem  scheinbar  g&nzlich  yerschiedenen  Probleme ,  welches  all- 
gemeinere Bedeutung  besitzt.  In  einer  Ebene  möge  die  Lage  von  Ic  Punkten 
durch  rechtwinklige  Coordinaten  Xai  Va  gegeben  sein.  Bezeichnen  Xhyu  nn<) 
Xiffi  die  Coordinaten  zweier  dieser  Punkte,  deren  Entfernung  ant  betragt, 
so  sind  bekanntlich  2ä;  — 3  Gleichungen  der  Form 

A)  {Xk  -  Xi)^  +  (y*  -Vi?  -  aA^  =  0 

noth wendig,  um  die  gegenseitig  unveränderliche  Lage  der  Ic  Punkte  ana- 
lytisch auszudrücken.  Hinreichend  sind  die  Gleichungen  A)  aber  nur  dann, 
wenn  sie  yon  einander  nicht  abhängen,  also  die  Functionaldeterminante  D 
des  Oleichungssystems  A)  von  Null  verschieden  ist.  Diese  Functionaldeter- 
minante steht  nun  in  directer  Beziehung  zu  der  vorher  gefundenen  Curve 
dritter  Ordnung,  bez.  dem  Kegelschnitte  K^  wie  jetzt  erwiesen  werden  soll. 
In  dieser  Absicht  führen  wir  hier  einige  Begriffe  und  Bezeichnungen  aus 
der  Fachwerkstheorie  ein ,  einerseits  weil  sich  der  beabsichtigte  Beweis  dann 
wesentlich  übersichtlicher  und  einfacher  erbringen  lässt,  andererseits  weil 
hierdurch  zugleich  ein  Einblick  gewonnen  wird  in  dasjenige  Specialgebiet, 
für  welches  diese  Untersuchungen  von  besonderer  Wichtigkeit  sind. 

Denken  wir  uns  die  h  Punkte  durch  8  starre  Strecken  oder  Stäbe  von 
den  Längen  ant  derart  verbunden,  dass  in  jedem  der  Je  Punkte  mindestens 
zwei  Strecken  oder  Stäbe  zusammenstossen,  so  bildet  diese  Stabverbindung 
ein  sogenanntes  ebenes  Stabwerk  oder  Fachwerk.     Die  Punkte  selbst 
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heissen  dann  Knotenpunkte  des  Fachwerkes;  speciell  heisst  ein  solcher 
Punkt  ein  t -fach er  Knotenpunkt,  wenn  in  demselben  i  Stäbe  verbunden 
sind.  Das  Fachwerk  wird  starr  oder  steif  genannt,  wenn  die  Knoten- 
punkte desselben  durch  die  sie  verbindenden  Stäbe  in  gegenseitig  unver- 
änderlicher Lage  erhalten  werden.  Hierzu  sind  mindestens  8^  2k ^3  starre 
Stäbe  nothwendig  und  im  Allgemeinen  auch  hinreichend.  Das  Fachwerk 
heisst  ein  einfaches,  falls  die  Anzahl  der  Stäbe  die  nothwendige,  also 
f  =  2ft  — 3  ist;  wenn  dagegen  «>2ä;— 3,  so  nennt  man  das  Fachwerk  ein 
zusammengesetztes. 

Es  leuchtet  ohne  Weiteres  ein,  dass  die  nothwendige  und  hinreichende 
Bedingung  der  Starrheit  oder  Steifheit  eines  ebenen  einfachen  Fachwerkes 
identisch  ist  mit  der  gegenseitigen  Unabhängigkeit  der  Stablängen  ahi,  also 
der  Gleichungen  A);  ist  demnach  die  erwähnte  Functionaldeterminante  D 
von  Null  verschieden,  so  muss  das  Fach  werk  starr  sein,  im  andern  Falle 
beweglich.  Dieses  allgemeine  Kriterium  der  Starrheit  eines  ebenen  einfachen 
Fachwerkes  ist  von  Henneberg*^  in  eine  für  die  Beurtheilung  bequemere 
Form  gebracht  worden  und  zwar  unter  Benutzung  des  Umstandes,  dass  sich 
die  Frage  nach  der  Starrheit  bei  allen  derartigen  Fach  werken,  welche  zwei- 
fache Knotenpunkte  enthalten,  viel  einfacher  und  directer  beantworten  lässt. 

Tritt  in  einem  einfachen  Fachwerk  ein  zweifacher  Knotenpunkt  e  auf,  so 
steht  derselbe,  wie  man  unmittelbar  Übersieht,  mit  den  übrigen  k  —  l  Kno- 
tenpunkten in  starrer  Verbindung,  wenn  die  beiden  nach  ihm  führenden 
Stäbe  nicht  in  gerader  Linie  liegen,  vorausgesetzt,  dass  die  übrigen  h-—! 
Knotenpunkte  unter  sich  starr  verbunden  sind.  Ist  die  letztere  Voraus- 
setzung nicht  erfüllt,  so  kann  auch  das  ganze  Faehwerk  nicht  starr  sein. 
Es  lässt  sich  deshalb  die  Frage  nach  der  Starrheit  eines  Fachwerkes  mit 
einem  zweifachen  Knotenpunkte  zurückführen  auf  die  des  Fachwerkes  von 
ib  — 1  Knotenpunkten,  indem  man  den  zweifachen  Knotenpunkt  durch  Ent- 
fernung der  beiden  von  ihm  ausgehenden  Stäbe  beseitigt  Enthält  das  so 
reducirte  Fachwerk  wieder  zweifache  Knotenpunkte,  so  kann  man  in  der 
angegebenen  Weise  die  Zahl  der  Knotenpunkte  noch  weiter  reduciren;  durch 
diese  Beduction  wird  man  schliesslich  entweder  auf  ein  Dreieck  geführt,  in 
welchem  Falle  das  ursprüngliche  Fachwerk  unbedingt  starr  ist,  oder  auf 
ein  ein&ches  Faehwerk^  ohne  zweifachen  Knotenpunkt.  Es  ist  daher  nur 
noch  für  die  letzteren  Fachwerke  ein  einfaches  Kriterium  ihrer  Starrheit 
aufzustellen.  Hierbei  stützen  wir  uns  auf  den  leicht  beweisbaren  Satz ,  dass 
einfache  Fachwerke  ohne  zweifachen  Knotenpunkt  mindestens  sechs  dreifache 
Knotenpunkte  enthalten  müssen. 


•  Statik  der  starren  Systeme.    Darmstadt  1886.    S.  214  flgg. 

**  Dass  das  reducirte  Fachwerk  stets  wieder  ein  einfaches  sein  muss,  erkennt 
man  daiaas,  dass  die  Relation  8  =  2k  —  S  anch  fiir  die  reducirten  Fachwerke  be- 
stehen bleibt,  weil  sich  bei  der  Redaction  immer  ä;  um  1  und  s  um  S  verringert 
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£b  sei  Ä  ein  dreifacher  Enotenpankt,  dessen  Coordinaten  mit  x,y  be. 
zeichnet  werden  mögen;  ^|,  A^^  A^  seien  diejenigen  Knotenpunkte  des  Fach- 
werkes, mit  denen  A  durch  starre  Stäbe  von  den  L&ngen  a^^  a^^  a^  direct 
verbunden  ist.  Bezeichnen  x^y^^  ^%y%i  ^Ps  die  Coordinaten  dieser  letzteren 
Punkte,  so  bestehen  die  drei  Gleichungen 

{x-x,y  +  {y-y,)'-a,^^0, 

Zu  diesen  treten  noch  2A;  — 6  Gleichungen  der  Form  A),  in  denen  aber  x 
und  y  nicht  vorkommen.  Die  Functioualdeterminante  dieser  2A;  — 3  Gleich- 
ungen nimmt  hier,  wenn  wir  noch  zur  Abkttzung 


setzen,  die  Form  an 


'Xi  =  Xi,     y— y,  =  ri 


(*  =  1,2,3) 


i}  = 


x^  r,  -Zi  -Tj    0       0      0 
z,  r,    0      0     -Zj  -r,    o 


X,    Y,      0        0 


0     0 
0     0 


^14 
C.6 


^15 


0 

•^24 

•^6 


0      -I, 

r,5      . 


0      0  0  0  0  ., 

0      0  0  0  0.. 

-Tj   0   0   0  0.. 


in  derselben  enthalten  die  Glieder  X14,  T^^^  X^^  T^^  ...  (von  der  vierten 
Horizontalreihe  an)  x  und  y  nicht,  während  die  Glieder  der  beiden  ersten 
Vertikalreihen  von  der  vierten  Horizontalreihe  an  gleich  Null  sind.  Diese 
Determinante  kann  durch  Addition  entsprechender  Vertikalreihen  leicht  auf 
die  folgende  Form  gebracht  werden: 


D  = 


von  dieser  Determinante  gilt  bezüglich  der  Glieder  von  der  vierten  Hori- 
zontalreihe ab  das  Gleiche,  wie  von  der  vorhergehenden.  Entwickelt  man 
D  nach  Subdeterminanten  der  ersten  drei  Horizontalreihen  *  so  erhält  man 

in  demselben  bedeuten  D'^,  D'^^s,  D'13,  D'\^  die  adjungirten  Determinanten 
der  vier  Subdeterminanten ,   welche  x  und  y  nicht  enthalten.     Dieser  Aue- 
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*  Yergl.  u.  A.:  Baltzer,  Theorie  der  Determinanten,  4.  Aufl.,  S.  S9flgg. 
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drack  fOr  2>  ist  vom  dritten  Grade  in  x  und  y,  stellt  also,  gleich  Null 
gesetzt,  eine  Corve  dritter  Ordnung  dar.     Beachtet  man  jedoch,  dass  2.  B« 

also  die  Glieder  dritter  Ordnung  in  x  und  y  aus  2)  sich  fortheben,  so  er- 
kennt man,  dass  die  Curve  D  =  0  in  die  unendlich  ferne  Gerade  und  einen 
Kegelschnitt  serf&Ut.*  Wir  erhalten  somit  den  Satz,  dass  ein  Fach  werk 
der  in  Frage  kommenden  Art  beweglich  ist  oder  starr,  je  nachdem  sich  der 
Punkt  Ä  auf  der  Curve  2>  =  0  befindet  oder  nicht. 

Das  erhaltene  Resultat  ist  zunSchst  nur  eine  geometrische  Interpreta- 
tion des  allgemeinen  Kriteriums  der  Starrheit  und  gewährt  keine  Verein- 
fachung für  die  Anwendungen,  falls  man  nicht  im  Stande  ist,  die  Curve 
i>=0,  bezw.  den  letzterwähnten  Kegelschnitt  einfach  zu  bestimmen«  Letz« 
teres  ist  nun  thatsSchlich  möglich  und  zwar  deshalb,  weil  sich  dieser  Kegel- 
schnitt völlig  deckt  mit  dem  Kegelschnitt  AT  des  vorher  behandelten  kine- 
matischen Problems,  wie  weiterhin  dargethan  werden  soll. 

Beseitigt  man  die  drei  nach  A  führenden  Stäbe  A^J^  A^A,  A^A  des 
Fachwerkes,   so  ist  die  Anzahl  der  Stäbe  des  übrig  bleibenden  Stabwerkes 

«  =  s  — 3, 
die  Zahl  der  Knotenpunkte  desselben 

da  zwischen  s  und  lo  die  Relation  9  =  2A;  — 3  besteht^  so  erhält  man 

f,  +  3  =  2(^  +  l)-3 

oder 

Diese  Relation  sagt  aber  aus,  dass  das  so  reducirte  Fachwerk  eine  sogenannte 
zwangläufig  bewegliche  ebene  kinematische  Kette  darstellt,** 
d.  i.  eine  solche  bewegliche  Verbindung  von  starren  Stäben ,  in  welcher  die 
Stäbe  bei  ihren  gegenseitigen  Bewegungen  nur  einen  Grad  der  Freiheit 
besitzen,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  in  welcher  bei  den  Relativ- 
bewegungen der  Stäbe  die  Knoten-  oder  Gelenkpunkte  nach  Gestalt  und 
I^änge  ganz  bestimmte  Curven  beschreiben.  In  dieser  kinematischen  Kette 
durchlaufen  sonach ,  falls  einem  Stabe  gegen  einen  andern  ruhend  gedachten 
Stab  eine  mögliche  Bewegung  ertheilt  wird,   die  Punkte  A^^  Ä^y  A^  nach 


*  Die  hier  gegebene  Entwickelung  des  AuBdruckes  für  2)  weicht  etwas  ab 
▼on  deijenigen,  wie  sie  sich  bei  Henneberg  (a.  a.  0.  S.  217 flgg.)  findet;  jedoch 
Btimint  der  hier  gefundene  Kegelschnitt  mit  demjenigen  der  Henneberg 'sehen 
Dsriegong  der  Hauptsache  nach  flberein. 

**  Yergl.  hierüber:  Grübler,  Allgemeine  Eigenschaften  der  ebenen  zwang- 
l&ofigen  kinematischen  Ketten.  Civilingenieur  1888,  S.  176;  ferner  Burmester, 
l*hrbnch  der  Kinematik,  S.  424. 
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Grö&se  and  Richtung  ganz  bestimmte  Wege;  es  sind  folglich  auch  die  €re- 
schwindigkeiten  dieser  drei  Punkte  in  jedem  Moment  der  Bewegung  gans 
bestimmte  von  einander  abhängige.  Nimmt  man  die  Grösse  der  Geschwin- 
digkeit eines  beliebigen  Knoten-  oder  Gelenkpunktes  in  seiner  Bewegung 
gegen  den  ruhenden  Stab  willkürlich  an,  dann  sind  die  Geschwindigkeiten 
aller  übrigen  Knotenpunkte  hierdurch  nach  Grösse  und  Richtung  völlig  be- 
stimmt, also  auch  die  der  drei  Punkte  j4^,  A^^  J^,  Die  Construction  dieser 
drei  Geschwindigkeiten  erfolgt  am  einfachsten  unter  Benutzung  der  schon 
erwähnten  orthogonalen  Geschwindigkeiten  und  zwar  nach  geometrischen 
Methoden,  wie  sie  hauptsächlich  von  Burmester*  ausgebildet  worden  sind. 
Da  sich  sonach  im  ursprünglichen  Fach  werk  die  Endpunkte  A^^  A^j  A^  der 
drei  nach  A  führenden  Stäbe  mit  nach  Grösse  und  Richtung  yorgeschrie- 
benen  Geschwindigkeiten  bewegen  müssten,  falls  das  Fachwerk  beweglich 
wäre,  andererseits  aber  die  Möglichkeit  der  gegenseitigen  Bewegung  der 
drei  Stäbe  an  die  Bedingung  geknüpft  ist,  dass  der  Punkt  A  sich  auf  dem 
Kegelschnitt  K  oder  im  Unendlichen  befindet,  so  erkennen  wir,  dass  die 
Beweglichkeit  des  ursprünglichen  Fachwerkes  der  gleichen  Bedingung  unter- 
liegt, d.  h.  dass  das  Fachwerk  nur  dann  beweglich  ist,  wenn  der  Punkt  Ä 
auf  dem  Kegelschnitt  K  oder  auf  der  unendlich  fernen  Geraden  liegt*  Es 
ist  femer  dieser  Kegelschnitt  identisch  mit  demjenigen,  welchen  die  Gleich- 
ung D  =  0  repräsentirt,  und  dies  war  noch  zu  beweisen.  Es  kann  daher 
auf  rein  geometrischem  Wege  entschieden  werden,  ob  ein  Fachwerk  mit 
einem  dreifachen  Knotenpunkte  starr  ist  oder  nicht,  bezw.  ob  die  Fanctio- 
naldeterminante  D  der  Gleichungen  A)  von  Null  verschieden  ist  oder  nicht 

Für  die  Beurtheilung  der  Starrheit  von  ebenen  einfachen  Fachwerken 
ist  die  Bemerkung  noch  von  Wichtigkeit,  dass  derartige  Fachwerke  ohne 
zweifache  oder  dreifache  Knotenpunkte  nicht  möglich  sind. 

Riga.  Prof.  M.  Grübler. 

XTTT.   Das  Problem  der  Winkellialbirenden. 

Die  Aufgabe:  Ein  Dreieck  zu  zeichnen  oder  zu  berechnen,  wenn  drei 
Winkelhalbirende  ihrer  Grösse  nach  gegeben  sind,  ist  bekanntlich  zur  Zeit 
eine  ungelöste. 

Bezeichnet  man  die  drei  Seiten  eines  Dreiecks  durch  %i  (f=1,2,  3), 
die  gegenüberliegenden  Winkel  durch  Ai ,  die  drei  diese  Winkel  halbirenden 
Transversalen,  gemessen  vom  Winkelscheitel  bis  zum  Schnittpunkt  mit  der 
Gegenseite,   durch   wiy    so   lauten    die   drei  in  Frage  kommenden   Gleieh- 


•  Lehrbuch  der  Kinematik,  Bd.  I  S.  430  flgg. 
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Man  kann  nun  hieraus  leicht  zwei  GJeicbungen  ableiten ,  die  nur  noch 
die  VerhfiltnisBe  der  Seiten  als  Unbekannte  enthalten ;  allein  die  Berechnung 
eines  dieser  Verhältnisse  fUhrt  schliesslich  auf  eine  Gleichung  zehnten 
Grades  von  erdrückendem  Coefficientenbau ,  so  dass  man  auf  diesem  Wege 
überhaupt  nicht  weiter  Yordringen  kann. 

Um  80  bemerkenswerther  dürfte  es  daher  erscheinen,  dass  die  folgende 
etwas  modificirte  Aufgabe  eine  befriedigende  Auflösung  gestattet  —  Man 
denke  sich  um  das  oben  erwähnte  Dreieck  den  umschriebenen  Kreis  ge- 
zeichnet und  die  Winkelhalbirenden  Wt  einseitig  verlängert,  bis  sie  diesen 
Kreis  zum  zweiten  Male  schneiden.  Die  so  erhaltenen  winkelhal- 
birenden Sehnen  Si  («»1,  2,  3)  seien  ihrer  Länge  nach  gegeben, 
und  die  Seiten  Xi  sollen  berechnet  werden. 

Eine  ein&che  geometrische  Betrachtung*  führt  auf  folgendes  Gleich- 
nngss jstem : 

Wollte  man  hier  auf  eine  directe  Ermittelung  der  Seitenverhältnisse 
ausgehen,  so  würde  man  sich  ganz  wie  bei  der  ursprünglichen  Aufgabe  in 
unübersehbare  Rechnungen  verlieren.  Dessen  ungeachtet  kommt  man  leicht 
aaf  trigonometrischem  Wege  zum  Ziele,  wenn  man  drei  Hilfswinkel  in  fol- 
gender Weise  einführt. 

Man  denke  sich  den  Durchmesser  d  des  umschriebenen  Kreises  dreimal 
gezogen  und  zwar  nach  den  Ecken  At ;  die  Winkel ,  welche  bei  Ai  zwischen 
d  und  $i  entstehen,  heissen  or,-  (i=  1,  2,  3).     Dann  ist  bekanntlich 

3)  2ai  =  -4,— -^3,     2o,  =  ^  — ilj,     2or3  =  ^i  — ^, 
ausserdem 

4)  s^^^dcosajj     8^  =  dco$a^^     s^^dcosa^. 
Wegen 

«l  +  «2  +  «8  =  ® 

hat  man 

COa^a^  +  COS^a^  +  005* «3  —  2  cos«,  COSa^  COSffj  =  1 

oder  mit  Bücksicht  auf  4) 

5)  (J'-CV  +  V  +  ^s*)  ^  +  25,^8  =  0. 

Aus  dieser  Gleichung  findet  man  den  Durchmesser  d,  vermöge  4)  ergeben 
sich  die  Hilfswinkel  ori ,  und  mit  Bücksicht  auf  3)  erhält  man  für  die  Drei- 
eckswinkel 


*  Man  kann  die  Gleichungen  2)  auch  sofort  aus  1)  gewinnen,  wenn  berflck- 
■ichtigt  wird,  dass  StWi^x^Xt  u.  s.  w. 
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womit  nDn  das  Gleiohungssystem  2)  gelöst  ist;  denn  man  hat  für  die  Seiten 
des  Dreiecks 
7)  Xi^^dsinAi  (t=l,2,3). 

Wie  ersichtlich,  erfordert  die  gestellte  Aufgabe  ausser  der  Auflösung 
einer  cubischen  Gleichung  auch  noch  eine  wiederholte  Winkeldreitheilung, 
und  diesem  letzten  umstände  ist  es  zuzuschreiben,  dass  eine  rein  alge- 
braische Auflösung  ohne  Hilfswinkel  zu  sehr  yerwickelten  Rechnungen 
fahren  muss. 

Ob  in  ähnlicher  Weise  auch  die  Auflösung  des  Gleichungssystems  1) 
geleistet  werden  kann,  lassen  wir  jetzt  dahingestellt  sein.  Es  sei  aber  be- 
merkt, dass  die  Formeln  für  sonstige  Dreieckstransversalen  reichlich  Stoff 
zu  verwandten  Aufgaben  bieten,  unter  denen  nicht  wenige  sind,  die  zunSchsi 
grosse  algebraische  Schwierigkeiten  haben  j  schliesslich  aber  doch  durch  eine 
geeignete  Parameterdarstellung  gelöst  werden  können. 

Plauen  i.  V.  W.  Heticanh. 
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XIV. 

Beitrag  zmn  Stadinsi  der  algebraischen  Differen- 
tialgleichungen erster  Ordnung,  deren  Integrale 
feste  Verzweigungspunkte  besitzen,  insbesondere 
derjenigen,  welche  die  Ableitung  bis  asum  dritten 
Grade  enthalten. 

Von 

Dr.  Georg  Wallenberg. 

(ToTtMlnui^.) 


in. 


Eine  TollstSiidige  Differentialgleichung  erster  Ordnung  dritten  Grades 
in  Bezog  auf  die  Ableitung  hat  die  Gestalt: 

^)     ♦.•e-f)"+*.-©"+*.sf+*.-<'. 

wo  ^^,  if/jy  ^2^  ^,  rationale  Functionen  Ton  y  sind,  deren  Coefflcienten 
▼on  e  abhftngen.  Soll  die  Differentialgleichung  eine  Fuchs'sche  sein,  so 
muss  sie  zonScbst  die  Form  haben: 

worin  P  höchstens  Tom  zweiten,  Q  höchstens  Yom  vierten  und  B  höch- 
stens vom  sechsten  Grade  in  ^  ist: 

P^Ä^  +  Ä,y  +  Ä^y', 

Q^B^  +  B.y  +  B^y^  +  B^y'  +  B^t/^, 

Ii-C^  +  C,y+C,y^+C^y^  +  C,if'  +  C^y'  +  C^y\ 

Die  Äi^  Bi,  d  sollen  für's  Erste  als  rationale  Functionen  von  z 
Toraasgesetzt  werden.  —  Die  Discriminante  der  Differentialgleichung  B), 

d.  K  die  Eliminationsresultante  von  f/  aus  JP—  0  und  T7  *"  0,  lautet: 

Dieselbe  ist  also  höchstens  vom  zwölften  Grade  in  y.  —  Aus  den  Yon 
Herrn  Fuchs  aufgestellten  Bedingungen  folgt  nun  zunSchst: 
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1.  Jeder  nicht  quadratische  Factor  der  Discriminante  D{z^y)  mnss, 
gleich  Null  gesetzt,  ein  Integral  der  Differentialgleichung  B)  ergeben. 

Es  muss  nSmlich  nach  Bedingung  II)  jede  Wurzel  t}  der^TKecrimi- 
uantengleichung  2>(ie^y  y)  »  0,  fQr  welche  y\  als  algebraische  Function  von 
y  aufgefasst,  sich  wirklich  verzweigt,  ein  Integral  der  Differentialgleichung 
B)  sein;  verzweigt  sich  nun  y',  als  algebraische  Function  vony  aufgefasst, 
nicht  für  y  — 12>  ßö  folgt,  wenn  y—  ?  eine  zu  y  «=  i|  gehörige  gemein- 

dF 
same  Wurzel  der  beiden  Gleichungen  F^^O  und  J7™0  ist  und  y  —  iy+w, 

y— ^-ft;  gesetzt  wird,  aus  der  Entwickelung: 


T^F 
daF(,,Ö-  — - 

0 

ist. 

dass 

sein  muss,  und  da 

dB _dF    dF  di 

8ij        difi       di   dri 

ist,  dass 

ist;  also  y  =»  17  ist  dann  doppelte  Wurzel  der  Discriminantengleichung, 
d.  h.  jeder  Factor  der  Discriminante,  der  keinen  Yerzweigungspankt  liefert, 
kommt  in  derselben  quadratisch  vor.*  —  Der  zweite  Theil  der  Beding- 
ung n):  „in  der  y^  als  algebraische  Function  von  y  darstellenden  Bio- 
mann'schen  Fläche  hat  f/  in  allen  über  y  — 17  liegenden  Verzweigungs- 

punkten  den  Werth  y»{^"»;~     kommt  bei  den  Differentialgleichungen 

dritten  Orades  in  ^  nur  fiir  einen  Verzweigungspnnkt  in  Betracht,  weil 
in   einer   dreiblättrigen  Biemann'schen  Fläche  nicht   mehrere  Verzwei- 


*  Anmerkung.  Alle  einfachen  Factoren  der  Discriminante,  die,  wie  oben 
gezeigt,  stets  Integrale  unserer  Differentialgleichung  liefern  müssen,  gehören 
zum  wesentlichen  Theiler  der  Discriminante  (cfr.  Eronecker,  Grelle  91)  und 
bleiben  daher  bei  jeder  rationalen  Transformation  von  y  und  y'  erhalten;  dies 
hat  namentlich  fQr  solche  Differentialgleichungen,  deren  Integrale  algebraisch 
sind,  eine  gewisse  Bedeutung;  denn  in  diesem  Falle  l&sst  sich  (cfr.  pag.  270)  das 
allgemeine  Integral  einer  algebraischen  Differentialgleichung  erster  Ordnmig 
•^(*^i  y»  y')  =-  0  in  der  Form  darstellen:  C  ^  B(g,  y,  A),  wo  (7  willkürliche  Con- 
stante,  B  eine  rationale  Function  ihrer  Argumente  und  A  durch  F(;?,y,A)»0 
definirt  ist 
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gnngspmikte  übereinander  liegen  können;  er  besagt  nor,  dass,  wenn  i  von 

dff 

T-  verschieden  ist,  in  ^  » ij»  V^—  f  keine  Verzweigung  stattfinden  darf. 

Weiter  folgt: 

2.  Jede  einfache  Wurzel  der  Discriminantengleichong  darf  nur  einen 
einfachen  Yerzweigungspunkt  liefern. 

Wenn  nSmlich  die  algebraische  Function  f/  von  y  sich  an  der  Stelle 
y^Vi  9'^i^'T^  ^  ^rei  Blättern  verzweigt,  so  ist  nach  Bedingung 
ni)  y  -« 1}  mindestens  doppelte  Wurzel  der  Oleichung  F(z^  PiS)^^  i^^ 
der  Unbekannten  y,  also  — ^^-5^— 0.     Daraus  folgt  wieder: 

d.  h.  y  — 17  muss  in  diesem  Falle  mindestens  Doppelwurzel  der  Discrimi- 
nantengleichung  sein.  —  Diese  Bedingung^  dass  jede  einfeu^he  Wurzel  der 
Discriminantengleichimg  nur  einen  einfachen  Yerzweigungspunkt  liefern 
darf,  hat  einen  beschränkenden  Einfluss  auf  das  Geschlecht  der  Fuchs- 
sehen  Differentialgleichungen^  allerdings  nicht  derart  beschränkend,  dass, 
wie  bei  den  Briot  und  Bouquet'schen  Diffeientialgleichungen,  das  Oe- 
schlecht  p^l  sein  muss.*  —  So  darf  die  Differentialgleichung  B)  höch- 
stens vom  Geschlecht  4  sein,  während  das  Maximalgeschlecht  einer  Curve 
sechsten  Grades  10  ist:  die  Discriminante  von  B)  ist  nämlich  vom  zwölften 
Orade  in  y;  jeder  einfache  Factor  derselben  liefert  nur  einen  einfachen 
VoRweigungspunkt;  also  ist  hier  die  Gesammtzahl  der  einfachen  Ver- 
zweigungen der  die  algebraische  Function  f/  von  y  darstellenden  Bie- 
mann'schen  Fläche: 

und  da  m  —  3  ist,  so  folgt  aus  der  bekannten  Biemann'schen  Belation 

«7  —  2f»-f-2(i)-l): 

Diese  Maximalzahl  des  Geschlechts  wird  später  noch  um  eine  Einheit 
herabgedrückt  werden. 

Weiter  ergeben  sich  einige  Folgerungen,  welche  die  äussere  Gestalt 
der  von  uns  zu  behandelnden  Differentialgleichungen  betreffen: 

3.  Hat  E  mit  Q  einen  gemeinsamen  Factor,  so  muss  derselbe ,  falls 
er  nicht  von  0  unabhängig  ist,  doppelter  Factor  von  B  sein. 


^  efr.  n.  A.  Fuchs,  1.  c.  pag.  710. 
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Denn  hat  B  mit  Q  einen  gemeinsamen  Factor,  der  einfacher  Factor 
von  Jß  ist,  so  ist  derselbe  auch  einfacher  Factor  der  Discriminante 

D(0^y)^AP^B^P^Q^'-18PQB  +  4.Q^  +  27B\ 

Die  entsprechende  Wurzel  y  -=  t?  der  Discriminantengleichung  muss  daher 
nach  1)  ein  Integral  der  Differentialgleichung  B)  sein,  d.  h.  es  mass, 
wenn  ^ »  ^  die  gemeinsame  Wurzel  der  beiden  Gleichungen  F(0^  r,,  y)  "»  0 

xux^  — Vj  "  0   is*)    ?■"  j      8®^     Aber  f  ist  hier   gleich  0,    da 

y  =  ty  gemeinsame  Wurzel  von  Q  —  0  und  22  =  0  ist;  also  3-^  =  0  oder: 
t\  ist  von  e  unabhängig. 

4.  Hat  B  mit  Q  und  P  einen  gemeinsamen  Theiler,  so  muss  der- 
selbe stets  Doppelfactor  von  B  und,  falls  er  nicht  von  e  unabhängig  ist, 
doppelter  Factor  von  Q  und  dreifacher  Factor  von  B  sein. 

Das  Erstere  folgt  aus  Bedingung  III),  das  Letztere  wieder  aus  Be- 
dingung II):  Ist  nämlich  y=»t^  die  gemeinsame  Wurzel  von  P=0,  Q'^O 
und  i2  B-  0,  so  ist  das  zugehörige  1/  gleich  Null.  Wird  demgemSss 
y  ^^f^-^Uj  i/'^U  gesetzt,  so  lauten  in  Gleichung  B)  die  Glieder  niedrig- 
ster Dimension:  JJ^J^,^u^^  +  ßUu  +  yul 

Das  Glied,  welches  u  allein  enthält,  muss  fehlen,  weil  sonst  die  Ent- 
wickelung  von  U  nach  gebrochenen  Potenzen  von  u  mit  u^*  beginnen 
würde,*  was  der  Bedingung  III)  widerstreitet.  Ist  ferner  y  oder  ß  von  0 
verschieden,  d.  h.  t/  =  1^  nur  zweifache  Wurzel  von  22  =  0  oder  nur  ein- 
fache Wurzel  von  C  ■=  0,   so  verzweigt  sich  ü"  in  17=  0,  w  ■=  0,*   d.  h. 

du 
i/  in  y  « ij,   y'«^  0;   es  muss  dann  nach  Bedingung  11)  -7-  =  0,   d.  h.  >/ 

dz 

von  0  unabhängig  sein.  —  Ist  dagegen  /? «  0  und  y  ■*»  0,  also  y  —  ly 
dreifache  Wurzel  von  22  —  0  und  zweifache  Wurzel  von  ©  —  0,  so  lauten 
die  Glieder  niedrigster  Dimension: 

in  diesem  Falle  verzweigt  sich  die  algebraische  Function  U  von  u  nicht 
in  D" «  0,  tt  -»  0.  Die  algebraische  Function  t/  von  y  ist  übrigens  in 
diesem  Falle  höchstens  vom  Geschlecht  1;  denn  aus  der  Discriminante 
tritt  ein  sechsfacher  Factor  y  —  ri  heraus,  der  keinen  Verzweigungspunkt 
liefert;  daher  ist  «?  ^  6  imd  folglich  jp  ^  1. 

TJm  nun  die  Fuchs 'sehen  Differentialgleichungen  dritten  Grades  in  ^ 
einem  tieferen  Studium  zugänglich  zu  machen,  um  insbesondere  die  Beding- 
ung n)  in  geeigneter  Weise  in  Bedingungsgleichungen  für  die  Coefficienten 


•  cfr.  Faiseuz'  algebr.  Unters. 
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umzusetzen,  unterziehen  wir  die  Differentialgleichnng  B)  der  bereits  Abschn.  I 
in  6)  angegebenen  Transformation  and  schreiben  sie  in  der  Form: 

C)  2r(^,y,j/)»(j/-sp)8_3O(y-^)-2{R-0. 

$,  C  und  K  sind  dann  mit  P,  Q,  B  durch  die  Gleichungen  verbunden: 

P 3«ß,     «-3(5P*-D),    B «ß»  +  3«ßD-28l 

oder: 

$  ist  also  ebenfallB  höchstens  vom  ?^eiten,  O  höchstens  vom  vierten, 
9t  höchstens  vom  sechsten  Grade  in  y: 

wo  die  a(j  h  und  C/  rationale  Functionen  von  0  sind. 
Die  Discriminante  lautet: 

D)  A-K^-Ö» 

und  die  Cardani'sche  Formel  ergiebt  aus  Gleichung  C): 

E)  jZ-^-afw  +  yÄ+c^fK-VA, 

wo  a  eine  dritte  Einheitswurzel  bedeutet. 

Hier  lassen  sich  wieder  zun&chst  einige  die  äussere  Gestalt  der  Dif- 
ferentialgleichung betreffende  Folgerungen  ziehen: 

5.  Haben  O  —  0  und  91  -«  0  eine  gemeinsame  Wurzel  S^  -"  i?,  so 
muss  dieselbe  jedenfalls  Doppel wurzel  von  91  —  0  sein;  und,  wenn  sie 
kein  Integral  der  Rice ati'schen  Differentialgleichung  t/»»^(t;)  ist,  muss 
sie  zweifache  Wurzel  von  D  —  0  und  dreifache  Wurzel  von  91  —  0  sein. 

Das  Erstere  folgt  wieder  leicht  aus  Bedingung  IH),  da  die  Entwicke- 
long  von  y'— f  nach  Potenzen  von  y  — 1?  sonst,  wie  aus  E)  hervorgeht, 
o»it  (y  —  vf^*  beginnen  würde.  Das  Letztere  folgt  aus  der  Bedingung  H), 
da  man  fttr  y  —  iy  aus  C)  y—  5  —  $(iy)  erhalt  und,  wenn  f  —  5p(ty)  von 

-p  verschieden  ist,  in  y  —  1?,  y'— t  keine  Verzweigung  stattfinden  darf, 

was  nach  E)  zur  Folge  hat,  dass  y-^t?  Doppelf actor  von  D  und  drei- 
facher Factor  von  91  sein  muss;  in  diesem  Falle  ist  das  Geschlecht  der 
Differentialgleichung  wieder  höchstens  gleich  1,  da  ans  der  Discriminante 
A,  die  vom  zwölften  Grade  in  y  ist,  ein  Factor  sechsten  Grades  (y  —  r^Y 
heraustritt,  der  keinen  Verzweigungspunkt  liefert,  üebrigens  kann  man 
den  gemeinsamen  Factor  y  —  1?  von  O  und  91  durch  die  Substitution 
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.    1         /        r      «^ 


fortschaffen;  in  dem  Falle,  wo  y  » 17  nur  einfache  Wurzel  von  D  ■»  0 
und  Doppel  Wurzel  Ton  81  —  0,  also  nach  Obigem  ein  Integral  der  Bic- 
cati'schen  Differentialgleichung  1/— $(1;)  ist,  wird  durch  diese  Substi- 
tution: 

also,  da  rf—^(rj)'^0  ist,  gleichzeitig  $(y)  auf  den  ersten  Orad  reda- 
cirt.» 

Gleichung  E)  lehrt  endlich  noch,  dass  eine  Verzweigung  in  drei 
Bl&tter  nur  statthaben  kann,  wenn  8t  und  A,  d.  h.  wenn  81  und  D  einen 
gemeinsamen  Factor  besitzen. 

Wir  gehen  nun  daran,  die  wichtige  Bedingung  II)  in  Bedingungsgleich- 
ungen für  die  Coefficienten  umzusetzen,  unter  der  Voraussetzung,  dass  die 
Discriminante  A  nur  einfache  Factoren  enthält,  dass  also  auch  O  und  81 
keinen  gemeinsamen  Factor  besitzen«  Unter  dieser  Voraussetzung  ist  nach 
den  obigen  Auseinandersetzungen  nunmehr  die  Bedingung  II)  allein  noth- 
wendig  und  hinreichend  dafür,  dass  die  Differentialgleichung  C)  eine 
Fuchs 'sehe  sei 

Aus 
C)  i?'«(j/-?ß)»^30(j/-^)-28l 

und 

P)  |^-3(y-$)«-30 

erhftlt  man: 

^>     -|[^-il7(s^-*)]-w-*)+8t 

Es  muss  also  nach  Bedingrung  II)  gleichzeitig 

o(i/-*)+»-o 

und 

aA  ,  8A     .     ^ 

sein  für  jeden  Werth  y  —  1/  (und  j/—  r'),  für  welchen  A  —  0  ist;  d.  h. 
es  muss:  .  . 

sein,  oder,  da  man  auf  der  linken  Seite  dieser  Congmenz  ein  beliebiges 
Vielfaches  von  A  hinzufügen  kann: 


•  cfr.  Abschn.  L 
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oder: 


Es  ist  aber 

J) 


D— -3^A 

dy         dy 


Wir  können  daher   die   Congmenz  H)   dnrch  91  dividiren,   da  A  mit  K 
keinen  gemeinsamen  Theiler  hat,  nnd  erhalten: 

Es  sei  nun  zunächst  $  wirklich  vom  zweiten,  O  vom  vierten,  9t  vom 
sechsten  Orade  in  ^.  Da  in  diesem  Falle  81  ^  vom  selben  (zwölften)  Grade 
wie  C^  ist,  so  kann  A  »  91^—  Q^  durch  Fortheben  der  höchsten  Potenzen 
eine  Grademiedrignng   erleiden;   es   sei  n   der  Grad   von   A    (n^l2). 

Dann  ist  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  K)  —  vom  n—  1*^  Grade; 

femer,  wie  aus  den  Gleichungen  J)  hervorgeht. 


höchstens  vom  Grade 
und 

höchstens  vom  Grade 


2  +  n+3--6— n-1 


n  +  4  —  6  —  «  —  2. 

Der  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  von  K)  ist  also  höchstens  vom  n  —  1*^ 
Grade  in  y;  derselbe  muss  daher,  da  er  durch  A  theilbar,  identisch  ver- 
schwinden, d.  h.  es  muss  identisch: 

«)  ^-*(-^-f«)-(-s-»'^'')-<' 

sein.  Daraus  folgt  znn&chst,  dass  A  nicht  zwölf  einfache  Factoren  ent- 
halten darf;  denn  die  Ausdrücke  8  und  T  sind  dann  höchstens  vom  zehnten 

Grade  in  y,  während  -—  vom  elften  Grade  in  y  wäre.    A  darf  auch  nicht 

elf  einfache  Factoren  enthalten;  denn  es  sei: 
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wo  Ä  und  die  rii  Functionen  Yon  0  bedeuten,  so  kann  mau  durch  die 
Substitution  y  ■=  ij-| die  Gleichung  E)  in: 

transformiren,  indem  man  auf  beiden  Seiten  mit  —  u^  heraufmultiplicirt. 
Hierin  ist 

Ä-^((^-ih)«  +  l)((«J-ife)«*  +  l)--((iJ-^n)«  +  l)«. 

Wählt  man  nun  9j  yon  den  rii  verschieden,  so  enthält  A  zwölf  ein- 
fache Factoren,  was,  da  E)  ebenfalls  eine  Fuchs'sche  Differentialgleich- 
ung ist,  nach  den  aus  6)  gezogenen  Schlüssen  nicht  der  Fall  sein  darf. 

Wenn  eine  der  beiden  Grössen  81  und  O  ihren  vollen  Grad  in  p 
bes&sse,  die  andere  nicht,  so  würde  A  vom  zwölften  Grade  in  y  sein; 
der  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  der  Congruenz  E)  wäre  höchstens  vom 
elften  Grade  in  y,  es  würde  also  wieder  Gleichung  6)  bestehen.  Ans 
dieser  lässt  sich  aber  wie  vorher  folgern,  dass  A,  wenn  es  nur  einfache 
Factoren  enthält,  höchstens  vom  zehnten  Grade  in  y  sein  darf.  Gleichung 
E)  lehrt  nun,  dass  quadratische  Factoren  von  A,  die  in  B  nicht  ent- 
halten sind,  keinen  Verzweigungspunkt  für  die  algebraische  Function  f/ 
von  y  liefern,  dass  femer  für  eine  Verzweigung  in  drei  Blättern  notb- 
wendig  B  mit  A,  also  auch  mit  Q  einen  gemeinsamen  Factor  besitzen 
muss,  der  daher  nach  5)  Doppelfactor  von  B  und  folglich  dreifacher 
Factor  von  A  ist,  und  dass  derselbe  endlich,  wenn  wirklich  eine  Ver- 
zweigung in  drei  Blättern  stattfinden  soll,  sogar  mindestens  vierfacher 
Factor  von  A  sein  muss.  Wenn  man  dies  berücksichtigt,  so  kann  man 
den  Satz  aussprechen,  dass  die  Anzahl  der  einfachen  Verzweigungen  der 
durch  C)  JP"  "->  0  definirten  algebraischen  Function  t/  von  y 

ist,  dass  also,  wie  die  Biemann'sche  Belation  fr»2m  +  2(p  —  l) 
ergiebt,  das  Geschlecht  dieser  algebraischen  Function 

ist  —  Zugleich  ergiebt  sich  aus  den  obigen  Entwickelungen,  dass,  wenn 
A  nur  einfache  Factoren  enthält,  entweder  gleichzeitig  der  Grad  von  D 
gleich  4  und  derjenige  von  91  gleich  6,  oder  gleichzeitig  der  Grad  von  O 
<4  und  derjenige  von  8t  <  6  sein  muss;  und  zwar  muss  in  dem  letzteren 
Falle  der  Grad  von  D  <^  2  und  der  von  Ä  :^  3,  also  p<,l  sein:  d.  L 
wenn  p>l  ist,  müssen  O  und  91  beide  ihren  höchstmöglichen  Grad  in  y 
wirklich  besitzen.     Es  soi  nämlich  O  vom  dritten  Grade  in  y,  so  darf 
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zonächst  8t*  höchstenB  vom  vierten  Grade  in  y  sein,  weil  sonst  in  der 
durch  die  Sabstitation  ^  >«  —  transformirten  Gleichung  E)   die  Entwicke- 

long  yon  1/  nach  Potenzen  von  v  mit  v*/»  beginnen  würde,  was  der  Be- 
dingung III)  widerstreitet.  Ist  aber  O  vom  dritten  und  91  vom  vierten 
Grade  in  y  oder  zwar  O  von  kleinerem  als  dem  dritten,  aber  fft  vom 
vierten  oder  zwar  9t  von  kleinerem  als  dem  vierten,  aber  O  vom  dritten 
Grade,  so  ist  in  der  transformirten  Gleichung  E)  v »»  0  ein  wirklicher 
Verzweigongspunkt  der  algebraischen  Function  1/  von  v;  v  =»  0  ist  nur 
dann  kein  Yerzweigungspunkt,  wenn  O  gerade  vom  zweiten  und  91  vom 
dritten  Grade  in  ^  ist;  v  »  0  muss  daher  nach  Bedingung  II)  ein  Inte- 
gral der  durch  ^  »  —  transformirten  Differentialgleichung  E)  sein,  folg- 
lich enthält  $(v)  den  Factor  v,  d.  h.  in  der  ursprünglichen  Gleichung  E) 
ist  $(^)  vom  ersten  Grade  in  y,  Ist  aber  ^{y)  höchstens  vom  ersten 
Grade  in  y,  so  muss,  wie  wir  jetzt  zeigen  wollen,  stets  der  Grad  von  O 
^  2,  deijenige  von  91  ^  3  sein. 

Wenn  $  höchstens  vom  ersten  Grade  in  y  ist,  so  besteht  zunächst 
die  Gleichung  6)  in  jedem  Falle.  Denn  es  sei  h  der  Grad  von  D  (^  ^  4) 
und  l  der  Grad  von  91  (2  ^  6).  Ist  dann  erstens  Sk^2ly  so  kann  in 
A  ein  Fortheben  der  höchsten  Potenzen  von  y^  also  eine  Grademiedrigung 
eintreten;  dies  ist  der  Fall,  wenn  entweder  %  »  4  und  Z  »*  6,  oder  wenn 
jb  *-  2  und  { »  3  ist     Wenn  n  den  wirklichen  Grad  von  A  bedeutet,  so 

ist  auf  der  linken  Seite  der  Congruenz  K)  — —  vom  «  —  1*^  Grade,  femer 
unter  Berücksichtigung  der  Gleichungen  J) 


l       dy         dy     J 


höchstens  vom  Grade 

l  +  n  +  Jc-l-l^n  +  h-l, 

00a  zifD. 

also  höchstens  vom  Grade  «  —  1,  und  T«2Cl-r 3-;r— 91  höchstens  vom 

'  dg         dz 

Grade  n  +  h^l,  also  ebenfalls  höchstens  vom  n  —  1*^ Grade  in y.  In  diesem 
Falle  besteht  also  Gleichung  6).  —  Ist  zweitens  3Ä;  >  2ly  so  ist  3X;  der 
Orad  von  A;  8  und  T  sind  höchstens  vom  Tc  +  V^  Grade  in  y^  und  da  hier 

QZ. 

Ä  +  Z<&  +  — <3& 

ist,  so  besteht  wieder  Gleichung  6).  —  Ist  endlich  drittens  3Ä;  <  2Z,  so 
ist  21  der  Grad  von  A;  8  und  T  sind  wieder  höchstens  vom  h  +  l^^ 
Grade  in  y,  und  da  hier 


*  dessen  Grad  dann  nach  Obigem  jedenfalls  <  6  ist. 
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h  +  l<j  +  l<2l 

ist,  60  besteht  wiederum  Oleichong  6). 
Angenommen  nun,  es  sei 

Ä;  >  2    oder   l  >  3. 

Ist  dann  wieder  erstens  3Ä; »  22,  also  ^  *»  4  und  Z«=6,  und  giebt  n 
den  Grad  Ton  A  an,  so  würde  unter  Berücksichtigung  der  Gleichungen  J) 
In  Gleichung  6)  S  höchstens  vom  Grade  l  +  n+S  —  6«=«—  2,  T  höch- 
stens vom  Grade  ti+4:—  6  ■=  n  — 2  in  y  sein,  während  -5—  vom  «  — 1*" 

Grade  wSre.  Gleichung  6)  könnte  also  nicht  bestehen;  folglich  darf  nicht 
Ä  =  4,  i  =  6  sein. 

Ist  zweitens  3Jg>  21,  und  wäre  Ä:  >  2  oder  Z>  3,  was  ebenfalls 
h>  2  zur  Folge  haben  würde,  so  wSre  in  Gleichung  6)  -r-  vom  Grade 

3Ä--1,  während  S  und  T  höchstens  vom  Ä  +  Z*^  Grade  in  y  sein  würden, 
und  da  hier 

h  +  l<k  +  ^  oder  <3*-  — . 

also  wegen  *>2:  *  +  |<8fc_i 

wftre,  so  könnte  Gleichung  6)  nicht  bestehen;  es  darf  also  in  diesem 
Falle  nicht  ib  >  2  oder  Z  >  3  sein. 

Ist  endlich  drittens  32;<2Z,  und  wäre  {>3  oder  ^>2,  was  eben- 
falls   Z  >  3   zur  Folge  haben  würde,  so  wÄre  in  Gleichung  6)  —  vom 

Grade  2Z  — 1,  wfthrend  S  und  T  höchstens  vom  h  +  l*^  Grade  in  y  sein 
würden,  und  da  hier: 

also  weffen  Z  >  3: 

fc-fZ<2Z-l 

wäre,  so  könnte  Gleichung  6)  nicht  bestehen;  es  darf  also  auch  in  diesem 
Falle  nicht  ä  >  2  oder  Z  >  3  sein. 

Wir  haben  daher  das  Besultat: 

Wenn  ^  nur  vom  ersten  Grade  in  y  ist,  darf  Q  höchstens  vom 
zweiten  und  fft  höchstens  vom  dritten  Grade  in  y  sein;  und  da  A  in 
diesem  Falle  höchstens  vom  sechsten  Grade  ist,  so  ist  das  Geschlecht 
der  durch  Gleichung  C)  definirten  algebraischen  Function  ^  von  y  höch- 
stens gleich  1. 

Ist  O  wirklich  vom  zweiten,  91  vom  dritten  Grade,  so  kann  Gleich- 
ung 6)  sehr  wohl  bestehen;  dagegen  folgt  aus  den  letzten  Entwickelungen 
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noch,  dass,  wenn  O  yom  zweiten  Grade  in  y  ist,  der  Grad  Ton  St  nicht 
Heiner  aLs  3,  und  wenn  8t  vom  dritten  Grade,  der  Grad  yon  D  nicht 
kleiner  als  2  sein  darf.  Ist  z.  B.  8t  vom  zweiten  Grade,  so  muss  D 
Yom  ersten  Grade  sein  und  umgekehrt. 

Ans  Gleichnng  6)  ergeben  sich  nnn  weiter  dadurch,  dass  man  die 
Coefficienten  der  yerschiedenen  Potenzen  yon  y  einzeln  gleich  Null  setzt, 
zwischen  den  im  Allgemeinen  in  der  Zahl  15  auftretenden  Coefficienten 
Oiyhi^  Ci  der  Differentialgleichung  C)  und  deren  ersten  Ableitungen  nach  e 
Bedingnngsgleichungen,  deren  Anzahl  gleich  dem  Grade  der  Discriminante 
A  in  y  ist. 

Wir  wollen  jetzt  aus  Gleichung  6)  noch  eine  wichtige  Folgerung 
ziehen  und  geben  ihr  zu  diesem  Zwecke  folgende  Gestalt: 

Da  nach  Yoraossetzung  D  und  9t  keinen  gemeinschaftlichen  Factor  be- 
sitzen, so  müssen  die  beiden  Gleichungen  bestehen: 


7) 


«.^81.-^^81--.     .      «,,-30  /j      ,      ^\      ort 


wo  Ä  und  B  von  e  allein  abhängen;  —  dieae  Oleichongen  sind  Übrigens 
lehr  geeignet  znr  An&tellang  der  Bedingnngsgleiehungen  zwischen  den  CoeM- 
denten  der  Differentialgleichang  C)  and  ihren  ersten  Ableitungen  nach  g. 
Femer  ist,  wenn  zur  AbkOrzong 

(j/-^)»-3D(j/-^)- 281  -  F(«,  y,ä/)  -  F 

«^  '^-'  ZF.ZF    . 

^      ^^  de         de^      ^^^        de         de 


und 


-8ö/-^)'|fs/-3f(y-^)y+3Df '-2^^V 


dF     dF 
de  "*"  dy 

folgüch  ist:  »y  ^        ^^  dy  ^' 
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de  ■*■  dy  *^  "^äy  Ide'^dy'^'^  dyj 

de        dy^  dy      ^^     ^^Ide^dy^^dyJ 

also  nach  den  Gleichungen  7) 

=  -(^  +  By).[8t  +  Cl(y'-^)] 
und  nach  G)  r         i    aTf  T 

Man  hat  daher: 

«>_i(.+.,).._[l(^+.,)(,_«+a+'Jv+|].g.. 

Damit  ißt  für  nnsere  Differentialgleichungen  die  wirkliche  Herstellong 
der  Relation  geleistet,  welche  Poincar6  in  der  citirten  Abhandlung  pag.  3 
für  die  Fuchs 'sehen  Differentialgleichungen  in  der  von  ihm  angestellten 


*  Anmerkung.  Setzt  man  umgekehrt  TOraus,  dass  für  eine  algebraische 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  m*^  Qrades  in  j^': 

i^(£f,  y,  yO  "=  S^~  +  Pi  y'~-^  +  P,  y'«-«  +  •••  +  Ay'*-*  +  •  •  + -P«  =  0 

ist  und  L  wie  oben  die  Gestalt  hat: 
so  folgt  zunächst:  ^^ 

und  für  die  P<  ergiebt  sich  das  System  von  Bedingungsgleichungen: 

» 

• » 

Für  den  Fall  m  »  3  geht,  wie  man  sich  leicht  überzeugen  kann,  dieses 
System  von  Bedingungsgleichungen  in  die  Gleichungen  7)  über,  für  den  Fall  in«*) 
in  die  Gleichung  C)  der  Einleitung. 
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Tierten  Bedingxing  angiebt;  darnach  muss  nSmlich  jede  Fuchs 'sehe  Diffe- 
rentialgleichang  F{e^  Pyt/)  '^O  der  Belation  genügen: 

de^dy   ^  ^  dt/ 

wo  P  nnd  Q  ganze  rationale  Functionen  von  y  sind,  deren  Coefficienten 

von  e  abhSngen. 

Durch  Differentiation  von      „ 

f  — 0 

erhalt  man:  ^^     ^p  gjp  d^ 

also: 

SF     dF    , 

dj/  de'^dy'^ 


du  dF 

Ist  nun   y  ein  Integral   der  Differentialgleichung    JP  •»  0,    welches 

dF 
nicht  zugleich  t—;  ^  0  befriedigt,  so  wird  unter  B^rttcksichtignng  von  8): 

de       6  ^    ^    *^  ^^      ^^^  de^  dy    ^^  dy 
oder* 

Dieser  Ansdrack  für  den  zweiten  Differentialqaotienten  giebt  nns  ein 
Mittel  zur  Integration  der  Differentialgleichung  C)  an  die  Hand:  Wenn 
zinfichst  das  Geschlecht  der  durch  C)  definirten  algebraischen  Function  j/ 
Ton  y  grösser  als  1,  also  nach  den  obigen  Ausführungen  ^  vom  zweiten, 
0  vom  vierten,  9t  vom  sechsten  Grade  in  y  ist,  so  muss,  wie  Herr 
Poincar^  gezeigt  hat,  das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  C) 
algebraisch  sein.'^  Die  von  demselben  angedeutete  birationale  Transfor- 
mation, durch  welche  die  Biemann'schen  Flächen  (Sq)  und  {S^)  in  ein- 
ander übergeführt  werden,  ist  aber  im  Allgemeinen  sehr  schwierig  auf- 
zufinden und  daher  die  wirkliche  Herstellung  des  algebraischen  Int-egrals 
praktisch  schwer  ausführbar.  Daher  scheint  mir  zu  diesem  Zwecke  eine 
von  Herrn*  Fuchs  für  die  algebraische  Integration  der  algebraischen  Dif- 
ferentialgleichungen erster  Ordnung  angegebene  Methode  geeigneter  zu  sein, 
welche  auf  dem  folgenden  von  ihm  gefundenen  Theorem  über  die  Form 
des  algebraischen  Integrals  beruht:**  Wenn  das  allgemeine  Integral 
einer    algebraischen    irreductibelen    Differentialgleichung    erster    Ordnung 

•  cfr.  Einleitung. 

**  Sitzungsberichte  der  Akademie.    Berlin,   11.  December  1884,  p.  1171; 
^'  Pftg.  258  Anm. 
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stellen: 


0   algebraifloh  ist,   so   Iftsgt  sich  dasselbe  in  der  Form  dai^ 
r-B(«,y,A), 


WO  r  die  willkürliche  Constante,  B  eine  rationale  Function  ihrer  Argu- 
mente bedeutet  und  A  durch  die  Gleichung  F(g^  y,  A)  »  0  definirt  wird. 
Bekanntlich  iSsst  sich  nun  jede  rationale  Function  der  Wurzel  einer  cubi- 
schen  Gleichung  als  linear  gebrochene  Function  derselben  darstellen,  mit 
Coefficienten,  welche  in  den  Coefficienten  der  rationalen  Function  und  der 
cubisohen  Gleichung  rational  sind.  Das  Integral  der  Differentialgleichung 
C)  kann  daher  in  die  Form  gesetzt  werden: 

^^^  ♦o  +  ti-Ö^-*) 

wo  g>Qf  9j,  ^Q,  ^i  ganze  rationale  Functionen  yon  y  sind,  deren  Coeffi- 
cienten  Ton  z  abhängen  und  yon  denen  9^,  %  einerseits  und  9,,  tf/^  an- 
dererseits yon  gleichem  Grade  in  y  yorausgesetzt  werden  dürfen,  wflhrend 
i/—^  durch  die  Gleichung  C)  als  algebraische  Function  yon  y  und  $ 
definirt  wird.  * 

Differenzirt  man  Gleichung  10)  nach  0,  beachtet  den  durch  9)  ge- 


gebenen  Ausdruck  für 


dz 


und  reducirt  die  Gleichung,  die  dadurch 


erhalten  wird,  mittels  C)  auf  den  zweiten  Grad  in  Bezug  auf  y— $,  so 
muss  dieselbe  wegen  der  Irreductibilitftt  yon  C)  eine  identische  sein. 
Indem  man  daher  in  ihr  die  Coefficienten  yon  (y—$)^  (j/'^^y  ^"^^ 
(j/'—^y  einzeln  gleich  0  setzt,  erhält  man  die  identischen  Gleichungen: 


11) 


wenn: 


—  30 


ds 


2ir' 


A^-Bt, 


6 


Jlf-0, 


%9i  —  Volfi  —  -^i 


dg 


—      dipi         , 


%Vo- 

-9>o%  — 

Li 

toV'o- 

-9>ot'o  — 

L'i 

♦iVi- 

-9»i*i  - 

'N; 

^iV'i 

-ViVx- 

•  iTi 

diu 

de 

-if'o 

(<-0,l) 


gesetzt  wird«  Werden  in  den  Gleichungen  11)  die  Coefücienten  der  yer- 
schiedenen  Potenzen  yon  y  einzeln  gleich  Null  gesetzt,  so  ergeben  sich 
daraus  Gleichungen  zwischen  den  Coefficienten  yon  $,  O,  9t,  g>^9  9u 
%f  4^1  und  deren  ersten  Ableitungen  nach  Z'y  diese  Gleichungen  müssen 
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durch  rationale  Functionen  Ton  g  befriedigt  werden  können.  —  Hierzu 
ist  noch  Folgendes  zu  bemerken:  Wenn  p>l  ist,  kann  A  höchstens  zwei 
Doppelfactoren  besitzen,  welche  keinen  Yerzweigungspunkt  liefern.  Ent- 
halt A  zehn  einfache  Factoren  und  einen  Doppelfactor,  so  kann  der 
letztere  durch  eine  bereits  des  Oeftem  angewandte  linear  gebrochene  Sub- 
stitution fortgeschafift  werden;  dieser  Fall  iSsst  sich  demnach  auf  den  von 
uns  behandelten  zurückfahren.  Enthält  A  acht  einfache  Factoren  und 
zwei  Doppelfactoren,  so  kann  ebenfalls  durch  eine  linear  gebrochene  Sub- 
stitution der  eine  fortgeschafft,  der  andere  von  z  unabhängig  gemacht 
werden,  so  dass  A  die  Gestalt  hat: 

y*-(y~'?i)-(y-%)--(y-»?8)- 

Auf  diesen  Fall,  der  in  ähnlicher  Weise  sich  behandeln  lässt,  gehen  wir 
hier  nicht  näher  ein. 

Ist  $  Yom  ersten  Grade  in  y,  so  ist  nach  den  Ausfahrungen  dieses 
Abschnittes  D  höchstens  Tom  zweiten,  91  höchstens  vom  dritten  Grade 
in  |f,  und  das  Geschlecht  der  durch  C)  definirten  algebraischen  Function 
^  von  y  kleiner  oder  gleich  1 ;  femer  ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen  7), 
dass  dann  £  »  0  sein  muss.  Gleichung  9)  stellt  daher  in  diesem  Falle 
eine  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  dar;  hier  ist  es  also 
mmiittelbar  einleuchtend,  dass  die  Integrale  der  Differentialgleichung  C) 
feste  Yerzweigungspunkte   besitzen.   —    Sieht  man  wieder   zunächst  von 

dF 
smgulären  Lösungen,  ftlr  welche  zugleich  JP—  0  und  ^  =  0  ist,  ab,  so 

muss  das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  erster  Ordnung  C) 
in  dem  allgemeinen  Integral  der  Differentialgleichung  9)  enthalten  sein 
und  aus  diesem  dadurch  heryorgehen,  dass  zwischen  dessen  beiden  will- 
kfirlichen  Constanten  eine  bestimmte  Belation  mit  constanten  Coefficienten 
erhalten  wird.*^    Das  allgemeine  Integral  yon  9)  hat  bekanntlich  die  Form: 

12)  y"=Ci.9>  +  Ci.'*  +  X, 

wo  «1,  (^  die  beiden  Integrationsconstanten  und  g),  '4',  %  Functionen  von 
»  bedeuten.     Differenzirt  man  12): 

13)  S/-Ci.9>'+Ci.if/+Z' 

mid  trägt  ans  12)  und  13)  die  Werthe  für  y  und  ^  in  C)  ein,  so  muss 
sich  aus  C)  jene  Belation  zwischen  q  und  c^  ergeben^  und  unter  Berdck- 
sichtigung  derselben  stellt  dann  Gleichung  12)^  welche  nunmehr  nur  eine 
willkfirliche   Constante   enthält,   das   allgemeine  Integral   der  Differential 
gleichung  C)  dar. 

•  cfr.  Abschnitt  II. 

(Sohlaaa  folgt.) 
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XV. 

Ueber  die  durch  ein  lineares  Flächensystem  n^ 

Ordnung  deflnirten  mehrdeutigen  involutorisohen 

Baumverwandtsohaften. 

Von 

Gkab.  Steinmetz 

In  New -York  City. 
(Fortietiang.) 


Fünftes  Oapitel. 

Degeneration  der  Yerwandtschaft  bei  Annalime  fester 
Ornndpnnkte. 

8  15.  Ansahl  und  Mnltiplioität  der  Gnmdpnnkte. 

43.  Nehmen  wir  an,  das  die  mehrdeutige,  involatorische  Verwandt- 
schaft definirende  Flächengebttsch  n^"  Ordnung  habe  eine  Anzahl  fester, 
allen  Flächen  des  Gebüsches  gemeinsamer  Ornndpnnkte,  und  zwar  sei: 

V,  die  Anzahl  der  einfachen  Gmndpnnkte  a^,  Qg»  Og,   ..., 
Vi    n         »         f)    doppelten  „  bj,  b,,  bj»   •••! 

vs    n         n         n    dreifachen  „  q,  c,,  Cj,   ..., 

Vk  die  Anzahl  der  X;- fachen  Grundponkte  I|,  I^i   's*   ••' 

44.  £s  gilt  nun: 

ein  ifc-facher  Grundpunkt  als  If?  feste  Schnittpunkte  dreier  Flächen  des  6e- 

^  (jt  4- n  fjfe  4- 2) 
büsches,   aber  nur  als  — ^ ^ Bestimmungsstücke  des  Fläehen- 

gebüsches  (Cremona,  Salmon). 

Das  Flächengebüsch  ist  aber  bestimmt  durch  (»*  +  ^)(^+   )(*»+3)_4 

Bestimmungsstücke,  und  wenn  es  überhaupt  eine  Verwandtschaft  definiren 
soll ,  dürfen  höchstens  (n^  —  2)  Schnittpunkte  je  dreier  seiner  Flächen  durch 
die  Grundpunkte  festgelegt  sein.     Daraus  ergiebt  sich: 

k{Jk  +  \){lc  +  2)  ^  (n  +  l)(n+2)  (n  +  3) 


2^vJ 


-4 

6—6  ' 
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n 


45.  Femer  aber  dürfen  von  höheren  Multiplicitäten  als    -^ 


>  wo 


n 

die  höchste  in  ^  enthaltene  ganze  Zahl ,  also  entweder  -^  %  oder  — 5—  ist, 

höchstens  eine  vorhanden  sein.  Denn  wenn  die  Summe  der  Multiplicitäten 
zweier  Ornndpunkte  höher  als  w  ist,  so  hat  ihre  Yerbindungsgerade  mehr 
als  n  Schnittpunkte  mit  allen  Flächen  des  Flächengebüsches,  liegt  also  auf 
allen  Flächen  des  Oebüsches  und  ist  somit  Grundlinie  des  Gebüsches,  ein 
Fall,  den  wir  erst  im  VIII.  Capitel  behandeln. 

Ebenso  liegt  eine  Curve  m^'  Ordnung  auf  allen  Flächen  des  Gebüsches, 
wenn  die  Summe  der  Multiplicitäten  der  auf  ihr  liegenden  Punkte  grösser 
als  mm  ist.^ 

Daraus  ergiebt  sich: 

3.  Die  Summe  der  Multiplicitäten  je  zweier  beliebiger  Grundpunkte 
moss  ^fi  sein. 

4.  Liegen  eine  Anzahl  Grundpunkte  auf  einer  Curve  wf^  Ordnung, 
80  muss  die  Summe  ihrer  Multiplicitäten  '^mn  sein. 

K.h)  Die  Summe  der  Multiplicitäten  aller  auf  einer  Geraden  liegenden 
Ornndpunkte  muss  <n  sein. 

4.  c)  Die  Summe  der  Multiplicitäten  von  fünf  in  einer  Ebene  liegenden 
Gnmdpunkten  muss  ^2n  sein.  (Sonst  geht  durch  sie  ein  Grundkegel- 
schnitt)     U.  8.  w. 

Wir  ftihren  die  Bezeichnung  ein: 

wo  N  die  Summe  der  festen  Schnittpunkte  sämmtlicher  Flächen  des  Ge. 
bllsches  ist. 

8  16.  Der  Punkt. 

46.   „Jedem  Punkte  entsprechen  in  der  Verwandtschaft  (n*— JN"— 1) 
Punkte.« 

„Die  Verwandtschaft  ist  (n'  — ^— l)-deutig.* 
„Jeder  %- fache  Grundpunkt  erniedrigt  die  Verwandtschaftsdeutigkeit 
nm  ffi^ 
„Den  Grundpunkten  entsprechen  sämmtliche  Paukte  des  Raumes  in  der 
Verwandtschaft,  und  jedem  beliebigen  Punkte  gehört  jeder  X;- fache  Grund- 
pnnkt  ab  Är^-facher  Punkt  zu.« 

„Jeder  Grundpunkt  liegt  auf  der  Kemfläche  4(w— l)*«'  Ordnung  H, 
tmd  ist  daselbst  mehrfacher  Punkt.« 


*  Auch  wenn  die  Summe  der  Multiplicitäten  ^mn^  etwa  =r,  ist,  kann  die 
^^e  auf  allen  Flächen  des  Gebüsches  liegen,  nämlich  wenn  (r  — 1)  der  Punkte 
^>«i«ito  eine  auf  einer  Fläche  n'<^  Ordnung  gelegene  Schnittpunktgruppe  [tnn]  be- 
■tunmen.    Vergl.  Reye,  Annalen  n. 
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8  17.   Die  Hauptlinien. 

47.  Ist  die  Somme  der  Multiplicitäten  zweier  Omndpankte  =n,  so 
entspricht  jedem  Pankte  ihrer  Yerbindnngslinie  die  ganze  Verbindangslinie. 
Dieselbe  liegt  daher  auf  der  Kemfläche  H. 

Eine  solche  Linie  möge  eine  Hanptgerade  heissen. 

Da  drei  Flächen  n^^' Ordnnng,  welche  eine  Gerade  gemein  haben,  sich 
noch  in  w*  —  3n  + 2  Punkten  schneiden  (Crem ona),  drei  beliebige  PlÄchen 
des  Flächengebüsches ,  welche  darch  eine  Hauptgerade  l  gehen ,  aber  bereits 
N  feste  Schnittpunkte  besitzen,  von  denen  zwei  indess  bereits  durch  die 
Gerade  l  absorbirt  werden,  so  folgt,  dass  sich  die  drei  Flächen  ausser  in 
der  Geraden  l  und  den  Grundpunkten  des  Gebüsches  noch  in 

weiteren  Punkten  schneiden ,  die  allen  Punkten  der  Hauptgeraden  zugeh5ren, 
und  deren  jedem  die  anderen  derartigen  Punkte  und  ausserdem  sämmtliche 
Punkte  der  Hauptgeraden  entsprechen. 

Diese  Punkte  mögen  der  Hauptgeraden  zugeordnete  Haupt- 
punkte heissen. 

Ist  die  Anzahl  der  auf  einer  Hauptgeraden  liegenden  Grundpunkte  =i, 
so  schneiden  sich  alle  durch  die  Hauptgerade  gehenden  Flächen  noch  in 

w»-JV— 3n  +  2  +  i 
zugeordneten  Hauptpunkten.     Also: 

„Ist  die  Summe  der  Multiplicitäten  zweier  oder  mehrerer 
(i)  auf  einer  Geraden  {  gelegener  Grundpunkte  =n,  so  gehören 
jedem  Punkte  dieser  Hauptgeraden  sämmtliche  Punkte  der 
Hauptgeraden  und  ausserdem  noch 

n»-JV-3w  +  4  resp.  w»-if-3n  +  2  +  i 

der  Hauptgeraden  l  zugeordnete  Hauptpunkte  zu,  jedem  dieser 
Hauptpunkte  aber  die  ganze  Hauptgerade  und  ausserdem  noch 
die  übrigen  Hauptpunkte. ** 

;,Die  Hauptgeraden  liegen  auf  der  Eernfläche,  nicht  aber  im  All- 
gemeinen die  Hauptpunkte.^ 

48.  Da  sich  drei  Flächen  w**'  Ordnung,  die  eine  Curve  !»*•»  Ordnung 
und  r*^  Banges  gemein  haben,  noch  in  (n*  — in(3w  — 2)  +  r)  Punkten 
schneiden  (Crem ona),  so  folgt  analog: 

;, Liegen  i  Grundpunkte,  deren  Multiplicitäten  in  Summe  =mn  sind, 
auf  einer  Curve  w*"  Ordnung  und  r*«*  Banges,  so  gehören  jedem  Pankte 
dieser  Curve  alle  Punkte  der  Curve  und  ausserdem  noch 

w»-^-m(3n-2)  +  t  +  r 
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der  Carre  zugeordnete  Hauptpunkte,  jedem  dieser  Hauptpunkte  aber  die 
ganze  Hauptcurve  und  ausserdem  noch  die  anderen  Hauptpunkte  zu.** 

»Die  Hauptpunkte  liegen  auf  der  Kemfiäche,   nicht  aber  im  All- 
gemeinen ihre  zugeordneten  Hauptpunkte«  ** 


i  18.   Die  (Gerade. 

49.  Die  einer  Geraden  l  entsprechende  Curve  d  ergiebt  sich  genau 
nach  denselben  Methoden,  wie  in  §2,  4,5,6,  als  eine  Curve  (n'  — 1)^ 
Ordnung,  welche  durch  die  festen  Grundpunkte  hindurchgeht. 

Um  die  MultiplicitSt  der  Grundpunkte  für  die  einer  beliebigen  (keinen 
Gnmdpunkt  enthaltenden  und  keine  Hauptgerade  oder  -curve  schneidenden) 
Geraden  l  zu  bestimmen,  legen  wir  in  §  2,  6  die  Ebene  e  und  die  Gerade 
g  durch  einen  A;-&chen  Grund punkt. 

Die  Curven  Xi  iMid  %%  sind  nach  wie  vor  von  der  n***"  Ordnung. 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  x  von  g  geht  eine  Curve  a  des  Büschels  Ä^ 
der  im  Büschel  B  n  Curven  h  entsprechen,  deren  jede  in  f  einen  ä;- fachen 
Punkt  hat^  die  also  zusammen  g  ausser  in  I  noch  in  n{n  —  h)  Punkten  ^ 
schneiden,  umgekehrt  gehören  jedem  Punkte  ^  n(n  — A;)  Punkte  r  zn,  es 
finden  also  2n(n— X;)  Coincidenzen  r  =  9  statt;  f  ist  demnach,  da  das  Er- 
zeugniss  der  beiden  Büschel  von  der  Ordnung  2n*  ist,  ein  2nÄ;-facher 
Punkt  desselben.  Es  spaltet  sich  aber  die  Ä  und  B  gemeinsame  Curve  /*, 
welche  in  {  einen  X;- fachen  Punkt  besitzt,  n-fach  ab,  und  ist  daher  I  für 
Xi  ein  nÄ;-fiEkcher  Punkt. 

Ebenso  ist  {  für  ^2  ^^  nJb-facher  Punkt,  ist  also  n'X;'-facher  Schnitt- 
punkt von  Xi  ni^cl  Xs9  folglich: 

„Die  einer  Geraden  l  entsprechende  Curve  Q  der  (n*  — 1)**'» 
Ordnung  besitzt  in  jedem  X;-fachen  Grundpunkte  einen  nÄ^- 
fachen  Punkt.*' 

Dasselbe  ergiebt  sich  nach  der  Methode  in  §  2,  5. 

8  19.  Die  Ebene. 

50.  Die  Ordnung  der  einer  Ebene  c  entsprechenden  Fläche  0«  ergiebt 
sich  nach  den  Methoden  in  §3,  10,  11  ebenfialls  a(n^^l). 

Da  jedem  Schnittpunkte  der  Ebene  mit  einer  Hauptlinie  die  ganze 
Haupflinie  und  ausserdem  ihre  zugeordneten  Punkte  entsprechen,  geht  die 
ihr  entsprechende  Fläche  0i  durch  alle  Hauptgeraden  und  ihre  zugeordneten 
Punkte  einfoch  hindurch,  durch  aUe  Hauptourven  m^  Ordnung  und  ihre 
zugeordneten  Hauptpunkte  m-fach. 

Um  die  MultiplicitSt  eines  A;- fachen  Grundpunktes  für  die  Fläche  0« 
zu  bestimmen,  verfahren  wir  nach  der  Methode  §3,  11. 

Die  Fläche  tlf^y  ist  gleichfalls  von  der  n^^^^  Ordnung. 

^,.    - — ^^by  Google 
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Legen  wir  die  Gerade  g  durch  d^n  ä;- fachen  Omndpunkt  t,  so  geht 
durch  jeden  Punkt  t  von  g  eine  Fläche  ßy  der  ffi  Flächen  y  entsprecheni 
welche  ausser  in  dem  ib- fachen  Punkte  {  noch  in  n'(n  — A;)  Punkten  t) 
schneiden,  und  umgekehrt,  x  und  ^  coincidiren  also  für  2n^{n  —  l£)  Punkte, 
und  t  ist  daher  für  das  Erzeugniss  der  Büschel  B  und  V  ein  2n'Ä?-facher 
Punkt.  Er  ist  aber  ein  Ä;-facher  Punkt  der  sich  w^-fach  abspaltenden 
Fläche  qp,  ist  also  für  ^ßy  noch  ein  n'ft-facher  Punkt,  demnach  auch  fUr 
0e  eiii  n'Ä;-facher  Punkt    Also: 

lyJeder  Ebene  s  entspricht  in  der  Verwandtschaft  eine  Fläche 
0f  der  (n*  — 1)*«»*  Ordnung,  welche  in  jedem  X;-fachen  Grnnd- 
punkte  einen  n'Ä;-fachen  Punkt,  in  jedem  einer  Hauptlinie  zu- 
geordneten Punkte  einen  einfachen,  in  jedem  einer  Haupt- 
curve  m**'  Ordnung  zugeordneten  Hauptpunkte  einen  m-fachen 
Punkt  besitzt,  durch  jede  Hauptlinie  hindurchgeht  und  sich  in 
jeder  Hauptcurve  m**'  Ordnung  m-fach  durchschlingt. '^ 

8  20.  (Gerade  und  Ebenen. 

51.  Auf  einer  Geraden  und  einer  beliebigen  Ebene  giebt  es  (n^  — 1) 
Paare  einander  entsprechender  Punkte.  Jedem  dieser  Punktepaare  entspre- 
chen nocli  weitere  w'— JT— 2  Punkte. 

Die  einer  Geradon  g  entsprechende  Cg  und  die  einer  Ebene  £  ent- 
sprechende O^  haben  (n'  — 1)^  Punkte  gemeinsam.  Von  diesen  Punkten 
entsprechen 

dem  Schnittpunkte  (a^)  n*— iV— l  Punkte, 

den  {ff?  —1)  entsprechenden  Punktepaaren  auf  g  und  £  (ffi  — l)(n*  —  2f-  2) 

Punkte, 
jedem  A;- fachen  Grundpunkte,  da  er  auf  Cg  nJb^-fach,  auf  O^  n'A;- flach 

ist,  n**«  Punkte, 
allen  Grundpunkten  also  ^kvkn^1c^  =  n^N  Punkte, 

in  Summe:  (n»-JY-l) -f  (n»-l)(n«-2f-2) -|-n»JV'=(n»-l)«, 
q.  e.  d. 

8  21.   Speoielle  Gerade. 

52.  Trifft  eine  Gerade  g  eine  Hauptgerade  l  oder  eine  Hauptcur?e  c 
der  m^^  Ordnung,  so  spaltet  sich  diese  von  der  der  Geraden  entspre- 
chenden Curve  Cg  ab.  Die  Ordnung  von  Cg  erniedrigt  sich  daher  um 
die  Ordnung  der  Hauptlinie  oder  Hauptcurve,  resp.,  wenn  die  Gerade  g 
die  Hauptcurve  t-mal  schneidet,  um  im. 

Die  Multiplicität  jedes  auf  der  Hauptcurve  gelegenen  und  für  die- 
selbe X- fachen  Punktes  um  l  resp.  iX. 

53.  Geht  eine  Gerade  l  durch  einen  Grundpunkt  I,  so  gehört  ihr  eine 
Curve  Ci  an,  welche  eine  beliebige  Ebene  £  in  ebensoviel  Punkten  schneidet, 
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ab  die  der  Ebene  b  entsprechende  <]>«  von  l  in  ausserhalb  des  %- fachen 
Ponktes  gelegenen  Punkten  geschnitten  wird,  also  in  n'  —  l  —  n^Ä;  Punkten; 
d.  h.:  die  einer  durch  einen  Grund punkt  k*^  Ordnung  Y  gehenden  Geraden  l 
entsprechende  0/  ist  von  der  Ordnung 

n«(n-»:)-l. 
In  §  2,  5,  6  werden  die  drei  Fl&chenbüschel  A,  B,  f  durch  eine  durch 
einen  Ä;- fachen   Grundpunkt  f  gehende  Gerade  l  nur   1 :  (n  — A;):(n  — &)- 
deutig  einander  zugeordnet,  und  es  ergiebt  sich  dann  die  Ordnung  von  ^i* 
Xj  zu  fi(n  — ä),  die  Ordnung  von  Ci  zu  n*(Ä;— 1)  — 1. 

Legt    man    in  §  2,  6    die  Ebene    e   und    die  Gerade  g  durch  einen 
«-fachen  Punkt  i,  resp.  durch  den  ^-fachen  Grundpunkt  I,  so  ergeben  sich 
als  weitere  Schnittpunkte  von  «  mit  d  noch  ti*(&  — 1)  — 1— (n— Ä)i*  resp. 
»*(*  — 1)— 1— (n  — Ä)Ä*    Schnittpunkte,    i    resp.   f    ist    also    für    Gi    ein 
(n  — Ä;)i*-facher,   resp.  [da  sich  in  f  noch  der  Schnittpunkt  (tZ)  abspaltet] 
(n  — Ä;)Ar*  —  1  - facher  Punkt.     [Für  x^  und  %»  war  er  (n  — Ä)f-fach.]     Also: 
„Geht  eine  Gerade  {  durch  einen  Ä;- fachen  Grundpunkt  I,   so  ent- 
spricht ihr  eine  Curve  d  der  («*(n  — Ä)  — !)*•"  Ordnung,  welche  in  jedem 
«-fachen    Grundpunkte    einen    (w  —  X;)«^- fachen,    in    (    aber    nur    einen 
({»-*)*  — 1)- fachen  Punkt  besitzt.«  / 

„Dadurch,  dass  eine  Gerade  {  durch  einen  A;- fachen  Grundpunkt  ( 
geht,  wird  die  Ordnung  der  ihr  in  der  Verwandtschaft  zugehörigen  Curve 
Ol  um  n^k,  die  Multipllcitftt  jedes  ihrer  in  einem  i- fachen  Grundpunkte 
gelegenen  Punktes  um  Jci^,  die  MultiplicitSt  von  f  aber  um  Ä^-j-l  er- 
niedrigt.** 

54.  „Der  Verbindungslinie  l  eines  %- fachen  Grundpunktes  I  und 
eines  «•  fachen  Grund punktes  i  entspricht^  vorausgesetzt  fe  -|- 1  <[  w  —  1, 
eine  Curve  der  (n*(n— Ä— «)  — !)*•"  Ordnung  C/,  welche  in  jedem 
i- fachen  Grundpunkte  einen  («  —  Ä  —  t)il^- fachen,  in  f  und  t  dagegen 
((n  -  ]fe  -  f )  Ä«  - 1 )  -  resp.  ((«  -  Ä  -  «) »  «  - 1)  -  fache  Punkte  besitzt. " 

Also: 

ff  Der  Verbindungslinie  {  eines  ä;- fachen  Punktes  f  und  eines  (n  — 1  — Ä;)- 
fachen  Punktes  i  entspricht  eine  Curve  Ci  der  (n*  — l)**"*  Ordnung,  welche 
jeden  A- fachen  Gmndpunkt  zum  it^- fachen  Punkte,  die  Punkte  {  und  i  aber 
m  (V^iy.  resp.  (n  — 2  — &)*- fachen  Punkten  besitzt  und  mit  l  zusammen 
die  Gmndcurve  der  Flftchen  eines  Büschels  im  Gebüsche  ist.** 

„Der  Verbindungslinie  eines  A;- fachen  nnd  eines  (n  -  X;)  -  fachen  PanktCg 
entsprechen  als  einer  Hauptgeraden  (vergl.  §  17,  47)  die  ihr  zugeordneten 
Hauptpunkte  und  ausserdem  die  Hauptgerade  selber. 

55.  „Einer  Geraden  Z,  die  durch  einen,  einer  Hauptgeraden  oder 
Hauptcurve  zugeordneten  oder  auf  ihr  liegenden  Hauptpunkt  geht,  ent- 
spricht eine  Curve  m*^  Ordnung  Ci,  von  der  sich  die  dem  Hauptpunkte 
KugehOrige  Hauptgerade  resp.  Hauptcurve  abspaltet,  deren  Ordnung  sich 
also  nm  1   resp.  m  erniedrigt.     Die  Multiplicität  der  auf  der  Hauptlinie 
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liegenden  Gmndpnnkte  für  die  l  wird  dabei  um  die  MnltiplicitSt  Yermin- 

dert,  die  sie  für  die  beireffende  Hanptlinie  besitzen.  ** 

Durch  weitere  Combination  der  in  52.  bis  55.  enthaltenen  Speciali- 
sirungen  lassen  sich  eine  grosse  Anzahl  specieller  Curvenarten  Ct  erhalten, 
auf  die  einzugehen  wir  für  die  Untersuchung  specieller  derartiger  Baum- 
Verwandtschaften  aufschieben. 

S  22.   Speoielle  Ebenen. 

56.  In  analoger  Weise  ergiebt  sich: 

„Geht  eine  Ebene  i  durch  einen  A;- fachen  Orundpunkt  (,  so  ernied- 
rigt sich  die  Ordnung  ihrer  zugehörigen  Fläche  <]>•  um  nJf^  die  Multi- 
plicität  jedes  ihrer  in  einem  «-fachen  Orundpunkte  gelegenen  Punktes  um 
tÄ^i  die  Multiplicität  von  (  aber  um  X^-fl.*' 

,  Jeder  durch  einen  A;- fachen  Orundpunkt  {  gehenden  Ebene  e  gehört 
also  eine  Fläche  0«  der  n(n*  — X^)  — 1^^  Ordnung  an,  die  in  jedem 
i-fachen  Grundpunkte  einen  $(n*  — Ä')-fachen,  in  fabereinen  (Ä;(n*— ä*)-1)- 
fachen  Punkt  besitzt 

pDer  Verbindungsebene  e  dreier  Ar-,  t-,  A- fachen  Grundpunkte  {,  t, 
X  gehört  eine  Flfiche  0«  der  n(w*  — Ä;*  — i*  — X*)  — !*•»  Ordnung  aa, 
welche  in  jedem  ^-fachen  Grundpunkte  einen  ^(n*  —  Ä*  —  i"  —  l*)- fachen 
Punkt  besitzt*'  u.  s.  w. 

„Der  Verbindungsebene  c  dreier  -^  -  fachen  Punkte  gehört  eine  Flfiche 

0g  der  (t""0**°  Or^^i^og  »ß-* 

„Die  einer  Ebene  e  zugehörige  Fläche  0«  ist  bei  allgemeiner  Lage 
der  Grundpunkte  mindestens  =-^-  —  1.'' 


%  28.  Allgemeine  Ourren  und  Fl&ohen. 

57.  Die  einer  Gurve  nt^'  Ordnung  entsprechende  Cunre  Cm  der 
m(ii'— 1)*^  Ordnung  hat  in  jedem  ft-fachen  Grundpunkte  einen  mnV- 
fachen  Punkt  <* 

„Die  einer  Fläche  m^  Ordnung  entsprechende  Fläche  0«  der 
i»(n'  — !)*•*  Ordnung  hat  in  jedem  A;-fachen  Grundpunkte  einen  mn^h- 
fachen  Punkt,  geht  durch  jede  Hauptgerade  und  ihre  zugeordneten  Punkte 
m-mal,  durch  jede  Hauptcurve  r^  Ordnung  und  ihre  zugeordneten  Punkte 
mr- mal  hindurch*'  u.  s.  w. 
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Sechstes  Capitel.   . 
Degeneration  der  Eernfläche  bei  Annahme  fester  GrandpnnlLte. 

S  24.  Hauptlinien  und  Hanptoarven« 

58.    Die  Kernflache  4(«  — 1)*«  Ordnung  H  geht  durch  sämmtliche 

Uauptlinien  und  Hauptcurven  der  Verwandtschaft  einfach  hindurch,  nicht 

aber  im  Allgemeinen  durch  die  diesen  zugeordneten  Hauptpunkte. 

Denn  jeder  Punkt  einer  Hauptlinie  ist  ein  sich  selbst  entsprechender. 

Ezistiren   also  Hauptlinien   oder  Hauptcurven,    so   Iftsst  sich   (Beye, 

Aooalen  II)   die  KernflSche  durch  Büschel  niederer  Flächen  oder  Ebenen 

projectivisch  erzeugen  und  erscheint  als   totales  oder  partielles  Erzeugniss 

zweier  projectivischen  Büschel. 

%  26.  EinflnBB  der  einfachen  Grnndpunkte. 

59.  Die  Kernfläche  H  der  4(n  — 1)*^  Ordnung  wird  erzeugt  durch  die 
vier  projectivischen  Polarengebüsche  (n— 1)^^  Ordnung,  welche  vier  belie- 
bigen Punkten  in  Bezug  auf  das  Flächengebüsch  n^^  Ordnung  zugehören 
(vergl.  §8,  24). 

Nehmen  wir  als  diese  vier  Punkte  einen  einfachen  Grundpunkt  a  und 
drei  beliebige  Punkte  B,  c,  b.  Ihre  zugehörigen  Polarengebüsche  seien  A, 
B,  r,  A.  Alle  Flächen  von  A  gehen  durch  a,  von  B,  f,  A  aber  geht 
nur  ein  Tripel  entsprechender  Flächen  durch  a,  nämlich  die  Polarflächen 
der  Fläche  n*^  Ordnung,  welche  in  a  einen  Doppelpunkt  besitzt. 

Wir  legen  durch  a  eine  Gerade  g  und  suchen  die  Anzahl  der  Schnitt- 
punkte, die  sie  ausser  in  a  noch  mit  H  besitzt,  um  dadurch  die  Multiplicität 
von  a  (Qt  H  zu  bestimmen« 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  x  von  g  gehen  drei  einander  entspre- 
ehende  Flächen  der  Gebüsche  B,  f,  A,  denen  in  A  eine  Fläche  zugehört, 
welche  g  ausser  in  a  noch  in  (n  — 2)  Punkten  ^  schneidet. 

Umgekehrt  geht  durch  jeden  Punkt  p  ein  Flächennetz  in  A,  denen  in 
B,  r,  A  drei  projectivische  Flächennetze  zugehören,  welche  (vergl.  §  8,  24, 
Anm.)  eine  Fläche  3(n  — 1)^*'  Ordnung  erzeugen,  die  durch  a  geht,  weil 
sich  in  a  ein  Tripel  entsprechender  Flächen  schneiden,  und  g  daher  noch 
in  (3n  — 4)  Punkten  x  schneidet. 

Jedem  Punkte  x  gehören  (n— 2)  Punkte  ^, 
n       9        n        (3n-4)     „        X 
211,  X  und   ^   coincidiren   also  für  (4n  — 6)  Punkte,   und  da  H  von  der 
(4ii  — 4)^^  Ordnung  ist,  fallen  nach  a  also  zwei  Schnittpunkte  von  H. 

Ist  g  dagegen  Tangente  oder  Osculirende  der  einzigen  Fläche  des  Ge- 
büsches f}^  Ordnung,  welche  in  a  einen  Doppelpunkt  hat,  so  fallen  von 
der  dem  durch  x  gehenden  Flächentripel  in  A  entsprechenden  Fläche  zwei 
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resp.  drei  Punkte  nach  a,  und  a  ist  also  drei- resp.  vierfacher  Schnittpunkt 

der  g  mit  der  KeraflSche  H.     Also: 

„Die  Kernfläche  4(w—l)*®'  Ordnung  H  der  Verwandtschaft  hat  in 
jedem  einfachen  Grundpunkte  des  Fiächengebttsches  w^^  Ordnung  einen 
Doppelpunkt,  und  hat  in  diesem  Doppelpunkte  denselben  Berührungskegel 
mit  denselben  Osculirenden ,  wie  die  einzige  Fläche  des  Flächengebüsches, 
welche  in  diesem  Orundpunkte  einen  Doppelpunkt  hat.** 


S  26.  EinflOBB  der  mehrfachen  Gmndpimkte. 

1.  Hilfssatz. 

60.  „Haben  sämmtliche  Flächen  zweier  projectivischen  Flächenbüschel 
(n— !)*•*  Ordnung  in  einem  Punkte  t  einen  (Ä  —  1)- fachen  Punkt,  so  er- 
zeugen sie  eine  Fläche  2(n  — 1)**'  Ordnung,  welche  in  I  einen  2(&  — 1)- 
fachen  Punkt  besitzt.'' 

Denn: 

Sei  g  eine  beliebige,  durch  {  gehende  Gerade,  B  und  V  die  beiden 
FlächenbttscheL 

Durch  jeden  Punkt  r  von  g  geht  nun  eine  Fläche  ß  des  Büschels  B, 
der  in  V  eine  Fläche  /  zugehört,  welche  g  ausser  in  dem  (Jb'l)-fiBbchen 
Punkte  {  noch  in  (n  —  h)  Punkten  ^  schneidet.  Umgekehrt  entsprechen 
jedem  Punkte  ^  (n—lc)  Punkte  i,  x  nnd  ^  coincidiren  also  für  2(n  — Jfc) 
Punkte.  Die  von  den  beiden  projectivischen  Büscheln  erzeugte  Fläche 
2(n  — 1)*^  Ordnung  schneidet  g  also  in  2{n-'7c)  von  {  verschiedenen  Punk- 
ten, hat  demnach  in  !  einen  2 (ä;  —  1)- fachen  Punkt. 

2.  HilfssatE. 

61.  j^Haben  sämmtliche  Flächen  dreier  projectivischen  Netze  (n  — 1)^ 
Ordnung  einen  (Jb  —  1)  -  fachen  Punkt  {  gemeinsam,  so  erzeugen  sie  eine 
Fläche  3(n  — l)**'  Ordnung,  welche  in  l  einen  3 (Jfc  —  1)- fachen  Punkt 
besitzt.' 

Denn: 

Durch  jeden  Punkt  t  einer  durch  I  gelegten  Geraden  g  geht,  wenn 
die  drei  projectivischen  Netze  A,  B,  f  seien,  ein  Paar  entsprechender  Flä- 
chen A  und  B,  denen  in  f  eine  Fläche  y  zugehOrt,  welche  g  ausser  in  I 
noch  in  {n  —  h)  Punkten  ^  schneidet.  Umgekehrt  geht  durch  jeden  Punkte 
ein  Flächenbüschel  im  Netze  F,  welchem  in  A  und  B  zwei  projectivische 
Flächenbüschel  zugehören,  die  nach  60.  eine  Fläche  2(n  — 1)*^  Ordnung 
erzeugen,  welche  g  ausser  in  ihrem  2 (A:  —  l)- fachen  Punkte  t  noch  in 
2(n  —  h)  Punkten  x  schneidet. 

X  und  ^  coincidiren  daher  für  3(n—h)  Punkte,  und  da  die  von  den 
projectivischen  Netzen  erzeugte  Fläche  von  der  3(«  — !)*•■  Ordnung  ist» 
M  sie  l  zum  3 (J;—!)- fachen  Punkte. 
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3.  Hilfssatz. 

62.  „Haben  sämmtliche  Flächen  von  vier  projectivischen  Flächengebü- 
schen Ay  B,  r,  A  in  einem  Punkte  t  einen  (Ä;  —  1)  -  fachen  gemeinsamen 
Pnnkt,  die  Flächen  de»  Flächengebüsches  A  sogar  einen  X;- fachen,  und  sind 
die  FlSchengebüsche  projectivisch,  so  erzeugen  sie  eine  Fläche  4(n~l)^^' 
Ordnangy  welche  in  f  einen  (4 Ä  — 3) -fachen  Punkt  besitzt." 

Denn: 

Durch  jeden  Punkt  x  einer  durch  (  gelegten  Geraden  g  geht  ein  Tripel 
entsprechender  Flächen  der  drei  Gebüsche  B,  f,  A,  welchem  in  A  eine 
Fläche  a  entspricht,  die  g  ausser  in  I  noch  in  (n  —  k—l^  Punkten  ^ 
schneidet.  Umgekehrt  geht  durch  jeden  Punkt  \)  ein  Flächennetz  in  A,  dem 
in  B,  r,  A  drei  projectivische  Flächennetze  entsprechen,  welche  nach  61. 
eme  Fläche  3(n  — 1)*"  Ordnung  erzeugen,  die  g  ausser  in  dem  3(Ä  — 1)- 
fachen  Punkte  I  noch  in  3(n  — Ä:)  Punkten  x  schneidet. 

X  und  t)  coincidiren  daher  för  4(n  — Ä)  — 1  Punkte,  also»  da  die  vier 
Flächengebüsche  A,  B,  f,  A  eine  Fläche  4(w— 1)**'  Ordnung  erzeugen, 
ist  f  fllr  dieselbe  ein  (4ä  — 3)-facher  Punkt 

63.  Wenden  wir  diese  Hilfssätze  auf  die  Erzeugungsweise  der  Kem- 
fläche  H  in  §  8,  24  an,  so  ergiebt  sich: 

„Die  Eemfläche  H  der  Verwandtschaft  hat  in  jedem  X;- fachen  Grund- 
punkte einen  (4ä  — 3)-fachen  Punkt", 

ausgenommen  A;=l. 
Für  k=l  hat  H  nicht ,  wie  sich  daraus  ergäbe ,  in  (  einen  einfachen, 
sondern  sogar  einen  Doppelpunkt*  Diese  Ausnahme  beruht  darauf,  dass  in 
einem  einfachen  Grundpunkte  eine  Fläche  des  Gebüsches  einen  Doppelpunkt 
besitzt,  nicht  aber  in  einem  )b- fachen  Grundpunkte  eine  Fläche  einen 
(X;+l)- fachen  Punkt. 


Siebentes  Capitel. 

Degeneration  des  Strahlencomplexes  and  der  Strahlen- 
Gongruenz  bei  Annahme  fester  Fnndamentalpnnkte. 

S  27.  Der  Strahlenoomplex. 

64.  Wir  behalten  die  Bezeichnungen  des  Y.  Capitels  bei  und  beschränken 
uns  überall,  wo  die  Resultate  sich  nach  den  Methoden  des  III.  und  lY.  Ca- 
pitels ergeben,  allein  auf  die  Angabe  der  Resultate,   und  zwar  nur  inso- 
weit, als  sie  von  den  Resultaten  des  III.  und  lY.  Capitels  abweichen. 
Es  ergiebt  sich: 
„Der  Strahlenoomplex  ist  vom  Grade  2(fi  — !)(«*  +  »  — 3). 
Sein  Grad  wird  also  durch  die  Annahme  fester  Fundamentalpunkte  nicht 
▼eränderU** 
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65.  „Alle  in  einer  Ebene  €  liegenden  Complexstrahlen  umhüllen  eine 
Curve  2(w-l)(«*  +  n-3)*«'Classe,  welche  alle  üi^ü^zl)  Verbindungs- 
linien der  Schnittpunkte  jeder  Hauptcurve  m^'  Ordnung  berührt^ 

„Die  singulftren  Punkte  aller  in  einer  Ebene  gelegenen  Complex- 
strahlen liegen  auf  einer  Curve  (w  —  1)  (w*  +  w  —  S)***  Ordnung,  welche 
in  jedem  Schnittpunkte  einer  Hauptcurve  m*^'  Ordnung  einen  (m  — 1)- 
fachen  Punkt  besitzt.'' 

66.  „Alle  durch  einen  Punkt  p  gehenden  Complexstrahlen  bilden 
einen  Kegel  2  («  —  1)  (w*  +  n  —  3)**'  Ordnung,  der  nach  jedem  ft- fachen 
Orundpnnkte  I  hin  einen  2 nÄ;'- fachen  Kegelstrahl  besitzt.^ 

„Die  singulären  Punkte  aller  Strahlen  dieses  Complexkegels  liegen  auf 
einer  Baumcurve  ((«  — l)(5«*  +  5n  — 11)  — j^/')*•'  Ordnung,  welche  den 
Complexkegel  zum  Perspectivkegel  hat,  in  p  einen  (n'  —  ^—l)- fachen 
und  in  jedem  Ä;- fachen  Orundpnnkte  einen  2 nX;^- fachen  Punkt  besitzt'' 

67.  „Die  singulftren  Punkte  aller  eine  Gerade  g  schneidenden  Com- 
plexstrahlen liegen  auf  einer  Complexflftche  (2(n— l)(n*  +  n— 1)  — ^)**' 
Ordnung,  welche  die  Gerade  g  zur  (n^  —  j^/'—l) -fachen  Geraden  besitzt. 
Von  dieser  Complexflftche  hatte  sich  die  Verbindungsebene  \gt]  der  Ge- 
raden g  mit  jedem  Ä;- fachen  Grundpunkte  I  Z^-fach  abgespaltet." 

68.  „Alle  Complexstrahlen,  welche  zwei  Gerade  g^  und  g^  schneiden, 
liegen  auf  einer  Regelflftche  4 («  —  1) («^ -f  n  —  3)*«'  Ordnung,  welche  durch 
jeden  A;- fachen  Grund punkt  hindurchgehend  eine  Är^- fache  Generatrix 
besitzt.« 

8  28.  Speoielle  Oomplezourven,  Zegel  und  Flächen. 

69.  Geht  eine  Ebene  £  durch  einen  )b- fachen  Gmndpunkt,  so  hat  ihre 
Schnittcurve  («^  — !)*•'  Ordnung  mit  der  zugehörigen  O,  in  f  einen  n*Jfc- 
fachen  Punkt.  Von  ihr  spaltet  sich  aber  die  Schnittcurve  4(n  — l)*«*  Ord- 
nung H  mit  der  Kernflftche  H  ab,  welche  in  I  einen  (4 A;  — 3) -fachen  Punkt 
besitzt.     Also : 

„Geht  eine  Ebene  s  durch  einen  A;- fachen  Grundpunkt  f,  so  liegen 
die  singulftren  Punkte  der  auf  s  befindlichen  Complexstrahlen  auf  einer 
Curve  (n  — l)(n*  +  n  — 3)**  Ordnung,  welche  in  !  einen  (Ä;(n*— 4)-|-3)- 
fachen  Punkt  besitzt 

Geht  die  Ebene  c  aber  durch  einen  einfachen  Grundpunkt  a,  so  ist 
dieser  für  die  Curve  der  singulftren  Punkte  ein  (n*Ä  — 2) -fachen 
Das  Letztere  wegen  §  26,  63. 

„Von  der  Complexcurve  2  («  —  1)  (n* -|- n  —  3)**' Classe  in  «spaltet  sieb 
das  A;'-fach  gerechnete  Strahlenbüschel  I  ab,  und  bleibt  daher  eine  Carve 
der  (2(n-l)(f|2  +  ti-3)-2nÄ«)*«»  Classe  übrig.« 

70.  „Der  Complexkegel,  der  einen  A;- fachen  Grundpunkt  f  zur  Spitse 
hat,   zerföllt   in   das  Strahlenbündel   {   und  einen  Kegel   der  Ordnoog 
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2(n  — Ä:)(n*— Ä*  — 4)  +  2,  welcher  in  einem  i- fachen  Orondponkte  einen 
2*  (n«  —  f«)- fachen  Punkt  besitzt. 

Ist   die  Spitze  des  Kegels   ein  einfacher  Grandpunkt  a,  so   ist  die 
Ordnung  des  Kegels  =2(n-l)(n«-5)  +  4.- 

Denn:  Einem  in  der  Ebene  s  durch  f  resp.  a  gezogenen  Strahle  a  ge- 
hört eine  Curye  Ca  der  (n'  — n*Ä  — 1)***  resp.  (n*  — n*  — !)*•"  Ordnung  zu 
(§21,  63),  welche  in  l  resp.  a  einen  (nÄ*—(Ä*  +  l))- fachen,  resp.  (n-2)- 
fachen  Punkt  besitzt  und  a  ausser  in  f  resp.  a  noch  in  (4(n  — A;)  — 1)  resp. 
(4fi  — 6)  Punkten  schneidet  (§  26,  63).  Sie  schneidet  c  daher  ausserdem 
noch  in 

(ii»-n«Ä-l)-(nÄ«-(Är»  +  l))-(4(«-Ä)-l)==(n-Ä;)(n«-Ä«-4)  +  l 
lesp.  in 

(n8-n«-l)-(n-2)-(4«-6)  =  (n-l)(«2^5)  +  2 

Punkten,    welche  mit  f  resp.  a  verbunden  ebensoviele  Strahlen  h  ergeben. 
a  und  "b  coincidiren  daher  für 
2(n-Ä:)(n«-*»-4)  +  2  resp.  2(n-l)(n«-5) +4  Strahlen,  q.  e.  d. 

71.  nOer  einem  einer  Hauptgeraden  oder  Hauptcurve  m*^  Ordnung 
zugeordneten  Hauptpunkte  zugehörige  Complezkegel  zerföllt  in  die  doppelte 
Verbindungsebene  des  Hauptpunktes  mit  seiner  zugeordneten  Hauptgera- 
den, resp.  in  den  doppelten  Perspectivkegel  der  dem  betreffenden  Haupt- 
punkte zugeo|rdneten  Hauptcurve,  und  in  einen  Kegel  (2(n  — l)(n'-{-n  — 3) 
-2)*«  resp.  (2(«  —  l)(n*-|-n- 3) --2m)*"  Ordnung,  welcher  durch  alle 
seiner  Spitze  beigeordneten  Hauptpunkte  hindurchgeht 

Lieg^  die  Kegelspitze  dagegen  auf  der  Hauptgeraden  oder  Hauptcurve 
selbst,  so  ist  der  Complexkegel  von  der  2(n  — l)(n*-|-n  — S)**"*  resp. 
(2(n-l)(n«-fn-3)-2(m-l))*«»  Ordnung«  u.  s.  w. 

8  20.  Die  StrahlenoongmeiiB. 

72.  „Die  Ordnung  der  Congruenz  ist 

=  2(n-l)(2n«-n-^l)-2V^ 
indem    sich    in  jedem    ft- fachen  Orundpunkte    ein   ^-fach  zu  rechnendes 
Strahlenbündel  abzweigt  und   die  Ordnung  der  Congruenz  sich  daher  um 
^*  v»Ä^  =  ^  erniedrigt. 

73.  «Die  Classe  der  Congruenz  ist 

=  6(w-l)«.« 

74.  j,Der  Bang  der  Congruenz,  d.  h.  die  Zahl  der  zwei  beliebige 
Gerade  g  und  g^  schneidenden  Congruenzstrahlen ,  ist 

«4(n~l)(««  +  n-l)-J/« 

U.  8.  W. 
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Achtes  Capitel. 

Untersachnng  der  Frage  nach  der  Möglichkeit  der  Definition 

eindentiger  inyolntorischer  BanmTerwandtschaften  dnrch 

Flächengebflsche  mit  festen  Grnudpnnkten. 

8  80. 

75.  Soll  ein  Flächengebüsch  n^®'  Ordnung  eine  eindeutige  inTolutorische 
Raumverwandtschaft  definiren ,  so  müssen  sftmmtliche  Flächen  des  Gebüsches 
(m'  — 2)  feste  Schnittpunkte  gemein  haben,  diese  (n'  — 2)  festen  Schnitt- 
punkte aber  nur  höchstens  ( ^^ — 77 ^ 4j  Bestimmungsstücke 

repräsentiren,  da  durch  diese  Anzahl  von  Bestimmungsstücken  ein  Flftchen- 
gebüsch  gerade  eindeutig  bestimmt  ist. 
Es  gilt  nun: 

ein  einfacher  Grandpunkt  als  1  Bestimmungsstück  und  1  Schnittpunkt, 

„    doppelter           „              „4  Bestimmungsstücke  „     8  Schnittpunkte, 

„    dreifacher          „             „10                „  „    27           „ 

„    vierfacher          „             ,20                „  „    64           „ 

„    Ä;-facher  „  „  — ^ ^ Bestimmungsstücke   und  Jb* 

Schnittpunkte. 

Im  Allgemeinen  gilt  also  ein  mehrfacher  Orundpunkt  als  mehr  Schnitt- 
punkte, denn  als  Bestimraungsstücke ,  so  dass  eine  Anzahl  o,  ß,  ...,  x- 
facher  Grundpunkte  bereits  mehr  Schnittpunkte  der  Flächen  des  Gebüsches 
festlegen,  als  die  Anzahl  der  Bestimm ungsstücke  des  Gebüsches  beträgt, 
die  sie  repräsentiren. 

Es  fragt  sich  nun^  ob  man  (n'— 2)  Schnittpunkte  aller  Flächen  des 
Gebüsches  in  einer  Anzahl  von  Grundpunkten  festlegen  kann ,  die  als  weni- 
ger oder  höchstens   ( — — ^ — ^^ ^^)  Bestimmungsstücke  gelten. 

76.  Durch  alleinige  Annahme  einfacher  Grundpunkte  ist  dies  nur  mOg- 
lich  im  Falle  .     ,  ,.  ,     .  ^.,     ,  «v 

also  für  «  =  2. 

„Das  Quadriflächengebüsch  mit  sechs   festen  Grundpnnkten  definirt 
eine  eindeutige  involutorische  Verwandtschaft.^     Vergl.  §  39,  97. 

77.  Die  allgemeine  Untersuchung  dieses  Problems  wird  wesentlich  ver- 
einfacht durch  den  Nachweis,  dass  man  in  einer  gegebenen  Anzahl  von  Be- 
stimmungsstücken bei  Annahme  von  Punkten  höherer  Multiplicität  mehr 
Schnittpunkte  festlegen  kann,  als  bei  Annahme  von  Grundpunkten  niederer 
Multiplicität,  dass  also,  wenn  durch  Annahme  fester  Grundpunkte  des 
Flächengebüsches    überhaupt   eindeutige  Verwandtschaften    definirt   werden 
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können,  sie  sicher  durch  Grandpunkie  höchst  möglicher  MultipUcität  erzielt 
werden  können,  nnd  andererseits,  dass,  wenn  sich  nachweisen  Hesse,  dass 
bei  Annahme  von  Grnndpnnkten  höchst  möglicher  Multiplicität  (vergl.  §  15, 
46)  doch  die  Anzahl  der  Bestimmnngsstücke  nicht  aasreicht,  um  (n^  — 2) 
Schnittpunkte  festzulegen,  eindeutige  Verwandtschaften  durch  Annahme  fester 
Grandpunkte  im  Flächengebüsch  überhaupt  nicht  erzeugt  werden  können. 
Der  Nachweis,  dass  durch  eine  Anzahl  von  Bestimmungsstücken,  wenn 
sie  zur  Bestimmung  von  Grundpunkten  höherer  Multiplicität  verwandt  werden, 
mehr  Schnittpunkte   der  Flächen  des  Flächengebüsches  festgelegt  werden, 
als  wenn  die  Bestimmungsstücke  zur  Definition  von  Grundpunkten  niederer 
Multiplicität  verwandt  werden,  ergiebt  sich  daraus,  dass  das  Verhältniss  der 
Bestimmnngsstücke  zu  dem  der  dadurch  festgelegten  Schnittpunkte: 
ä;(A;+1)(ä;+2)_  1,1,1 
6ä«  "■  6"^2Ä;"*"3Jfc«' 

mit  wachsendem  Je  abnimmt. 


8  8L 

78.    Grundpunkte    von  höherer    Multiplicität  als 


wo 


die 


höchste  in  -^  enthaltene  ganze  Zahl,   also  entweder  =-s->   oder  =     ^ 

ist,  können  nur  einfach  vorkommen  (vergL  §  15,  46). 

Nehmen  wir  also  einen  (n  —  d)- fachen  Punkt  als  Bestimmungsstück 
an,  wobei  wir  voraussetzen 

Denn:  8  =  0  ergäbe  ein  Gebüsch  von  lauter  Kegeln,  das  gar  keine 
Verwandtschaft  definirte;   den  Fall   d  =  -^  aber  sparen  wir  uns  besonderer 

Betrachtung  auf. 

Die  übrigen  Bestimmungsstücke  des  Flächengebüsches  nehmen  wir  als 
lauter  d- fache  Punkte  an  —  die  höchsten  Punkte,  die  ausser  dem  (n  —  d)- 
üftchen  Punkte  noch  vorkommen  können. 

Hierbei  sehen  wir  davon  ab,  dass  die  Zahl  der  d- fachen  Punkte  eine 
ganze  sein  muss  und  dass  wir  daher  nicht  alle  weiteren  Bestimmungsstücke 
durch  d- fache  Grundpunkte  verbrauchen  können,  sondern  einen  Theil  durch 
Grundpunkte  niederer  Multiplicität  ausfüllen  müssen,  welche  nach  Obigem 
weniger  Schnittpunkte  festlegen.  Denken  wir  uns  daher  [ausser  dem  (n  —  9)- 
hchen  Punkte]  sämmtliche  weiteren  Bestimmuugsstücke  durch  d- fache  Punkte 
ausgefüllt,  so  werden  sich  damit  mehr  feste  Schnittpunkte  ergeben,  als  in 
Wirklichkeit  möglich  ist.  Wenn  gleichwohl  die  Zahl  der  dann  festgelegten 
Schnittpunkte  (n^  — 2)  nicht  erreichte,  wäre  die  Unmöglichkeit  der  Erzeu- 
gung einer  eindeutigen  Verwandtschaft  unter  den  obigen  Voraussetzungen 
bewiesen. 
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79.  Ein  (n  — d)-facher  Orundpnnkt  gilt  als 
(n— ^)^  feste  Schnittpunkte  und  als 
(n-S)in-5  +  inn-S+2)  ^^^^^^^^^ 

Es  bleiben  znr  BestünmTuig  des  FlSchengebflsches  «***  Ordnimg  also 
noch  flbrig: 

(n'+l)(n+2)(«  +  3)      ,     (n-i)(n-5  +  \){n-i  +  2) 
6  6 

Bestimmangsstficke,  in  welchen 

nt-2-{n-d)* 
Schnittpunkte  festgelegt  werden  sollen. 

Soll  dies  dnrch  Annahme  hSchstens  4-facher  Punkte  mSglioh  sein,  so 
mnss  der  Quotient  sein: 

(n+l)(n+2)(n+3)  _        {n-S)in-d  +  l)in-i+2) 

i(d  +  l)(6  +  2)^  6 6 

6d»  "^  n'-2-{n-S)> 

d.  h.  es  muBS  sein: 

X(d)  =  (d  +  l)(a-2)[n»-2-(«-d)»] 
_  64«  [•(«+l)(n+2)(«»+3)  _^_  (»-^)(n-^  +  l)(»-^  +  2)1  ^  ^ 

Es  ist  aber,  ausgerechnet: 

X(d)  =  6««-15«a»  +  i»(6»»*-15»»+16)  +  6«(»»-l)-4 
=  6n»«(a+l)-15na»(«  +  l)  +  (6«*+16d»-6«-4), 
daher: 

^  ^^^  X(l)  =  15»»-30n  +  12, 

'^  X(l)>0flirn>2,    X(1)  =  0  fttrn  =  2. 

,Bei  Annahme  eines  (n  — l)-iSBchen  und  lauter  einfacher  Qcnndpnnkte 
ist  eine  eindeutige  Verwandtschaft  nur  im  Falle  n  =  2  mOglich." 

Für«  =  ^ 

X  (^?^)  =  1(3«*  +  53n»  -  115«  +  27), 

(^)>0  für  «>2. 

♦»+1  r   V  _     _j  ,  _x_  «-1 
2 
ist  eine  eindeutige  Verwandtschaft  nie  möglich." 

80.   Der  Differentialquotient  der  —  als  stetig  behandelten  —  Function 
X(.">)  ist 

^^  =  24Ä»-45«d»  +  2d(6»«-15«  +  16)  +  6(««-l), 
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also: 

also 

för  5  =  — TT 


?4i^  =  18n«-75n  +  50, 
>0  fttr  n>2; 


-C-i^) 


=  i(9n»  +  6w*-115w  +  100), 


also 


dö 

<0  für  n^2. 
Daraus  ergiebt  sich  über  den  Verlauf  der  Function  X  (ß)  im  Intervalle 

Die  Function  X  {ö)  steigt  am  Anfange  und  f&llt  am  Ende  dieses  Inter- 

valles.    Da  sie  nun  f(ir  d=sl  und  für  0=     ^      >>0  ist,  so  folgt,  dass, 

wenn  sie  in  diesem  Intervalle  <^0  werden  sollte,  sie,  nachdem  sie  anfangs 
gestiegen  ist,  sich  nach  unten  wenden,  0  überschreiten  müsste,  ein  Minimum 
erreichen,   wieder  steigen,   um   nach  erneuter  üeberschreitung  der  0  und 

Erreichung   eines    zweiten    Maximums    bis    d  =»     ^.       hin  abzufallen.     Sie 

müsste  daher  in  diesem  Intervalle  mindestens  zweimal  die  Krümmung  wech- 
seln, also  mindestens  zwei  Wendepunkte  besitzen.  Dies  ist  aber  nicht  der 
Fall,  denn  für  den  Wendepunkt  ist 

?!^=72i«-90nJ  +  2(6n«-15n+16)  =  0, 

also 

ön  .    1 


^  ""  T  —  ä  /960n  -  159n«  -  1024. 


Sind  also  überhaupt  zwei  reelle  Wendepxmkte  vorhanden ,  so  liegt  doch 

mindestens  der  eine  stets  ausserhalb  des  Intervalles  1  ^  ^  ^     t>    * 

Die  Function  \{ö)  ist  also  in  diesem  Intervalle  stets   >0.    Also: 
»Durch  Annahme  eines  (n  —  d)- fachen  und  lauter  weiterer,  höchstens 
6-facher  Grundpunkte  ist  die  Erzeugung  einer  eindeutigen  involutorischen 
Verwandtschaft  mittels  eines  Flächensjstems  n^'  Ordnung  nicht  mOglich.'^ 

Vorausgesetzt:  i  <  -s* ' 

§  82. 

81.  Wir  betrachten  jetzt  den  bisher  ausgeschlossenen  Fall  ^  =  -0" 
Es  fragt  sich  nun,  ob  im  Flächengebüsch  n^^  Ordnung  (n  =  2m)  durch 

Annahme  möglichst  vieler  m=3^-facher  Grundpunkte  sich  eine  eindeutige 

Verwandtschaft  erzeugen  Ittsst. 

Digitized  by  LjOOQ iC 


288    üeb.  die  durch  ein  linear.  Fläohensjst.  definirt.  Banmverwandtsch. 

unsere  obige  Function  wird 

x(|-)  =  -i(6»»--32««  +  24«  +  32)<0, 

beweist  also  nichts. 

Aber  anch  in  diesem  Falle  ergiebt  sich  die  Unmöglichkeit  der  Ent- 
stehung eindeutiger  Verwandtschaften.     Denn: 

Da  ein  m-facher  Punkt  m^  Schnittpunkte  festlegt,  im  Ganzen  aber 
8t»'  — 2  feste  Schnittpunkte  vorhanden  sind,  so  können  höchstens  sieben 
m*  fache  Punkte  angenommen  werden.  Die  übrigen  Bestimmungsst&cke 
können  entweder  für  einen  (fn~l)- fachen  Punkt  und  Punkte  niederer  Mul- 
tiplicität  verwandt  werden,  —  dann  ergiebt  sich  in  ähnlicher  Weise  die 
Unmöglichkeit  eindeutiger  Verwandtschaften  — ,  oder  es  können  mehrere 
Punkte  höherer  Multiplicität  angenommen  werden  —  dann  können  dieselben 


höchstens  von  der  Multiplicität 


4m 


sein,  und  es  ergiebt  sich  gleichfalls 


5 

die  Unmöglichkeit  eindeutiger  Verwandtschaften.     Also: 

^Eindeutige  involutorische  Baumverwandtschaften  k5n- 
nen  durch  ein  Flächengebttsch  n**'Ordnung  mit  festen  Grund- 
punkten nicht  definirt  werden.'' 


Neuntes  Gapitel. 

Degeneration  der  Verwandtschaft  bei  Annahme  fester  Grund- 
and  Fundamental -Linien  und  Guryen. 

§  88.  Das  Skelett  des  Pläohengebüsolies. 

82.   SämmÜiche  Flächen  eines  Flächengebttsches  n^  Ordnung  können 
besitzen: 

1.  eine  Anzahl  gemeinsamer  Grund  punkte  verschiedener  Mul- 
tiplicität, und  zwar: 

a)  isolirte  Grundpunkte, 

h)  Grundpunkte,    die    auf  Grund-  oder  Fundamentallinien   oder 
-curven  liegen. 
Haben  die  Flächen  in  einem  Grundpunkte  eine  oder  mehrere  gemein- 
same Tangenten  oder  Osculirenden,  oder  ihre  BerQhrungskegel  eine  gemein- 
same «-fache  Generatriz,  so  gilt: 
jede  gemeinsame  Tangente  als  ein  weiterer  Grundpunkt, 
„  jf  Osculirende  als  zwei  weitere  einfache  Grundpunkte, 

„  j,  «-fache  Kegelgeneratriz  als  ein  «-facher  Grundpunkt. 

83.  2.  eine  Anzahl  Grundlinien  oder  Grundcurven  m**^ 
Ordnung.  Es  sind  dies  Linien  oder  Curven,  auf  denen  eine  Anzahl 
fester  Grundpunkte  liegen,  deren  Summe  der  Multiplicitäten  grOsser  ist, 
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als  die  Summe  der  möglichen  Schnittpunkte  der  Grundlinie  mit  einer 
Fl8che  n*^  Ordnung,  also  >n  resp.  mn,  nnd  die  daher  auf  allen  Flä- 
chen des  GebOsches  liegen« 

Da  durch  eine  Anzahl  beliebig  auf  einer  Fu  gewählter  Punkte  eine 
Schnittpunktsgruppe  einer  Fn  mit  zwei  anderen  Flächen  bestimmt  sein  kann 
(Beje,  Annalen  II),  deren  weitere  Punkte  gleichfalls  auf  JP„  liegen,  so 
genügt  es  für  eine  Schnittcurve  Cpq  zweier  Flächen  p^^^  und  q^^  Ordnung, 
damit  sie  Grundcarve  sei,  dass  die  Summe  der  auf  ihr  liegenden  unab- 
hängigen Grundpunkte  ^  die  Zahl  der  BestimmungsstUcke  einer  Punkt- 
gruppe [n,  p,  q]  sei. 

84.  3.  Fundamentallinien  oder  -curven.  Es  sind  dies  Linien 
oder  Cnrven,  welche  allen  Flächen  des  Gebüsches  gemeinsam  sind.  Auf 
ihnen  können  ausserdem  noch  je  eine  Anzahl  Grundpunkte  gemeinsam 
liegen,  deren  Multiplicitäten  aber  in  Summe  ^n  +  1  resp.  mn  +  l*  sein 
muss,  da  andernfalls  die  Linie  oder  Curve  bereits  der  auf  ihr  liegenden 
Grundpunkte  wegen  auf  allen  Flächen  des  Gebüsches  liegt,  also  eine 
Grundlinie  oder  Grundcurye  ist. 

Diese  Fnndamentallinien  können  mehrfache  Linien  sein. 

Jeder  Schnittpunkt  zweier  einfacher  Grund-  oder  Fundamentallinien 
gilt  als  zweifacher,  jeder  Schnittpunkt  einer  i- fachen  und  einer  X;- fachen 
Linie  als  {i  +  kj-facher  Grundpunkt. 

Jede  Linie  oder  Curve,  welche  eine  Anzahl  Grund-  oder  Fnndamental- 
linien  schneidet,  so  dass  die  Summe  der  Multiplicitäten  der  Schnittpunkte 
>n  resp.  mn*  ist,  ist  selber  eine  Grundlinie. 

85.  4.  Hauptlinien  und  Hauptcurven.  Dies  sind  Verbindungs- 
linien von  Grundpunkten,  deren  Summe  der  Multiplicitäten  gleich  der 
Summe  der  möglichen  Schnittpunkte  der  Hauptlinie  oder  -curve  mit  einer 
Fläche  n*^  Ordnung^  also  =n  resp.  mn^  ist.  Diese  Hauptlinien  oder 
•curven  gehören  daher  sämmtlichen  Flächen  eines  Netzes  im  Flächen- 
gebüsche an,  und  die  Punkte,  in  denen  sich  die  Flächen  ausser  in  der 
HaupÜinie  oder  Hauptcurve  und  in  dem  festen  Gebüschskelett  noch  weiter- 
hin schneiden,  können  wir  als  der  Hauptlinie  resp.  Hauptcurve 
zugeordnete  Hauptpunkte  bezeichnen. 

Beträgt  die  Summe  der  Multiplicitäten  der  auf  einer  Geraden  oder 
Curye  m*«'  Ordnung  gelegenen  Grundpunkte  =fi  — 1  resp.  «=mn  — 1*,  so 
liegt  die  Gerade  oder  Curve  auf  sämmtlichen  Flächen  eines  Flächenbüschels, 
lind  ihre  in  der  Baumverwandtschaft  entsprechenden  Punkte  erfüllen  deu 
übrigen  Theil  der  Grundcurve  dieses  Büschels,  also  eine  Curve  (n*  — 1) 
w«p.  {ff^fn)***  Ordnung. 

86.  6.  Hauptebenen  und  Hauptflächen.  Es  sind  dies  Ebenen, 
die  mit  allen  Flächen  des  Gebüsches  ein  und  dieselbe  feste  Schnittcurve 


•  vergl.  83. 

Mtnsmm  1  Mathematik  n. Physik  XXXV,  6.  19  ^^ ^^^T/-» 
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besitzen.      Diese  Ebenen    oder  Flächen   m^**  Ordnung  spalten   sich  von 
allen  Flttchen  eines  FlSchennetzes  im  Gebüsche  ab,  indem  jedem  (ausser- 
halb des  Grund-  oder  Fundamentalgebildes  gelegenen)  Punkte  der  Haupt- 
ebene oder  Fläche  die  ganze  Ebene  oder  Fläche  und  ausserdem  noch  ein 
Flächennetz  (n  — 1)*"  resp.  (n  — !»)*•'  Ordnung  zugehört. 
Die  Flächen   dieses  Fälchennetzes  können  sich,  ausser  in  dem  festen 
Gebüschskelett,  noch  in  einer  Anzahl  weiterer  Punkte  schneiden,  welche 
wir  als  der  Hauptebene  oder  Hauptcurve  zugeordnete  Haupt- 
punkte bezeichnen  können. 

Enthält  eine  Ebene  oder  Fläche  dagegen  ein  Bestimmungsstück  weniger, 
als  zur  Bestimmung  einer  festen  Schnittcurye  mit  allen  Flächen  des  Ge- 
büsches nöthig  ist,  so  spaltet  sie  sich  nur  von  den  Flächen  eines  Flächen- 
büschels ab,  das  jetzt  von  der  (n  — 1)*^  resp.  (n-^m)*^  Ordnung  ist  und 
dessen  Grundcuire  die  sämmtlichen  den  Punkten  einer  solchen  Fläche, 
welche  wir  Hauptebene  oder  Hauptfläche  zweiter  Art  nennen 
könnten,  in  der  Verwandtschaft  zugehörigen  Punkte  enthält  und  als  die 
der  Hauptebene  oder  Hauptfläche  zweiter  Art  zugeordnete 
Hauptcurve  zweiter  Art  bezeichnet  werden  könnte. 

Die  nähere  Untersuchung  des  Einflusses  einer  Hauptebene  oder  Haupt- 
fläche auf  die  Verwandtschaft  versparen  wir  auf  Capitel  X. 

87.  6.  Alle  sonstigen  Grundgebilde  lassen  sich  theils  in  ein-  und  mehr- 
fache Punkte,  theils  in  Curven  und  Linien  der  bereits  betrachteten  Art  zer- 
legen und  als  Complicationen  derselben  auffassen,  bringen  also  nichts  wesent- 
lich Neues  und  können  bei  der  allgemeinen  Betrachtung  übergangen  werden. 

§  84.  Dentigkeit  der  Verwandtsoluiit. 

88.  Um  die  Dentigkeit  der  involutorischen  Baumverwandtschaft  zu  be- 
stimmen, die  durch  ein  FlächengebOsch  n^'  Ordnung  mit  festem  Skelett 
bestimmt  ist,  suchen  wir  die  Anzahl  der  variablen  Schnittpunkte  dreier 
Flächen  des  Gebüsches. 

Wir  betrachten  zunächst  zwei  Flächen  des  Gebüsches. 

Dieselben  schneiden  sich  im  Allgemeinen  in  einer  Curve  n'^'  Ordnung, 
von  der  sich  sämmtliche  Fundamental-  und  Grundlinien  und  -curven  abspal- 
ten, und  zwwjede  i- fache  Curve  «»*•'  Ordnung  «'-fach,  so  dass  also,  wenn 
wir  setzen:  ^^iflm^Mj  die  Schnittcurve  zweier  Flächen  des  Gebüsches 
von  der  (»*  — Jlf)***  Ordnung  ist. 

Diese  Schnittcurve  besitzt: 

1.  in  jedem  isolirten  A;-fachen  Grundpunkte  einen  £*-fachen  Punkt, 

2.  in  jedem  auf  einer  l- fachen  Grund-  oder  Fundamentalcurve  ge- 
legenen A;- fachen  Gmndpunkte  einen  (^—X^)- fachen  Punkt, 

3.  in  jedem  auf  mehreren,  der  Reihe  nach  l-,  fi-,  v-,  ...-fachen 
Grund-  oder  Fundamentallinien  oder  -curven  gelegenen  jb-fiichen 
Grundpunkte  einen  (Ä*  —  A*  —  fi*  —  ...). flachen  Punkt, 
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4.  auf  jeder  $- fachen  Fundamentalgeraden ,  auf  der  Punkte  von  den 
Mnltiplicitftten  Ij,  n^^  ...  liegen,  ausser  in  diesen  Punkten  noch 
2t([n-t]--l-[A-t]-[|ii-i] )  Punkte, 

5.  auf  jeder  Fundamentalcnrve  m***  Ordnung,  auf  der  die  (X,  fi,  v,  ...)> 
ÜEUihen  Punkte  liegen^  noch  2m(n  — 1)— g  — (l  —  l)  — (f*— 1)  — •• 
Punkte,  wenn  g  der  Bang  der  Fundamentalcurve,  d.  h.  die  Zahl 
der  eine  Gerade  schneidenden  Tangenten  derselben  ist  (Cromo na, 
Baum). 

89.  Nehmen  wir  jetzt  eine  beliebige  dritte  FlSche  des  Flftehengebüsches 
M*«  Ordnung  zu,  so  schneidet  dieselbe  die  Schnittcurve  (n*  — Jlf)^^  Ordnung 
der  ersten  beiden  in  n(n*  — Jlf)  Punkten. 

Von  diesen  Schnittpunkten  liegen  aber: 

1.  in  jedem  A;- fachen  isolirten  Grundpunkte  X^,  in  allen  isolirten 
Grundpunkten  also  ^Ä*  =  Af, 

2.  in  jedem  auf  einer  A -fachen  Curve  gelegenen  X;- fachen  Grundpunkte 
*(**-l«),   im  Ganzen  also  ^ä(ä«-A«)  =  X, 

3.  in  jedem  auf  mehreren  A-»  ^-,  v-,  ...-fachen  Fundamental-  oder 
Grundcurven  gelegenen  k  -  fachen  Punkte  Ä  (Ä*  -- 1*  —  ^*  —  •  •  • ) ,  im 
Ganzen  also  >^ä;(ä*  — A«-^« )=^L\ 

4.  auf  jeder  i- fachen  Fundamentalgeraden 

2?([n-i]-l-[l-i]-[^-{\-...), 
im  Ganzen  also 

22t'([n-»]-l-[A-t]~[f*-  i] )  =  J  Punkte, 

5.  auf  jeder  Fundamentalcurve  m^^'  Ordnung 

2«(«_l)_g_(i_l)_(,»_l), 
im  Ganzen 

2(2w[t»-l]-g-[it-l] )  =  (>  Punkte. 

Es  bleiben  demnach  variable  Schnittpunkte: 

n(»«-J!f)-(JK:+X-X'+J+0) 
oder  wenn  wir  setzen 

N:=nM+K+L  +  L'+J+Q: 

„Die  Verwandtschaft  ist  also  (n'  —  JV—l) -deutig.* 

§  85.  Ordnnxig  der  VerwandtBOliaft. 

90.  Die  einer  Geraden  l  entsprechende  Curve  C|  hat  in  jedem  %- fachen 
Gnmdpunkte  einen  nX;^- fachen  Punkt.  Von  ihr  spaltet  sich  daher  jede 
i'hcke  Grund-  oder  Fundamentallinie  oder  -curve  ni'-fach  ab,  und  es 
ergiebt  sich  daher: 

»Die  einer  Geraden  l  entsprechende  Curve  Ci  ist  von  der  (ti*  — tilf 
—  1)**^  Ordnung  und  hat  in  jedem  isolirten  X;- fachen  Grundpunkte  einen 
Mfc*- fachen,  in  jedem  auf  einer  Anzahl  A-,  fA-,  v-,  ...-facher  Grund-  oder 
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Fundamentallinien  gelegenen  X;- fachen  Punkte  aber  einen  n(A^  - 1'  —  fi'  —•  •)- 
fachen  Punkt." 

91.  „Die  einer  Ebene  e  entsprechende  Flttche  <!>«  der  (t)'  — nJf — 1)^ 
Ordnang  enthält  jede  t- fache  Grundlinie  n'i-fach"  u.  s.  w. 

Von  neuen  Arten  specieller  Ebenen  tritt  nur  die  Ebene  b  auf,  die 
durch  eine  «-fache  Fundamentalgerade  geht  und  deren  zugehöriger  FlSche 
0,  Ordnung  dadurch  um  2i* [(n  —  t)  —  1  —  (l  —  t)  —  •  •  •]  und  ausserdem  noch 
um  die  ^urch  die  auf  der  betreffenden  Fundamentalgeraden  etwa  liegenden 
k'f  fi-,  ...-fachen  Grundpunkte  bedingte  Zahl  sinkt 

Für  Gerade  g  ist's  gleich,  ob  sie  i- fache  Carven  oder  Grundpnnkte 
treffen. 

§  86«  Die  Kemflftohe. 

92.  Die  Kemflache  H  der  4(»— !)*•»  Ordnung  enthält: 

1.  alle  ein&chen  Grundpunkte  als  Doppelpunkte, 

2.  ,    %. fachen  „  ,    (4X;  — 3)-fache  Punkte, 
8.     „     einfachen  Grundlinien  oder  -curven  doppelt, 

4.  „  „         Fundamentallinien  oder  -curven  doppelt, 

6.  „  t-fochen  „  ji  n  (4t  — 3)-fach, 

6.  „  „  Grundlinien  »  »  n 

7.  „  Hauptlinien  oder  -curven  einfEush. 


(Sohlntt  folgt) 
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XVI. 

Ueber  die  AnzaM  der  Lösungen  gewisser  Aufgaben 
und  allgenieine  Eigenschaften  algebraischer  Curven. 

Von 

Benedikt  Sporeb. 

(Sohlutt.) 


IV. 

Ueber  Xegeliolmitte^  welche  gegebene  Curven  unter  gegebenen 

Winkehi  durcliichneiden. 

1.  Alle  die  vorher  entwickelten  Beeultate  sind  nur  specielle  Fftlle  der 
viel  allgemeineren  Aufgabe: 

Es  soll  die  Anzahl  Kegelschnitte  bestimmt  werden,  welche 
irgend  ffinf  gegebene  Curven  unter  gegebenen  Winkeln  durch- 
Bchneiden,  oder  vielmehr,  welche  mit  jeder  der  gegebenen 
Cnrven  einen  solchen  besondern  Punkt  gemein  haben,  dass  die 
Tangenten  in  diesen  Punkten  an  den  Kegelschnitt  mit  den 
Tangenten  an  die  gegebenen  Curven  gegebene  Winkel  bilden. 

Wir  wollen  uns  jedoch  bei  der  Behandlung  dieser  Frage,  die  im  AU- 
gemeinen  auf  keine  grosse  Schwierigkeit  führt,  aber  umstSndliche  Formeln 
liefert,  auf  den  Fall  beschränken,  wo  die  fünf  gegebenen  Curven  Kegel- 
schnitte und  alle  gegebenen  Winkel  rechte  sind,  d.  h.  auf  die  Aufgabe: 

Es  soll  die  Anzahl  Kegelschnitte  bestimmt  werden,  die 
irgend  fttnf  gegebene  Kegelschnitte  rechtwinklig  (in  einem 
Punkte)  durchschneiden. 

üeberdies  werden  wir  auch  hier  nur  die  ersten  Reihen  der  Tabelle  ent- 
wiekeht 

Auch  hier  gehen  wir  wieder  aus  von  dem  Büschel  Kegelschnitte  durch 
vier  Punkte  Pq.  Durch  irgend  einen  Punkt  N  auf  G  geht  ein  Kegelschnitt 
P^  des  Büschels  B{P*),  Ziehen  wir  in  diesem  Punkte  eine  Normale  NM 
des  Kegelschnittes,  die  N  zum  Fusspunkte  hat,  so  ist  jeder  Punkt  N  der 
Geraden  G  so  beschaffen ,  dass  durch  ihn  eine  nicht  mit  G  zusanmienfallende 
Gerade  NM  geht.  Nach  I.  durchschneiden  aber  drei  Kegelschnitte  P'  die 
Gerade  G  rechtwinklig,  also  f&llt  NM  dreimal  mit  G  zusammen»  Dies 
giebt  uns  den  Satz: 

Soll  der  Fusspunkt  der  Normale  N  eines  Kegelschnittes 
^'  des  Büschels  B(P^)  auf  der  Geraden  G  gelegen  sein,  so  ist 

Digitized  by  LjOOQ IC 


294 


üeber  die  Anzahl  der  LOsungen  gewisser  Aufgaben  etc. 


der  Ort  dieser  Normalen  eine  Cnrve  vierter  Classe  N^^  mit  G 
als  dreifacher  Tangente. 

Diese  Curve  N^^  ist  es  nun,  die  in  dieser  Frage  die  Stelle  einnimmt^ 
die  in  IL  die  Curve  P^^  inne  hatte. 

Ist  nun  ein  zweites  Bttschel  B(C^  gegeben,  so  gehört  zu  diesem 
Büschel  in  Bezug  auf  die  Tangente  T  einzelner  Curven  C*  dieses  Büschels, 
die  ihren  Berührungspunkt  auf  G  haben,  eine  Curve  T^\  Diese  Curve  hat 
mit  der  Curve  N^^  ausser  G  noch  4.3  —  2.3  =  6  Tangenten  gemein,  woraus 
wir  wieder  finden: 

Soll  ein  Kegelschnitt  C*  eines  Büschels  JB((7^)  einen  Kegel- 
schnitt eines  zweiten  Büschels  rechtwinklig  durchschneiden, 
so  ist  der  Ort  des  Schnittpunktes  eine  Curve  Ri\ 

R^^  hat  nun  mit  irgend  einem  Kegelschnitte  P^  ausser  den  vier  Orund- 
punkten  noch  6.2  — 4.1=8  Punkte  gemein;  also: 

Es  giebt  acht  Kegelschnitte,  welche  durch  vier  Punkte 
gehen  und  irgend  einen  Kegelschnitt  rechtwinklig  durch- 
schneiden. 

Auf  diese  Art  erhalten  wir  leicht  folgende  Tabelle: 


Nr. 

ßestimmnngs- 
stücke. 

HilfiMsurveii. 

i 

Lö- 
sungen 

Bildongs- 
Gesetz 

P 

T 

K 

^ 

b; 

1 
2 

8 

4 
6 

4 
8 
2 

1 
2 
8 

4 

1 
1 

1 

1 
1 

Bf 
BT 

b; 

8 
16 
24 
20 
10 

1.4  +  2.2 
2.4  +  4.2 
4.4  +  4.2 
4.4  +  2.2 
2  4  +  1.2 

6 

7 
8 
9 

1 
2 
8 

2 
2 
2 
2 

Tu 

Tu 

2fS 

Bt 

Bie 

BS 

64 
112 
186 
100 

8.4  +  16.2 
16.4+24.2 
24.4  +  20.2 
20  4  +  10  2 

10 
11 
12 

1 
2 

8 
8 
8 

Tili 
Tis 
Tis 

BS' 
BSi 
BtS 

480 
720 
744 

64.4  +  112.2 
112.4+186.2 
186.4+100.2 

18 
14 

1 

4 
4 

TIS" 

BSf 

B,T 

8860 
4868 

480.4  +  720.2 
720.4  +  744.2 

16 

• 

6 

tSS 

22176 

8860  4  +  4868.2 

Es  giebt  somit  22176  Kegelschnitte,  die  irgend  fünf  Kegel- 
schnitte in  einzelnen  Funkten  rechtwinklig  durchschneiden, 
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Hiermit  wollen  wir  die  Zahl  der  Beispiele  abschliessen ,  dabei  jedoch 
noch  bemerken,  dass  die  bis  jetzt  erhaltenen  Besultate  uns  gestatten,  auch 
noch  die  Anzahl  LOsnngen  zu  bestimmen,  wenn  die  gesuchte  Cnrye  K^ 
irgend  fünf  beliebigen  der  obigen  Bedingungen  gehorchen  mnss. 

V. 

Veber  das  bei  obigen  und  verwandten  Fragen  auftretende 

BUdnngsgeseti. 

1.  Schon  die  wenigen  gegebenen  Beispiele  lassen  uns  darauf  schliessen, 
dass  es  bei  der  Entwickelang  solcher  Fragen  nur  auf  die  Bestimmnng  ge- 
wisser Coefficienten  ankommen  wird.  Wir  finden  nämlich,  dass  im  Schema 
sn  I.  die  Zahlen  1,  1,  im  Schema  zu  II.  die  Zahlen  2,  2  und  im  Schema  zn  IV. 
die  Zahlen  4,  2  im  Bildungsgesetz  immer  wiederkehren,  und  dass  diese  Ge- 
setzmässigkeit anch  in  III.  auftritt,  in  dem  dortigen  Schema  jedoch  auf 
gewisse  Gruppen  beschränkt  bleibt.  In  allen  den  genannten  Fällen  kommt  ein 
Satz  zum  Ausdruck,  den  bereits  Chasles  gegeben  hat.   Es  ist  dies  der  Satz: 

Gehen  von  einem  System  Kegelschnitte^  das  durch  vier 
Bedingungen  gegeben  ist,  je  a  durch  einen  Punkt,  während  je 
5  derselben  eine  Gerade  berühren,  so  giebt  es  ap  +  hq  Kegel- 
schnitte, welche  noch  eine  fünfte  weitere  Bedingung  erfüllen 
und  wobei  p  und  q  gewisse  Constanten  sind,  die  nur  von  der 
fünften  Bedingung  abhängen,  das  System  möge  beschaffen 
sein  wie  es  wolle. 

Hierbei  wollen  wir  jedoch  ausdrücklich  bemerkt  haben ,  dass,  wenn  der 
Satz  giltig  sein  soll,  unter  Umständen  fremdartige,  uneigentliche 
Losungen  mitgezählt  werden  müssen.  Unter  dieser  Voraussetzung 
wollen  wir  dem  Satze,  bevor  wir  ihn  beweisen,  eine  etwas  allgemeinere 
Fassung  geben,  nämlich  die  folgende: 

Ist  irgend  ein  System  Curven  «*•*  Grades,  das  ^fi(n+3)  — 1 
Bedingungen  gehorcht,  gegeben  und  so  beschaffen,  dass  je  a 
der  Curven  desselben  durch  einen  Punkt  gehen,  während  je  h 
eine  Gerade  berühren,  so  erfüllen  je  {ap-^rhq)  Curven  des  Sy- 
stems noch  eine  weitere  Bedingung,  wo  a  und  h  nur  von  der 
letzten  Bedingung  abhängige  Constanten  sind. 

Wir  erhalten  nämlich  zunächst  den  Satz: 

Soll  der  Berührungspunkt  t  einer  Tangente  T  einer  Curve 
C"  obigen  Systems  S(C^)  auf  einer  Geraden  G  gelegen  sein,  so 
ist  der  Ort  der  Geraden  T  eine  Curve  (a +  &)*•'  Classe  r*«+*, 
nnd  soll  T  durch  einen  Punkt  Q  gehen,  so  ist  der  Ort  von  i 
eine  Curve  (a +  &)*•»  Grades  *«*+*. 

Soll  das  System  nun  noch  eine  letzte  Bedingung  erfüllen  in  Bezug  auf 
eine  Curve  (/%  so  kOnnen  wir  diese  Bedingung  ausdehnen  auf  ein  Büsche] 
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Cnrven  r**"  Grades  B{C^)^  dem  obige  Cnrve  C"  angehört,  und  'erhalten 
dann  in  Beziehung  auf  dieselbe  Gerade  G  eine  Curve  (x+y)^  Classe  mit 
G  als  ^-facher  Tangente,  d.  h.  wir  erhalten  den  Satz: 

Sollen  Curven  des  Systems /S(C")  in  Bezug  auf  eine  andere 
Curve  (7**  eine  anderweitige  letzte  Eigenschaft  haben,  so  können 
wir  diese  Beziehung  ausdehnen  auf  die  Curven  eines  Bfischels 
£(C)  durch  f^  Grundpunkte  Pq  und  diese  Curven  in  entspre- 
chende  Beziehung  zur  Geraden  G  setzen,  so  dass  di^  genannte 
letzte  Eigenschaft  durch  eine  Curve  (fl?  +  y)**'  Classe  ^5^*+^^  mit 
G  als  y-facher  Tangente  zum  Ausdruck  kommt. 

Beide  Curven  ^6«+*  und  jB,*+y  haben  nun  {x+y)(a  +  h)  Tangenten 
gemein,  von  denen  jedoch  hy  auf  G  gelegen  sind^  also  noch  (a{x+y)  +  hx) 
andere  übrig  bleiben.     Daraus  schliessen  wir  jedoch  wieder: 

Soll  eine  der  Curven  des  Systems  S{C*)  in  irgend  einem 
Punkte  R  einer  Curve  C""  eines  Büschels  B{C'')  irgend  eine  be- 
stimmte Bedingung  erfüllen,  so  sind  auf  jeder  Geraden  G  je 
i€i[x  +  y)  +  hx')  Punkte  R  gelegen,  oder  der  Ort  des  Punktes  R  ist 
eine  Curve  (a(»  +  y) +  *«)*•»  Grades  Ä«(*+»>+*',  welche  die  r* 
Grundpunkte  des  Büschels  zu  a-fachen  Punkten  hat. 

Da  femer  die  Curve  Äa«(*+y)+**  mit  jeder  Curve  C  ausser  den  r* 
Grundpunkten  noch 

ra{x+f/)  +  rhx  —  af^  =  ar{x+y—r)  +  brx 
Punkte  gemein  hat,  so  folgt  daraus: 

Sollen  die  Curven  eines  Systems  fi^((7")  in  Bezug  auf  irgend 
eine  beliebige  Curve  C^  noch  eine  letzte  Bedingung  erfüllen, 
80  giebt  es  im  Allgemeinen  je 

r{x+y  —  r)a  +  rx'b 
solche  Curven  des  Systems. 

Hierbei  sind  die  Coefficienten  von  a  und  t  thatsSchlich  nur  von  der 
letzten  Bedingung  abhSngig,  das  System  möge  beschaffen  sein,  wie  es  wolle, 
um  letztere  Coefficienten  also  zu  bestimmen,  können  wir  namentlich  das 
System  so  einfach  wie  nur  möglich  voraussetzen.  Insbeson- 
dere können  wir  zu  deren  Bestimmung  z.  B.  ein  Büschel  Ge- 
raden durch  einen  Punkt  wählen  und  hierbei  von  der  Geraden  G 
absehen,  und  erhalten  dann  den  Satz: 

Hat  eine  Gerade  H  in  Bezug  auf  eine  gegebene  Curve  C 
die  verlangte  Eigenschaft  und  gehen  x  derselben  durch  einen 
Punkt,  während  je  y  von  den  Curven  eines  Büschels  B{C^)  eine 
beliebige  Gerade  ^Tnach  der  verlangten  Bedingung  schneideni 
so  sind  die  obigen  Coefficienten  gleich 

r(a;  +  y  — r)   und  rx. 
Oder: 
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Ist  der  Ort  des  Punktes  R^  in  welchem  eine  Gerade  duroh 
einen  festen  Punkt  eine  Gurve  eines  Bttsohels  unter  irgend- 
welcher gegebener  Bedingung  durchschneidet,  eine  Gurve 
(*+y)**"  Grades,  welche  den  festen  Punkt  zum  a;-fachen  Punkte 
hat,  so  sind  die  obigen  Coefficienten  durch  r{x+y^r)  und  rx 
gegeben. 

Oder  vollständiger : 

Ist  der  Ort  des  Punktes  R^  in  welchem  eine  Gerade  durch 
einen  festen  Pol  P  eine  Gurve  C^  eines  Büschels  B{C^)  durch 
r*  Grundpunkte  unter  irgendwelcher  Bedingung  durchschnei- 
det, eine  Gurve  (a;  +  y)^*°  Grades  mit  P  als  a;-fachem  Punkte,  so 
giebt  es  stets  r(x  +  y  —  r)a  +  hrx  solche  Gnrven  eines  durch 
^n(n+3)-l  gegebene  Bedingungen  bestimmten  Systems,  welche 
eine  bestimmte  Beziehung  zu  einer  Gurve  C**  haben,  und  wobei 
a  und  h  angeben,  wieviele  der  Gurven  des  Systems  durch  einen 
Punkt  gehen,  resp.  eine  Gerade  berflhren« 

Hierbei  wollen  wir  jedoch  ausdrücklich  und  wiederholt  bemerken ,  dass, 
wenn  der  Satz  giltig  sein  soll,  nöthigenfalls  auch  uneigentliche 
Losungen  oder  einzelne  Losungen  als  mehrwerthig  gezählt 
werden  müssen.  Wir  sind  nämlich  davon  ausgegangen,  dass  zwei  Gurven 
ausser  einer  bestimmten  Geraden  G  noch  weitere  von  G  verschiedene  Tan- 
genten Tj  gemein  haben.  Die  von  uns  gegebene  Anzahl  von  solchen  Tan- 
genten T^  kann  jedoch  aus  mehrerlei  Gründen  hinföllig  werden.  So  kennen 
z.  B.  in  6  mehr  Tangenten,  als  angenommen  worden,  vereinigt  sein,  dann 
nftmlich,  wenn  G  von  beiden  Gurven  in  gleichen  Punkten  berührt  wird, 
oder  aber  es  kann  jede  Tangente  T^  (wie  wir  weiter  unten  sehen  werden) 
als  mehrfach  zählend  angesehen  werden  müssen,  oder  aber  auch  die  Gerade 
6»  als  Tangente  T^  auf  uneigentliche  Losungen  führen  u.  s.  w. 

Will  man  demnach  sicher  gehen,  so  hat  man  auf  der  Geraden  G  das 
Fortschreiten  der  Tangenten,  welche  uns  beide  obige  Gurven  geben,  voll- 
ständig und  genau  zu  verfolgen. 

Dass  dies  nöthig  ist,  mag  uns  folgendes  Beispiel  zeigen: 
Ein  System  Kegelschnitte  ist  so  beschaffen,  dass  jeder 
Kegelschnitt  durch  drei  Punkte  geht  und  auf  einer  Geraden  G 
je  dieselben  Punkte  bestimmt,  wie  die  Kegelschnitte  eines 
Büschels  JB(C/');  es  soll  die  Anzahl  Kegelschnitte  bestimmt 
werden,  die  die  zugehörigen  Kegelschnitte  in  vier  solchen 
Punkten  schneiden,  von  denen  drei  auf  G  gelegen  sind.  Oder: 
Zwei  Kegelschnitte,  welche  zwei  Büscheln  jB(C*)  und  JB(P*) 
angehören,  bestimmen  auf  einer  Geraden  G  dieselbe  Involu- 
tion; es  soll  die  Anzahl  der  Kegelschnitte  des  einen  Büschels 
^{C^  bestimmt  werden,   die  den  zugehörigen  Kegelschnitt  in 
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einem  Punkte  A  von  G  berühren  und  in  einem  zweiten  Punkte 
B  auf  G  schneiden. 

Ziehen  wir  in  irgend  einem  Punkte  P  auf  G  die  Tangenten  an  die 
beiden  Kegelschnitte  der  Büschel ,  die  durch  P  gehen ,  so  erhalten  wir  als  Orts- 
curven  dieser  Tangenten  zwei  Curven  dritter  Classe  B^^  und  D^',  die  beide 
G  zur  Doppeltangente  haben.  Beide  Curven  berühren  jedoch  G  in  denselben 
Punkten ,  die  Gerade  G  zählt  somit  nicht  vierfach  als  gemeinsame  Tangente, 
sondern  sechsfach.  Dementsprechend  giebt  es  nur  noch  drei  der  verlangten 
Eegelschnittpaare,  während  den  zwei  durch  G  weiter  absorbirten  Tangenten 
Kegelschnittpaare  entsprechen,  die  die  verlangte  Bedingung  nicht  erfttllen, 
vielmehr  zu  den  uneigentlichen  Lösungen  zu  rechnen  sind. 

VL 
Anwendungen  des  Hauptsatzes  obigen  Theils. 

Von  dem  obigen  Hauptsatze  wollen  wir  nur  einige  Anwendungen 
machen,  und  zwar: 

1.  Es  soll  die  Anzahl  Kegelschnitte  bestimmt  werden, 
welche  fünf  gegebene  Geraden  zu  Normalen  haben. 

Jede  Gerade  N  gehört  zu   einem  Büschel  B{N).     Der  Ort  der  Fnss- 
punkte   der   Strahlen   eines  Büschels  jB(P),   die  senkrecht  stehen  auf  den 
Strahlen  des  Büschels,  ist  ein  Kreis  über  der  Verbindungslinie  der  Mittel- 
punkte beider  Büschel,  also  eine  Curve  B^*.    Daraus  folgt: 
a?+y  =  2,    x==l,    r=l; 
r(fl;  +  y  — r)  =  l,     rx=l, 
also  das  Bildungsgesetz  als  gegeben  durch  a+hj  woraus  die  Lösung  stufen- 
weise folgt     (Siehe  L) 

2.  Es  soll  die  Anzahl  Kegelschnitte  eines  Systems  bestimmt  werden, 
welche  irgend  eine  Curve  dritten  Grades  berühren. 

Wir  haben  den  Satz:  Der  Ort  der  Berührungspunkte  der  Tangenten 
von  einem  Pole  P  an  die  Curven  des  Büschels  ist  eine  Curve  fünften  Grades, 
mit  P  als  einfachem  Punkte;  B^^.    Also  ist: 

und  da  r^3  ist,  folgt: 

r(ir  +  y-3)==6,    rx^3, 

woraus  wir  das  Bildungsgesetz  erhalten: 

i==6a  +  36, 
d.  h.  das  Gesetz,  das  sich  uns  z.  B.  auch  ergiebt,  wenn  wir  etwa  p  in  IIL 
B=3  setzen.     Es  ist  dort: 

«i='P(p-l)  =  6i    ft  =  p  =  3. 

3.  Es  soll  die  Anzahl  Kegelschnitte  bestimmt  werden,  die  irgend  fünf 
Curven  dritten  Grades  senkrecht  durchschneiden. 
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Wir  haben  xunSchst,  wie  wir  unten  in  VII.  zeigen  werden,  den  Satz; 

Fallen  wir  von  einem  Punkte  P  Normalen  auf  die  Gurven  eines  Bü* 
schels  B{0^) ,  80  ist  der  Ort  des  Fnsspunktes  derselben  eine  Curve  sechsten 
Qrades,  welche  P  zum  einfachen  Punkte  hat.     Dies  giebt: 

nnd,  da  r=3: 

r(«+y-3)  =  9,    rfl;  =  3, 
also  das  Bildungsgesetz: 

X  =  9a  +  36. 

Grehen  wir  nun  von  den  Werthen  1,  2,  4,  4,  2,  1  aus,  so  erhalten 
wir  zur  Entwickelung  der  Aufgabe  folgendes  Schema: 

12  4  4  2         1 

15        30        48         42        21 

225       414       658       441 

9267      5700      7245 

46603     73035 

637632. 

Es  giebt  somit  im  Allgemeinen  je  637632  Kegelschnitte, 
die  irgend  fünf  Curven  dritten  Grades  in  einem  Punkte  senk- 
recht durchschneiden,     ü.  s.  w. 

Hiermit  wollen  wir  den  ersten  Haupttheil ,  der  sich  mit  der  Frage  nach 
der  Anzahl  der  Losungen  einer  Aufgabe  beschäftigt,  verlassen  und  über- 
gehen zu  dem  zweiten  Theile,  der  sich  mehr  mit  den  Eigenschaften  all- 
gemeiner Curven  be&sst 

vn. 

TTeber  die  Anzahl  Hormalen  einer  Cnrve,  welche  durch  einen  Punkt 

gehen« 

Zur  Behandlung  dieser  Frage  gehen  wir  ebenfalls  von  einem  Büschel 
Curven  n**°  Grades  J?(C*)  durch  »*  Grundpunkte  aus.  Wir  haben  zunächst 
den  Satz: 

Liegt  der  Berührungspunkt  einer  Tangente  T  einer  Curve 
C"  eines  Büschels  auf  einer  Geraden  G^  so  ist  der  Ort  der  Tan- 
gente selbst  eine  Curve  tIZzI, 

Ebenso  haben  wir: 

Liegt  der  Scheitel  eines  rechten  Winkels  auf  einer  Ge- 
raden Gj  wShrend  der  eine  Schenkel  durch  einen  festen  Punkt 
geht,  so  umhüllt  der  andere  Schenkel  eine  Parabel  P^y  welche 
auch  G  berührt 

B^de  Curven  T^nZ%  und  P^  haben  nun  ausser  G  selbst  noch 

2(2n-l)-(2n-2)  =  2» 
Tangenten  gemein,  woraus  jedoch  sofort  folgt; 
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Fällen  wir  von  irgend  einem  Punkte  P  Lothe  auf  die  Cur- 
ven  eines  Büschels,  so  liegen  deren  Fusspunkte  alle  auf  einer 
Gurve  2n^*°  Grades  R^^y  welche  auch  durch  die  Grundpunkte 
des  Büschels  geht. 

Ausser  den  letzteren  Grundpunkten  hat  nun  die  Ortscurve  mit  einer 
einzelnen  Gurve  C"  des  Büschels  noch  2»*  — n*  =  n*  Punkte  gemein,  wo- 
raus wir  jedoch  weiter  folgern  können: 

Durch  jeden  Punkt  gehen  n*  Normalen  einer  Gurve  i»**" 
Grades. 

VIIl. 

Heber  die  Anzahl  Curven  dreier  Büschel,  die  lich  alle  in  einem 

Punkte  berühren^  und  über  oscnlirende  Curven  sweier  Büschel 

und  die  Hesse'sche  Cnrve. 

1.  Wir  hatten  bereits  oben  den  Satz: 

Liegt  der  Berührungspunkt  einer  Tangente  T  einer  Gurve  C**  eines 
Büschels  B{C^)  auf  einer  Geraden  G^  so  ist  der  Ort  der  Tangente  T  eine 
Gurve  (2r  — 1)*«  Glasse  mit  G  als  (2r  —  2)-facher  Tangente.  Wenden  wir 
dies  auf  zwei  Büschel  B{C^)  und  B{C*)  an,  so  erhalten  wir  daraus  zwei 
Curven  C2(r-o  ^"^  ^2/— 2i  welche  ausser  G  noch 

(2r-l)(25-l)-4(r-l)(s-l)  =  (2r+2s~3) 
Tangenten  gemein  haben.     Daraus  folgt: 

Soll  eine  Gurve  eines  Büschels  B{C^)  eine  Gurve  des  Bü- 
schels B{C')  berühren,  so  ist  der  Ort  des  Berührungspunktes 
eine  Gurve  (2r  +  2s  — 3)*«"  Grades  R^''-^^—\  welche  auch  durch 
die  Grundpunkte  beider  Büschel  geht. 

Hieraus  erhalten  wir  zunächst: 

Eine  Gurve  C  wird  von  r(r  +  2s  — 3)  Gurven  eines  Büschel* 
B[C^)  berührt    (Steiner,  Ges.  W.,  Bd.  2  S.  500.) 

2.  Insbesondere  sind  also  unter  den  Gurven  des  Büschels  B^C")  auch  je 
(2r  +  25-3)(2r  +  2s~3  +  25-3)  =  (85«  +  4r»  +  12fir-18r~245-fl8) 
solche  enthalten,  welche  die  Ortscurve  Ä^^rf  ^«-s  berühren.  Hierin  sind 
jedoch  inbegriffen: 

A,  Gurven  C*,  welche  R^^-^^'-^  in  einem  der  Grundpunkte  des 
Büschels  berühren,  und  zwar  zählt  jede  dieser  Gurven  zweifach; 

B,  Gurven  (7*,  von  denen  jede  die  Ortscurve  Äj^'+*«-'  in  einem 
Punkte  $,  der  Grundpunkt  des  Büschels  B(C^)  ist,  berührt;  jede  soldie 
Gurve  zählt  einfach,  und 

C,  diejenigen  Gurven  des  Büschels  B  (C*) ,  welche  einen  Doppelpunkt 
haben. 

Ziehen  wir  nun  von  dem  obigen  Werthe  für  diese  drei  Fälle  die  Zahlen 
2ä*,  r*  und  3(s  — 1)*  ab,  so  bleiben  noch 
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3(H+s*  +  4r5-6r-65  +  5) 
Curven  des  Büschels,  die  Äj2r+2*-8  eigentlich  berühren.    Zu  jedem  solchen 
Bertthmngspunkte  gehört  aber  eine  solche  Curye  C7',  die   eine   der  Curven 
C^  in  diesem  Punkte  osculirt.     Daraus  folgern  wir: 

unter  den  Curven  zweier  Büschel  giebt  es  insbesondere 
anch  je  3{(p  +  ^)(p  +  g  — 6)  +  2|)g  +  5j,  welche  einander  in  irgend 
einem  Pankte  osculiren.     (Vergl.  Steiner,  Ges.  W.,  Bd.  2  S.  500). 

3.  Sind  femer  drei  Büschel  J5(C^),  B{C')  und  B{C^)  ge^feben,  so 
können  wir  das  eine  Mal  das  Büschel  BiC'^)  und  das  Büschel  B{C')y  das 
andere  Mal  das  Büschel  B{C^)  und  das  Büschel  B{C^)  combiniren  und  er- 
halten auf  diese  Art  zwei  Curven  /?j2r+2.-3  ^^^  Ä|^'"+2'-».     Beide  haben 

(2r  +  25-3)(2r+2*-3) 
Pnnkte  gemein.     Hiervon  gehen  ab  für  die  Grundpunkte  des  Büschels  B(C'') 
f*  solche  Werthe  und  für  3  (H  ^  1)  Doppelpunkte  einzelner  Curven  des  Bü- 
schels ebenso  viele.     Es  bleiben  demnach  noch 

(2f+2Ä-3)(2r  +  2*-3)-H-3(r-l)«  =  4(r5  +  r^  +  50-6(r+5  +  ^-l) 
andere  übrig.     Dementsprechend  haben  wir  auch: 

unter  den  Curven  dreier  Büschel  giebt  es  je 
A{rt  +  rs  +  8t)-Q{r'\'S  +  t'-V) 

solche,  die  sich  alle  drei  in  einem  Punkte  berühren.     (Steiner, 
Ge8.W.,  Bd.  2  S.  500.) 

4.  Berühren  sich  irgend  zwei  Curven  r**"  Grades  in  einem  Punkte  P, 
so  ist  unter  den  Curven  des  Büschels,  das  durch  beide  Curven  bestimmt 
ist,  insbesondere  auch  stets  eine  solche,  die  P  zum  Doppelpunkte  hat 

Lassen  wir  nun  den  Pol  Q  auf  einer  Geraden  G  sich  bewegen,  so  bilden 
alle  zu  diesen  Polen  Q  gehörigen  ersten  Polaren  i0"~'  in  Bezug  auf  eine 
Basis  C»  einen  Büschel  JB(()»-')  von  Curven  (»  —  1)*«"  Grades.  Bewegt 
sich  ebenso  der  Pol  N  auf  einer  zweiten  Geraden,  so  gehört  auch  hierzu 
ein  Büschel  erster  Polaren,  B(N^^^).  Soll  nun  weiter  eine  der  Curven 
0""*  eine  der  Curven  JV"""^  berühren,  so  ist  nach  1.  der  Ort  des  gemein- 
samen Berührungspunktes  R  eine  Curve  vom  Grade  (2(n— 1)  +  2(»  — 1)  — 3) 
=  4n— 7.  Diese  Curve  enthält  jedoch  als  Theil  die  erste  Polare  Po"~^  in 
Bezug  auf  die  Basis,  welche  durch  die  Grundpunkte  beider  Büschel  erster 
Polaren  geht,  zerfällt  also  in  diese  Curve  (?o""*  ^^^  ^^^^  Curve  3(w  — 2)*^ 
Grades  lp(«-2>^  welche  die  Hesse'sche  Curve  heisst     Wir  erhalten  also: 

Soll  die  erste  Polare  einen  Doppelpunkt  haben,  so  ist  der 
Ort  dieses  Doppelpunktes  eine  Curve  3(»  — 2)**"  Grades,  welche 
^ie  Hesse'sche.  Curve  heisst. 

Hiermit  haben  wir  die  Grundlage  zur  Betrachtung  der  Besultate  gegeben, 
die  sich  in  der  St  ein  er 'sehen  Arbeit  S.  498  der  Ges.  W.  Bd.  2  entwickelt 
fiaden,  nnd  die  wir  in  einer  andern  Arbeit  eingehend  behandeln  werden. 
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IX 
üeber  die  Anzahl  der  Wende-  und  Doppeltangenten  einer  Curre  C\ 

1.   Soll  diese  Anzahl  bestimmt  werden,  so  gehen  wir  auch  hier  wieder 


von  einem  Büschel  Curven  C" 
iig.i. 


aas. 


Schneidet  irgend  eine  der 
Curven  die  Gerade  G  in  einem 
Punkte  X  und  eine  Gerade  L 
in  einem  Punkte  y,  so  ist  der 
Ort  der  Geraden  xy  eine  Corve 
(2n  - 1)*«  Classe,  Ol'Si\  mit 
G  als  (••—l)-facher  Tangente. 
Ziehen  wir  weiter  in  o;  an  (7* 
^  eine  Tangente  xZ  an  C",  so 
ist  der  Ort  derselben  eine  Curve 
(2«-l)««  Classe  mit  G  als 
2(n-l)-facher  Tangente.  Beide  Curven  haben  (2«  — 1)«  — 2(ii  — 1)* 
=  2n^'l  Tangenten  gemein,  die  mit  G  nicht  zusammenfallen.  Hiervon 
geht  jedoch  noch  eine  weitere  ab,  welche  durch  den  Schnittpunkt  Q  von  G 
und  L  geht.  Es  bleiben  somit  noch  2n'  — 2  weitere  Tangenten  übrig. 
Hieraus  erhalten  wir: 

Soll  der  Berührungspunkt  x  einer  Tangente  «y  einer  Curve 
des  Büschels  auf  einer  Geraden  G  gelegen  sein,  so  liegen  von 
den  weiteren  Schnittpunkten  der  Curve  mit  der  Tangente  noch 
je  2n*  — 2  auf  der  Geraden  L.    Oder: 

Liegt  der  Berührungspunkt  einer  Tangente  an  eine  Curve 
des  Büschels  auf  einer  Geraden  6,  so  ist  der  Ort  der  übrigen 
Schnittpunkte  der  Tangente  mit  der  Curve,  die  ihr  zugehört, 
eine  Curve  2n*-2*"  Grades.* 

Diese  letztere  Curve  hat  mit  der  Geraden  G  wieder  2n'  — 2  Punkte 
gemein.  Diese  zerfallen  in  2(n  — 1)  Gruppen  von  je  (w  — 2)  Punkten,  wovon 
jede  Gruppe  zu  einer  Curve  C"  gehört,  die  G  berührt,  und  2n'  — 2 
—  2(n— l)(ft— 2)=:6(ii  — 1)  andere  Punkte,  die  Wendepunkte  einzeker 
Curven  des  Büschels  sind. 

Lassen  wir  G  durch  einen  Grundpunkt  des  Büschels  gehen,  so  finden 
wir  auf  analoge  Art,  dass  ausser  demselben  nur  noch  (6ii  —  9)  Wendepunkte 
auf  dieser  Geraden  G  liegen. 


*  Dieser  Satz  enthält  far  n  =  S  einen  scheinbaren  Widersprach,  da  sich  eine 
Curve  sechsten  Grades  ergiebt.  Diese  Carve  ist  zasammengesetst  aus  den  sechs 
Verbindungslinien  der  vier  Gnmdpankte  des  Büschels,  und  alle  Punkte  dieser  Qe^ 
raden  sind  thats&chlich  als  Wendepunkte  einzelner  Kegelschnitte  des  Bfischeb  an- 
zusehen. 
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Dies  giebt  wieder  den  Satz: 

Der  Ort  der  Wendepunkte  der  Carven  eines  Büschels  ist 
eine  Cnrve  6(n  —  l)*«"  Grades  TT^®^"-'*,  welche  die  Grundpnnkte 
des  Btlschels  zu  dreifachen  Punkten  hat. 

Hieraus  ergiebt  sich  weiter: 

Jede  Curye  n*^^  Grades  hat  im  Allgemeinen  3n{n  —  2)  Wende* 
punkte,  und  durch  diese  Wendepunkte  gehen  unendlich  viele 
Carven  3(n  — 2)*«*  Grades. 

2.    Zur  Bestimmung  der  Doppeltangenten  dient  folgendes  Verfahren: 
Ist    X    ein    Punkt    einer  pig.  2. 

CuTTe   C"    eines    Büschels 
^((7")  auf  G  und  ziehen  wir 
Ton  G  die  Tangenten  xy  an 

die  Curve,  so  ist  der  Ort  dieser  

Tangenten  eine  Gurre  ii(n-l)  G 

-.2  +  2(«-.l)(n-2)  =  (3n«-7«  +  2)»«  Grades  C2^«-i)Ä,  welche  G  zur 
2(w  —  l)(n~  2) -fachen  Tangente  hat  Femer  ist  der  Ort  der  Tangente  xg 
im  Punkte  x  an  die  Curve  C"  eine  Curve  2(n  — 1)**'  Classe  G2("n-i),  mit 
G  als  2(ii  — l)-facher  Tangente.  Beide  Curyen  haben  nun  ausser  G  selbst 
noch  (2n-l)(3««— 7w+2)-4(n-l)«(«-.2)  Tangenten  Z  oder  auch 
(2fi^^n'  — 9ii4-6)  solche  Tangenten  gemein.  Diese  letzteren  bestehen 
aber  aus  den  Wendetangenten  der  Gurren  des  Büschels,  deren  Wende- 
punkte in  G  liegen,  und  aus  solchen  Doppeltangenten  einzelner  Curven  des 
Bttschelsi  die  die  zugehörige  Curve  in  einem  Punkte  auf  G  berühren.  Jeder 
solchen  Wendetangente  entsprechen  in  beiden  Curven  dieselben  Berührungs* 
pankte,  oder  jede  derselben  ist  doppelt  zu  zählen.  Wie  wir  oben  sahen, 
giebt  es  jedoch  in  G  je  6(n-'l)  Wedepunkte  einzelner  Curven  des  Büschels. 
Ziehen  wir  von  obiger  Anzahl  hierfür  den  Werth  2.6(ft  — ij  ab,  so  bleiben 
noch  2n»-««-9n+6-12(w-l)  =  2n«-w»-21«  +  l8  Tangenten,  die 
Doppeltangenten  mit  obiger  Eigenschaft  sind.     Daraus  folgt: 

Der  Ort  der  Berührungspunkte  der  Doppeltangenten  ein- 
zelner Curven  des  Büschels  ist  eine  Curve  des  2n^  — n'-~21n  +  18 
=  («-3){2n«  +  5n-6)*"  Grades  ß^f— 3)a»«+6».-6), 

Es  erübrigt  uns  nur  noch  zu  bestimmen ,  welcher  Art  die  Grundpunkte 
des  Büschels  in  dieser  Curve  sind. 

Zu  diesem  Zwecke  können  wir  wie  folgt  verfahren: 
Ist  P  einer  der  Grundpunkte  '*?lil 

des  Büschels ,  so  ziehen  wir  in  P        V 


an  die  einzelnen  Curven  Tangen-    ^^'""""^ ^ 

ten,  welche  mit  den  Curven  noch  * 

weiteze    einzelne   Punkte    x    gemein    haben.      Da    der   Punkt    x    jedoc^ 

dreimal  mit  P  zusammenfällt,  so  oft  als  P  zum  Wendepunkte  einer  ein- 
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zelnen  Gnrye  des  Büschels  wird,  so  liegen  auf  jeder  dnrch  P  gehenden 
Geraden  auch  (n  +  1)  Punkte  x^  Yon  denen  drei  in  P  fallen;  der  Ort  des 
Punktes  x  ist  also  eine  Curve  des  (••  +  1)**"  Grades  X^"^^  mit  P  als  drei- 
fachem Punkte.  Soll  nun  die  Gerade  PX  Doppeltangente  einer  einzelnen 
Curve  des  Büschels  sein,  so  muss  PX  diese  Ortscurve  in  x  berühren.  Von 
P  gehen  also  noch  («  +  l)n  — 12  =  «*+«  — 12  =  (w  — 3)(w  +  4)  Tangenten 
an  die  Ortscurve.    Daraus  folgt: 

Die  Ortscurve  ä,(«-8)(2"'+5»-«)  hat  die  Grundpunkte  zu 
(w  — 3) (n  — 4) -fachen  Punkten. 

Ausser  den  Grundpunkten  hat  die  Basis  mit  dieser  Ortscurve  nur  noch 
••(n-3)(2««  +  5w-6)-ii«(w-3)(«  +  4)  =  w(n-3)(n-2)(n  +  3) 
Punkte  gemein.    Da  diese  paarweise  zu  den  Doppeltangenten  gehören,  folgt 
daraus: 

Die  Basis  n^^^  Grades  hat  im  Allgemeinen 

f(«-2)(n-3)(«+3)  =  J(«-2)(n«-9) 

Doppeltangenten. 

Und  da  femer  irgend  eine  Curve  ••*«"  Grades  (••  — 3)(«  +  4)-fach  als 
Theil  einer  Curve  fif'rsj^n+T)  """  ,  welche  durch  die  s&mmtlichen  gemein- 
samen Punkte  der  Ortscurve  und  der  Basis  geht,  so  folgt  ferner: 

Durch  die  Berührungspunkte  der  Doppeltangenten  einer 
Basis  gehen  Curven  (••-2)(«-3)(w  +  3)  =  (w-2)(n«-9)*«»  Grades. 


Polarenveloppen. 

1.  Wir  nehmen  zunftchst  folgenden  Satz  als  erwiesen  an: 
Liegt  der  Punkt  P  in  der  a?***^  Polare  von  P  einer  Basis  C\ 
also   in  P"~*,   so  liegt   auch   P  in  der  (w  — »)*•*  Polare   von  0, 
also  in  Q*, 

Dies  vorausgesetzt,  können  wir  das  System  Polaren,  deren  Pole  auf  irgend- 
welcher Curve  gelegen  sind,  leicht  untersuchen.    Wir  finden  nämlich  weiter: 
Soll  die  Polare  P'  eines  Poles  P  durch  einen  Punkt  Q  gehen, 
so  giebt  es  je  (n'-x)t  Pole  P  auf  einer  Curve  ^**"  Grades  i)'. 

Lassen  wir  nun  den 
Pol  Q  auf  dieser  Geraden 
G  sich  bewegen,  so  be- 
stimmen die  durch  Q 
gehenden  Polaren  P'  anf 
einer  zweiten  Geraden  ^« 
Punkte  8^  und  zwar  im 
Ganzen  je  t«(«-«) 
Punkte  8^  welche  in  je 
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eiBem  Punkte  0  gehören,  in  dem  ^(n  — a?)  Polaren  P*  durch  Q  gehen,  deren 
Pole  auf  2>^  gelegen  sind.  Fftllt  femer  Q  oder  S  in  den  Schnitt  Ä  yon  G 
und  $,  so  fUllt  QS  je  auch  ^(a;  — l)(n  — a;)-mal  auf  G  und  Q.  Durch 
jeden  Punkt  Q  der  Geraden  G  gehen  also  ^»(w  — «)  +  ^(fl?  — l)(n— a;)  Ge- 
rade QSy  von  denen  jedoch  nur  tx(n^x)  von  (7  verschieden  sind.  Daraus 
erhalten  wir: 

Der  Ort  der  Sehne  QS  ist  eine  Curve  der  <(2«  — l)(w  — ä)*«"^ 
Classe,  mit  G  und  §  als  <(ä  — 1)(«  — a?)-fachen  Tangenten. 

Lassen  wir  jetzt  G  und  Q  zusammenfallen,  so  Kndert  sich  die  Olasse 
der  Cunre  nicht,  aber  durch  einen  Punkt  Q  auf  G  gehen  jetzt  nur  noch 
Hn—x)  von  G  verschiedene  Gei-ade  QS  und  diese  Geraden  berühren  in  den 
Punkten  Q  die  zugehörigen  Polaren.     Also: 

Bewegt  sich  der  Pol  P  einer  Polare  P^  auf  einer  Curve 
D',  und  ziehen  wir  in  den  Punkten,  welche  P*  mit  irgend  einer 
Geraden  G  gemein  hat,  an  die  Polare  P' Tangenten  0i8^,  so  ist 
der  Ort  der  Tangente  ÖÄeine  Curve  der  <(«  —  «) (2«  — !)*•*  Classe, 
Ct(»-*y(2,-i)^  mit  G  als  2<(«-«)(«-l).facher  Tangente. 

Und  hieraus: 

Das  ganze  System  Polaren  P*  einer  Basis  C^  für  Pole  P 
auf  einer  Curve  D*  ist  so  beschaffen,  dass  je  <(••  — a?)  durch 
einen  Punkt  gehen  und  je  2^(n  — a;)(a;  — 1)  eine  Gerade  bertlhren. 

2.  Ist  insbesondere  <=l,  so  folgt: 

Bewegt  sich  der  Pol  P  auf  einer  Geraden,  so  ist  das  ganze 
System  Polaren  P^  in  Bezug  auf  eine  Basis  C"  so  beschaffen, 
dass  deren  je  (n  — «)  durch  einen  Punkt  gehen  und  2(«  — aj)(aj  — 1) 
eine  Gerade  berühren,     und: 

Bewegt  sich  der  Pol  auf  einer  Geraden  und  soll  der  Be- 
rührungspunkt der  Tangente  T  auf  einer  Geraden  G  gelegen 
sein,  so  ist  der  Ort  dieser  Tangente  eine  Curve  (n— a5)(2a?— !)*•' 
Classe  GilJT-^lflnZl],  mit  G  als  2(a;-l)(n-a;)-facher  Tangente. 

3.  Bringen  wir  nun  alle  diese  Polaren  P'  mit  den  Curven  L^  eines 
Büschels  B{L'')  derart  in  Beziehung,  dass  wir  in  jedem  Punkte  Q  der  Ge- 
raden G  auch  an  die  durch  ihn  gehende  Curve  L^  eine  Tangente  ziehen, 
80  ist  der  Ort  dieser  Tangente  nach  dem  Obigen  eine  Curve  (2r  — 1)*^ 
Classe  mit  G  als  (2r  — 2)-facher  Tangente.  Diese  letztere  Curve  hat  jedoch 
mit  der  Ortscurve  C<"— *)(**- 1)  im  Allgemeinen 

(2r-l)(w-aj)(2«-l) 
Tangenten  gemein.    Von  denselben  kommen  jedoch 

4(r-l)(n-x)(a?-l) 
auf  die  Gerade  G  selbst  zu  liegen,  und  es  bleiben  demnach  noch  deren 

(n-aj)(2r+2a?-3) 
flbrig,  die  mit  G  nicht  zusammenfallen.     Daraus  schliessen  wir: 

ZdtMbxtfl  t  MfttliemfttUc  u.  Phy^k  XXXV,  6.  20 
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Liegt  der  Pol  P  auf  einer  Geraden  2),  so  ist  das  ganze 
System  Polaren  P*  so  beschaffen,  dass  deren  gerade  je 
(n  — a?)(2r  +  2a?  — 3)  eine  Curve  I/'' eines  Büschels  B{L^)  in  einem 
Punkte  von  G  berühren.     Oder: 

Soll  die  Polare  P*  eines  Poles  P  auf  einer  Geraden  D 
irgend  eine  Curve  U  des  Büschels  B(I/)  berühren,  so  ist  der 
Ort  des  Berührungspunktes  eine  Curve  /?(;r5^^''^^*~'\  welche 
die  Grundpunkte  des  Büschels  zu  (n  — rc)-fachen  Punkten   bat 

Letzteres  folgt  daraus,  dass  durch  jeden  Grundpunkt  (n  — o;)  der  ge- 
nannten Polaren  gehen. 

Ausser  diesen  Grundpunkten  hat  nun  die  Ortscurve  mit  irgend  einer 
Curve  des  Büschels  noch 

r(n-a?)(2r  +  2a?--3)-H(w-ic)  =  r(r+2a;-3)(n-a;) 
weitere  Punkte  gemein.     Dies  giebt  uns  weiter: 

Das  System  Polaren  P^  für  Pole  auf  einer  Geraden  D  ist 
so  beschaffen,  dass  deren  je  r(r  +  2a5  — 3)(«--aj)  irgend  eine 
Curve  r*®*^  Grades  berühren. 

4.  Ist  nun  B^  irgend  ein  solcher  Berührungspunkt  auf  der  Curve  2/, 
so  gehört  zu  demselben  als  Pol  in  Bezug  auf  0"  eine  Polare  Z'""'.  Be- 
wegt sich  jedoch  der  Pol  R  auf  der  Curve  X**,  so  wird  umgekehrt  auch 
für  den  Pol  B^  der  entsprechende  Pol  P^  auf  D  die  Eigenschaft  haben, 
dass  in  ihm  zwei  zusammenfallende  Polaren  P^—*  für  zwei  aufeinander- 
fallende  Punkte  der  Curve  U  in  Rq  sich  durchschneiden,  oder  der  zu  B^ 
gehörige  Pol  Pq  auf  D  wird  auf  der  Enveloppe  von  Polaren  />■— *  flir  Pole 
auf  V  gelegen  sein.     Wir  erhalten  also  den  Satz: 

Die  x^*  Polare  der  Leitlinie  U  in  Bezug  auf  eine  Basis  C" 
ist  eine  Curve  Ex  vom  Grade  r(w  — a?)(r+2a5  — 3).     Oder: 

Bewegt  sich  der  Pol  auf  einer  Curve  L^^  so  ist  seine  x^* 
Polarenveloppe  vom  genannten  Grade. 

Hiermit  haben  wir  den  von  Steiner  (vergl.  Bd.  2  S.  496)  gegebenen 
Hauptsatz  über  Polarenveloppen  bewiesen. 

Schon  die  wenigen  Beispiele  zeigen,  dass  es  mittels  der  entwickelten 
Methode  möglich  sein  wird,  einen  grossen  Theil  aller  Sätze  über  algebra- 
ische Curven  zu  behandeln,  und  in  der  That  könnten  wir  die  Zahl  von 
Beispielen  in  grosser  Menge  noch  anführen.  Namentlich  ist  dies  der  Fall 
bei  Fragen,  die  auf  Transversalen  algebraischer  Curven  sich  beziehen,  wie 
wir  in  einer  besondem  Arbeit,  in  der  wir  sämmtliche  von  Steiner  ge- 
gebenen SStze  über  „geradlinige  Transversalen  bei  algebraischen  Curven'', 
Ges.  W.  Bd.  2  S.  574 — 596,  beweisen  und  theils  erweitem  werden,  zeigen 
wollen. 

Weingarten  (Wflrttemb.)»  im  Oetober  1889. 
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üeber  die  analytisohe  Verwendung  des  Energieprincips 
in  der  Mechanik. 

Von 

Georg  Helm 

In  Dresden. 


Stellt  T  die  kinetische  Energie  eines  frei  beweglichen  Punktes  dar,  der 
die  Masse  m  und  die  Oeschwindigkeitscomponenten  x\  y\  b  besitzt ,  bezogen 
auf  ein  absolntes  Goordinatensystem,  so  ist 

la)  T=.im(fl?'«+y'«  +  0. 

1  b)  dT=^mx\  dx  +  my".  dy  +  rnB^d». 

Wenn  andererseits  X^Ty  Z  die  den  Pnnkt  beeinflussenden  Kraftcom- 
ponenten  bezeichnen,  also  das  im  Allgemeinen  nicht  vollstftndige  Differential 

2)  dA^Xdx+Tdy  +  Zd» 

die  in  der  Zeit  dt  auf  m  übertragene  Arbeit  darstellt ,  so  fordert  das  Energie- 
princip,  dass  die  Gleichung  besteht 

3a)  dT:=dA. 

folglich 

3b)  {mx'-  X)dx  +  (wy-  Y)  dy  +  (•»£?"-  Z)  dje  =  0. 

Die  dynamischen  Differentialgleichungen  des  frei  beweglichen  Punktes 

4)  m«=Z,    my'^Y,    miT^^Z 

würden  also  eine  Folge  des  Energieprincips  sein,  wenn  es  gestattet  wSre, 
die  Gleichung  3  b)  so  zu  zerflülen,  dass  jedes  einzelne  der  drei  Glieder  ver- 
schwindet Für  den  freien  Punkt  stellen  nun  dx^xdt^  dy  —  ydty  dz^gdt 
alle  Verschiebungen  dar,  welche  bei  der  Passirung  der  Stelle  xy»  mit  be- 
liebiger Geschwindigkeit  x'yz  überhaupt  möglich  sind;  sie  besitzen  daher 
zwar  unendlich  klein  zu  wählende,  sonst  aber  völlig  willkürliche  Werthe. 
DemgemSss  würde  eine  bekannte  Schlussweise  in  der  That  von  der  Gleich- 
uig  3b)  zu  den  Gleichungen  4)  führen,  wenn  man  das  in  den  Gleichungen 
3)  ausgesprochene  Energieprincip  für  alle  den  Bedingungen  gemäss  noch 
mOgUchen  Bewegungen  giltig  erklärt.  Für  den  frei  beweglichen  Punkt 
wQide  dann  das  Energieprincip  mit  dem  d'Alem  her  tischen  Princip  zusam- 
menfallen. 

Ich  habe  das  im  Anschlüsse  an  die  Besprechung  des  Poncelet'schen 
Arbeitsprineips  in  meiner  j,  Lehre  von  der  Energie  ***  S.  83  hervorgehoben 

♦  Leipzig,  1887. 
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and  in  diesem  Bnche  noch  mehrfach  Gelegenheit  gehabt,  die  Wichtigkeit  der 
Anwendung  des  Energieprincips  auf  die  möglichen  Veränderungen  zu  be- 
tonen. 

Sieht  man  beispielsweise  in  der  thermodjnamischen  Oleichung 

welche  den  Zusammenhang  der  Eigenenergie  E  eines  KQrpers  mit  Tempe- 
ratur 0,  Entropie  8^  Druck  p  und  Volum  v  desselben  darstellt,  die  Grössen 
8  und  V  als  unabhängige  Veränderliche  an,  so  folgt 

dv        ds 

nur  dann  aus  dem  in  ihr  ausgesprochenen  Energieprincip ,  wenn  man  das- 
selbe fdr  jede  beliebige  im  Coordinatensystem  8,  v  mögliche  Veränderung 
als  giltig  ansieht.  Bei  der  Wichtigkeit,  welche  diesem  Schlüsse  zukommt, 
erscheint  mir  die  Giltigkeit  des  Energieprincips  für  alle  möglichen  Ver- 
änderungen, nicht  allein  für  die  einzelne  wirklich  eintretende  Veränderung 
als  ein  wesenüicher  Bestandtheil  seines  Begriffes. 

Dieser  Bestandtheil  des  Energieprincips  ist  auch  von  Planck  bemerkt 
worden,  dessen  Buch  «Das  Princip  der  Erhaltung  der  Energie ***  fost  gleich- 
zeitig mit  meiner  eben  erwähnten ,  denselben  Gegenstand  behandelnden  Schrift 
erschien.  Er  hält  es  aber  für  zweckmässig,  diese  Seite  der  Energievorstel- 
lungen  in  einem  besonderen  Gesetze  zum  Ausdruck  zu  bringen,  das  er  als 
Princip  der  Uebereinanderlagerung  der  Energien  (S.  116)  bezeichnet  und  das 
wesentiich  in  der  Aussage  besteht:  die  einzelnen  Energieformen ,  welche  die 
Eigenenergie  eines  Körpers  bestimmen,  sind  unabhängig  von  einander. 

Diese  Auffassung  fällt  bei  ihrer  praktischen  Verwendung  offenbar  mit 
der  meinigen  zusammen;  denn  wenn  man  in  einem  gegebenen  Falle  fest- 
stellen will|  welche  Energieformen  sich  in  der  Eigenenergie  eines  Eörpen 
übereinanderlagem ,  so  muss  man  sich  der  Erfahrung  bedienen  (Planck 
z.  B.  S.  148  u.  187),  und  die  Erfahrung  ist  es  auch,  welche  die  unter  ge- 
gebenen Bedingungen  möglichen  Veränderungen  «erkennen  lehrt. 

In  den  folgenden  Ausführungen  dieser  Gedanken  soll  nun  allgemein 
gezeigt  werden,  dass  der  zunächst  aus  allgemeinen  energetischen,  besonders 
physikalisch -technischen  Gesichtspunkten  gefolgerte  Satz: 

5)    Bei  jeder  möglichen  Veränderung  bleibt  die  Energie  unverändert^ 

zu  den  Differentialgleichungen  der  Dynamik  ftlhrt.  Für  die  formelle  Ent- 
wickelung  der  Lehre  von  der  Energie  scheint  es  mir  wesentlich,  zu  ent- 
scheiden, ob  die  Mechanik  nur,  wie  bisher,  den  Beweis  führen  kann,  dass 
die  aus  ihren  Principien  gezogenen  Folgerungen  mit  dem  Energiegesetze  im 
Einklang  stehen,  oder  ob  umgekehrt  dieses  Energiegesetz  an  Stelle  jener 
Principien  zur  allgemeinen  Grundlage  der  Mechanik  gemacht  werden  kann. 

*  Leipzig  1887. 
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Es  ist  kaum  nöthig,  der  üntersuchang  noch  die  Bemerkung  yoranzu- 
schicken,  dass  das  eben  ausgesprochene  Energieprincip,  welches  als  all- 
gemeines  Princip  der  Mechanik  hervortreten  soll,  nicht  mit  dem  Satze  Yon 
der  Erhaltung  der  Energie  verwechselt  werden  darf,  der  ja  nur  für  gewisse 
Systeme  Giltigkeit  hat,  die  man  als  conservatiy  bezeichnet. 

Es  würde  zweckmSssig  sein,  diesen  der  Mechanik  geläufigen  Satz  zum 
Unterschied  von  dem  eben  angeführten  Energieprincip,  das  sich  wesentlich 
als  eine  Gleichung  zwischen  Differentialen  herausstellt,  als  das  Energie -Inte- 
gral zu  bezeichnen. 

Das  Zeichen  d  wird,  wie  es  in  energetischen,  insbesondere  in  thermo- 
dynamischen  Betrachtungen  üblich  geworden  ist,  im  Folgenden  immer  eine 
der  möglichen,  d.  h.  mit  den  Bedingungen  vereinbaren  YerSnderungen, 
andeuten,  nicht  nur  die  wirklich  eintretende  VerSnderung,  für  die  es  meist 
in  der  Mechanik  benutzt  wird.  Die  seit  Lagrange  mit  8  bezeichneten 
virtuellen  Veränderungen  sind  mit  den  eben  definirten  möglichen 
nur  dann  identisch ,  wenn  die  Zeit  nicht  explicit  in  den  Bedingungsgleich- 
ongen  auftritt 

L  Für  einen  frei  beweglichen  Massenpunkt  führt  zufolge  der  eingangs 
angestellten  Erörterungen  das  Energieprincip  5)  zu  den  Gleichungen  3)  und 
4),  wenn  nur  durch  die  Erfahrung  festgestellt  ist  (oder  bei  rein  theoreti- 
schen Fragen  zugestanden  wird) ,  dass  keine  anderen  Energieformen  in  kine- 
tische Energie  umwandelbar  sind,  als  solche,  welche  sich  durch  Kräfte 
XTZ  in  der  Form  2)  darstellen  lassen,  d.  h.  durch  Begriffe,  welche  in 
einer  hier  nicht  weiter  auseinanderzusetzenden  Weise  die  in  den  Gesetzen 
vom  Parallelogramm  und  von  der  Wechselwirkung  niedergelegten  Erfahrungs- 
thatsachen  zum  Ausdruck  bringen.  (Die  Eraftcomponenten  erscheinen  dem- 
nach als  Intensitäten  ihrer  Energieform  —  im  Sinne  der  in  meinem  eben  an- 
geführten Buche  vorgeschlagenen  Bezeichnungsweise.) 

Ist  jedoch  die  Bewegung  des  Punktes  m  einer  die  Zeit  nicht  explicit 
enthaltenden  Beschränkung 
6a)  9>(«,y,  ^)  =  0, 

unterworfen ,  so  muss  zunächst  wieder  die  Erfahrung  entscheiden  (beziehungs- 
weise theoretisch  bestimmt  werden),  ob  das  Aufrechterhalten  einer  solchen 
Bedingung  einen  Arbeitsaufwand  erfordert  und  wie  derselbe  für  die  ver- 
schiedenen noch  möglichen  Bewegungen  zu  bemessen  ist. 

Falls  für  keine  der  möglichen  Bewegungen  ein  Arbeitsaufwand  dieser 
Art  zu  berücksichtigen  ist,  ergiebt  sich  aus  3a)  nach  bekannter  Methode 
unter  Einführung  eines  unbestimmten  Coefficienten  X 
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wo  nnn  etwa  noch  dx  und  dp  willkürlich  gewählt  werden  dflrfen  und  X  so 
zu  bestimmen  ist,  dass  der  Factor  von  de  yerschwindet.  Somit  sind  die 
Differentialgleichungen  zu  erfüllen 

7b)        «.."=Z  +  a||,    mf^.Y+^l^,    ..-Z+aIJ. 

Der  Einfluss,  den  die  Bedingung  (p{xyß)^0  auf  die  Bewegung  aas- 
übt, wird  also  wieder   durch  eine  Kraft  dargestellt,  d.  h.  durch  eine  mit 

XTZ  gleichartige  Grösse,  deren  Componenten  X^»  ^^*  ^~^  sind. 

Wenn   die  Aufrechterhaltung   der  Bedingung   <p{xy»)=^0   mit  einem 
Arbeits  verbrauch,  z.  B.  mit  Beibungsarbeit 

dÄi  =  Xidx+Tbdy  +  Ztdßf, 
verbunden  ist,  so  fordert  das  Energieprincip: 

dT==dÄ-dÄb] 
es  werden  also  die  Grössen  X,  F,  2  in  den  Gleichungen  7)  um  X»,  7«,  Z^ 
vermindert  auftreten.  Das  erfordert  ebenso  wenig  eine  weitere  Ausführung, 
als  es  nöthig  erscheint,  die  vorstehenden  Betrachtungen  auf  Systeme  von 
Punkten  zu  übertragen,  welche  beliebigen  Kräften  unterworfen  sind  und 
beliebigen  Bedingungen  unterliegen;  nur  dürfen  letztere  die  Zeit  nicht  ex- 
plicit  enthalten.  Bis  hierher  stimmt  ja  im  Wesentlichen  der  analytische 
Ausdruck  des  Energieprincips  mit  dem  des  d'A  lern  her  t'schen  Princips 
flberein,  da  unter  der  bis  jetzt  eingehaltenen  Beschränkung  die  d  mit  La- 
grange's  d  identisch  sind. 

n.  Sobald  aber  der  Bewegung  eines  Massenpunktes  eine  die  Zeit  ex- 
plicit  enthaltende  Bedingung 

8a)  g>(a?,y,  i»,  0  =  0, 

vorgeschrieben  ist,  so  wird  im  Allgemeinen  ein  Arbeitsaufwand  zum  Er- 
zwingen dieser  Beschränkung  unumgänglich.    Denn  sonst  wäre  die  Gleichung 

(„.■--x-,|2),.+(„,-_r-j||)d, 

ZU  erftülen,  entsprechend  der  Gleichung  7  a)  im  Falle  zeitfreier  BeschTän- 
kungen.  Die  Gleichung  9)  kann  aber  nicht  für  jede  noch  mögliche  Be- 
wegung erfüllt  werden,  wie  das  Energieprincip  doch  fordert.  Denn  die 
Wahl  dx  =  dy  =  0  für  die  in  der  Zeit  dt  eintretende  Bewegung  zieht  die 
Gleichung  a  a  a  a 

nach  sich,  führt  also  9)  über  in 

11)  w/'=Z. 
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Diese  Gleichang  steht  aber  im  AUgemeineii  in  Widersprach  mit  10),  wie 
die  Differentiation  der  Gleichung  10)  nach  t  zeigt. 

Der  Energiebetrag,  der  zugeführt  werden  mnss,  am  die  Bedingung  8) 
aufrecht  zu  erhalten,  möge  mit  dtÄ  bezeichnet  werden,  üeber  die  Höhe 
desselben  muss  die  Erfahrung  entscheiden.  Für  den  Fall,  dass  gewisse 
Energieumformungen,  insbesondere  die  Beibungsarbeit,  unbeträchtlich  sind, 
wird  gewöhnlich  das  Erfahrungsergebniss  in  der  Ausdrncksweise  des  Prin- 
cips  der  virtuellen  Arbeiten  dahin  zusammengefasst:  „Der  Arbeitsaufwand 
dtÄ  sei  so  beschaffen,  dass  er  fUr  alle  Bewegungen  d^x^  do^,  d^Zy  welche 
der  Bedingung 

genflgen,  verschwinde. '^  Da  diese  künstlich  herangezogenen  virtuellen  Ver- 
Snderungen  do  nicht  zu  den  unter  der  Bedingung 

mCglichen  gehören,  so  können  wir  das  in  solcher  Form  niedergelegte  Er- 
fahrungsergebniss nur  mit  einiger  Weitläufigkeit  für  unser  Princip  5)  ver- 
werthen. 

Wir  führen  zu  diesem  Zwecke  neue  Differentiale  dt  ein,  welche  die 
Gleichungen 

dx  =  dQX  +  dtX,    dy  =  dQy  +  diyy    d0  —  d^z  +  dt0 

erfüllen,  und  schreiben  nun  das  Energieprincip 

13a)  dT^dÄ  +  dtÄ 

folgendermassen: 

o=(»."-x-»i|)..+(«,"-r-.|5)„ 
o=(„«--i-.?|)^.+(«,"- r-.|^)*, 

+(-'"-^-'II)*'+(-»"-^-'If)*' 

+(„.--z-.|f)*.-(^+>||).. 

Nun  verlangt  die  oben  angegebene  Fassung  des  in  Bede  stehenden  Er- 
fabrungsergebnisses,  dass  (vergl.  7) 

sei  f&r  jede  der  Bedingung  12)  genügende  Veränderung,  oder  dass 
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Daraas  folgt 

Dieses  Ergebniss  zeigt,  dass  man  im  gegebenen  Falle  unmittelbar  aus 
Oleichung  13)  die  Differentialgleicliungen  und  den  zuzufahrenden  Energie- 
betrag entnehmen  kann,  indem  man  diese  Gleichung  so  behandelt,  als  wären 
dXy  dy,  dßf  und  dt  nur  der  Bedingung  8)  unterworfene,  sonst  von  ein- 
ander völlig  unabhängige  willkürliche  Differentiale.  Dann  geht  sofort  13) 
Aber  in  die  Gleichungen  14)  und  15). 

Besser  aber,  als  in  dieser  Form,  drückt  man  wohl  das  Erfabrungs- 
ergebniss  über  den  Arbeitsaufwand,  den  die  Aufrechterhaltung  einer  ge- 
gebenen Bedingung  erheischt,  in  folgender  Weise  aus:  Um  die  Bewegung 
eines  Punktes  der  Bedingung  qp(a;,  ^,  j9,  t)  =  0  unterworfen  zu  halten,  muss 
ihm  jedenfalls  während  des  Zeitelementes  dt  eine  Arbeit  zugeführt  werden, 
die  durch  Gleichung  15)  bestimmt  ist;  dabei  ist  X  ein  Coefficient,  der  so 
bestimmt  werden  muss,  dass  die  Gleichungen  14)  mit  der  Bedingung  tp^Q 
vereinbar  sind.  Ausser  dieser  Arbeit  dtÄ  sind  meist  noch  andere  Arbeiten, 
wie  z.  B.  die  Reibungsarbeit,  zu  berücksichtigen;  sie  fedlen  je  nach  der  Art, 
wie  die  Bedingung  (p=sO  physisch  erzwungen  wird,  verschieden  aus  und 
kennen  im  Allgemeinen  nur  in  der  Darstellung  2)  angegeben  werden. 

Drückt  man  in  dieser  Form,  also  mit  Hilfe  von  Gleichung  15),  unsere 
erfahrungsmässige  Eenntniss  von  dem  dynamischen  Einfluss  gegebener  Be- 
dingungen aus,  so  führt  das  Energieprincip  13)  sofort  zu  der  Gleichung 

,^   (-«■-^-'ii)-'+(-^-''-'ij)^» 


+  (,n/-Z-A|j)d5  =  0, 


welche  wegen  der  Willkür  bei  der  Wahl  von  dx,  dy,  de  die  Differential- 
gleichungen der  Bewegung  ergiebt. 

Schliesslich  erkennt  man ,  dass ,  auch  wenn  (p  =  0  die  Zeit  explicit  ent- 
hält, der  Einfluss  einer  solchen  Bedingung  einer  zur  Fläche  qp  =  0  normal 
gerichteten  Kraft  zugeschrieben  werden  kann,  und  gewinnt  so  den  Aus- 
gangspunkt fOr  die  physikalisch  einleuchtendste  Begründung  der  Gleichnng 
15).     In  ihr  stellt  dtÄ  die  Arbeit  dar,    welche  von  einer  Kraft,   deien 

Componenten   X^i  ^cp»  A-^  sind,   im  Zeitelement  dt  geleistet  wird, 

und  ist  also  Null  bei  zeitfreien  Bedingungen,  unsere  Erfahrung  über  den 
Einfluss  von  Bedingungen  findet  wenigstens  angesichts  der  gewöhnlich  tot 
Ausübung  eines  Bewegungszwanges  angewendeten  mechanischen  Einrich- 
tungen gewiss  ihren  natürlichste«  Ausdruck  durch  die  Normalkräfte.  Ich 
habe  diesen  Ausgangspunkt  nur  vermieden,  weil  mir  daran  lag,  zu  zeigon« 
dass  man  vom  Energieprincip  %vl  den  Normalkräften  hingeführt  wird,  wenn 
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man  die  Gleichung  9)  «==  0  ohne  Bflcksicht  auf  die  Art  ihrer  Beaüsirong  als 
analytische  Bedingnngsgleichang  einführt. 

nL  Für  die  praktische  Verwendbarkeit  des  Energieprincips  bei  der 
Lösung  mechanischer  Aufgaben  ist  der  umstand  wesentlich,  dass  in  ihm 
an  Stelle  der  die  Beschleunigung  enthaltenden  Glieder  des  d'Alembert- 
sehen  Princips  die  Aenderung  der  kinetischen  Energie  auftritt;  dadurch 
ermöglicht  das  Energieprincip  dieselbe  bequeme  Coordinatentransformation, 
welche  das  Hamilton'sche  Princip  gewährt. 

Es  sei  die  jederzeitige  Lage  des  Systems  durch  die  Coordinaten  5|, 
8f,  ...,  8n  allein  völlig  bestimmt.  Von  diesen  Veränderlichen  können  zwar 
einzelne  als  Functionen  der  Zeit  von  vornherein  bekannt  sein,  aber  die 
Xj  Iff  »  jedes  Punktes  im  System  sollen  sich  dann  als  Functionen  jener  n 
Veränderlichen  8  allein  darstellen  und  nicht  etwa  noch  ausserdem  die  Zeit 
ezplicit  enthalten.  Ich  werde  diejenigen  5,  deren  Abhängigkeit  von  der  Zeit 
vor  der  Lösung  des  Problems  unbekannt  ist,  die  echten  Parameter  nennen, 
während  die  als  Functionen  der  Zeit  von  vornherein  vorgeschriebenen  Co- 
ordinaten B  die  Hilfsparameter  heissen  mögen. 

Nun  läset  sich  die  Summe  aller  während  des  Zeitelements  äi  im 
System  geleisteten  Arbeiten  Xdx  +  Ydy-^-Zdg  in  die  Form 

17)  ^  S  d«  =  Äi  dÄj  +  Ä,  (l5j  + . . .  +  Ä«  dsn 

setzen,  indem  mit  8k  eine  Summe  bezeichnet  wird,  deren  Glieder  die  Form 
besitzen 

dsk         dsk        dsk 

Um  andererseits  das  Element  dt  der  kinetischen  Energie  als  Summe 
▼on  Gliedern  darzustellen,  die  ds^j  d^,  ...,  d5«  zu  Factoren  haben,  be- 
denke man,  dass  unter  obigen  Bedingungen  T  eine  homogene  Function 
zw^ten  Grades  der  Grössen  8   ist     Daher  darf  in 

gesetzt  werden 
vnd  es  folgt 

Hiemach  gestaltet  sich  der  Ausdruck  des  Energieprincips 

19a)  dr«dil  +  dr^ 

in  folgender  Weise: 
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Wesentliche  Bedingung  für  diese  Entwickelung  ist  die  Darstellbarkeit 
von  T  als  homogene  Function  der  $\  Da,  z.  B.  bei  Vorhandensein  yerbor- 
gener  Bewegungen,  T  auch  anders  dargestellt  werden  kann,  so  ist  es  wichtig, 
anzumerken,  dass  die  Entwickelung  nur  ftLr  diese  canonische  Form  Yon  T 
giltig  ist. 

Sind  nun  die  Coordinaten  s  YÖllig  unabhängig  von  einander,  und  ist 
keine  als  Function  der  Zeit  vorgeschrieben,  so  ergiebt  die  obige  Gleichung 
dtÄ=^0  und  zerfällt  im  üebrigen  in  die  Lag  ränge 'sehen  Differential- 
gleichungen der  zweiten  Form. 

Sind  aber  die  Veränderlichen  s  nicht  sämmtlich  echte  Parameter,  oder 
bestehen  Bedingungsgleichungen  zwischen  ihnen ,  so  stehen  zur  Bestimmung 
Yon  dt  Ä  und  zur  Aufstellung  der  dynamischen  Differentialgleichungen  zwei 
Wege  zur  Verfügung,  die  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten  und  die 
Methode  der  unabhängigen  Parameter. 

Nach  ersterer  ergiebt  sich,  wenn  etwa  nur  die  eine  Bedingung 
20a)  <p(ßiyS^,  ...,5„,0  =  0, 

OS^  C$2  CSn  Ol 

ZU  erfüllen  wäre,  das  Energieprincip  in  der  Form 

Hier  lassen  sich  zunächst  die  Differentiale  der  Hilfsparameter  durch  dt  dar- 
stellen und  die  ihnen  entsprechenden  Glieder  mit  dem  letzten  Gliede  obiger 
Gleichung  zusammenziehen.  Dann  ftlhren  die  früher  im  entsprechenden 
Falle  ausgeführten  Schlüsse  einerseits  zu  soviel  Differentialgleichungen,  als 
echte  Parameter  vorhanden  sind,  andererseits  zur  Eenntniss  der  für  Auf- 
rechterhaltung  der  Bedingungen  anzuwendenden  Arbeit  dtA. 

Nach  der  Methode  der  unabhängigen  Parameter  führt  man  solche  Co- 
ordinaten q  ein ,  welche  die  Bedingungsgleichungen  g)  =  0  identisch  erfOllen, 

so  dass  die  Differentialquotienten  —-  =  0  werden.     Setzt  man  noch  Qi  f&r 

die  Summe  aller  von  den  einzelnen  Punkten  des  Systems  gelieferten  Glieder 
von  der  Form  o  «  ^ 

dqi  öQi         dqi 

so  folgen  die  Differentialgleichungen  aus 

Diese  Beziehung  liefert  soviel  dynamische  Differentialgleichungen,  als  echte 
unabhängige  Parameter  q  vorhanden  sind,  d.  h.  soviel,  als  die  Freiheitsstafe 
des  Systems  anzeigt,  während  die  in  ihrer  Abhängigkeit  von  der  Zeit  be- 
kannten Hilfsparameter  den  Werth  von  dtA  bestimmen. 
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IV.  Die  Yorstehenden  Darlegongeii  lassen  ersehen,  dass  das  Energie- 
prindp,  welchem  für  die  physikalische  Auffassung  der  mechanischen  Vor- 
gSnge  eine  fundamentale  Bedeutung  längst  zugestanden  wird,  auch  als 
mechanisches  Princip  im  analytischen  Sinne  angesehen  werden  kann:  es 
f&hrt,  wie  die  anderen  Principien,  zu  den  Differentialgleichungen  der  Be- 
wegung; aber  es  hat,  wie  mir  scheint,  die  unmittelbare  Evidenz  yor  den 
anderen  Principien  voraus  und  die  Fähigkeit,  auf  andere  als  rein  mecha- 
nische Vorgänge,  nämlich  auf  alle  physikalischen  Erscheinungen  übertragbar 
zu  sein« 

Bei  seiner  Anwendung  hat  man  einerseits  die  kinetische  Energie  zu 
bestimmen,  die  ftir  Systeme  starrer  Körper  yorzttglich  nach  der  von 
Carl  Neamann  durchgearbeiteten  Methode  aufgestellt  wird,  welche  sich 
auf  Poinsot's  geometrische  Auffassungen  gründet.  Andererseits  ist  die 
Arbeit  der  wirkenden  Kräfte,  bez.  die  zugeführte  potentielle  Energie  anzu- 
setzen, sowie  im  Allgemeinen  die  Eigenenergie  der  Körper,  aus  denen  das 
System  besteht.  Diese  Eigenenergie  ist  nur  bei  starren  Körpern  unver- 
änderlich,  also  einflusslos,  bei  elastischen  und  flüssigen  Körpern  aber  von 
den  zur  Bestimmung  einer  Affintransformation  des  Volumelements  nöthigen 
Parametern  abhängig,  während  die  Probleme  der  Thermik  und  Elektrik  die 
Heranziehung  weiterer,  nicht  räumlicher  Parameter  erfordern. 

Als  ein  Nachtheil  des  Energieprincips  gegenüber  den  anderen  Princi- 
pien der  Mechanik  wird  es  wohl  Manchem  erscheinen ,  dass  auch  schon  bei 
seiner  Anwendung  auf  Punktsysteme  im  Allgemeinen  eine  der  Eigenenergie 
nicht  starrer  Körper  vergleichbare  Function  diA  auftritt,  welche  dem  Pro- 
blem nach  der  gewöhnlichen  Auffassung  fremd  ist;  aber  man  braucht  sich 
nur  die  Erfiahrungen  zu  vergegenwärtigen ,  welche  in  Problemen ,  die  explicit 
die  Zeit  enthalten ,  zum  Ausdruck  gelangen ,  um  einzusehen ,  dass  gerade  in 
der  Bedingungsenergie  dtÄ  eine  dem  mechanischen  Vorgange  wesentlich 
anhaftende  Orösse  bekannt  wird ,  die  man  nur  zur  Aufstellung  der  dyna- 
mischen Differentialgleichungen  nicht  zu  kennen  braucht. 

Die  Benutzung  des  Energieprincips  zur  Ermittelung  sonst  unbekannt 
bleibender  Energiebeträge  ist  übrigens  gar  nicht  auf  den  l)ehandelten  Fall 
beschränkt. 

Es  sei  z.  B.  ein  System  nur  Bedingungen  unterworfen,  welche  die 
Zeit  nicht  explicit  enthalten.  Behandelt  man  die  Aufgabe  nach  der  Methode 
der  unabhängigen  Parameter,  so  erfährt  man  die  Druckkräfte  nicht,  die  zur 
Auirechterhaltung  der  Bedingungen  erforderlich  sind.  Die  Frage  nach  jeder 
einzelnen  derselben  lässt  sich  aber  offenbar  so  fassen :  Welche  Arbeit  würde 
nöthig  sein,  um  dem  System  eine  Verschiebung  d^o»  welche  in  Wirklich- 
keit durch  die  Bedingungen  unmöglich  gemacht  ist,  zu  ertheilen?  An 
Stelle  des  Problems  wird  also  ein  neues  mit  einer  um  1  erhöhten  Freiheits- 
stofe  zu  lösen  sein,  wenn  es  gilt,  eine  der  Bedingungskräfte  (oder  eine 
ihrer  Componenten)  zu  ermitteln.     Die  kinetische  Energie  dieses  allgemei- 
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neren  Problems  sei  T,  so  dasa  also  T  eine  Function  von  q^^  g^^  ...,  g« 
nnd  q^  bedeutet,  die,  wenn  q^  constant,  etwa  gleich  0  erhalten,  also  auch 
g'^sO,  g^'o  =  ^  gesetzt  wird,  in  T  übergeht.  Dann  liefert  das  Energie- 
princip  die  Oleichung 

Hier  bezeichnet  ^q^^o  ^^®  unbekannte  Arbeit,  die  zur  Veränderung  dq^ 
erforderlich  sein  würde.  Da  nun  die  dq^^  dg,,  ...,  dqnj  dq^  sftmmtlich 
von  einander  unabhängig  sind,  so  erhält  man,  sobald  g^^O,  g'o  =  0, 
g"Q  =  0  gesetzt  wird,  aus  dem  ersten  Oliede  obiger  Beziehung  die  n  Diffe- 
rentialgleichungen 

OA  \  d  (dT\     dT      ^        .10 

2*"^  dt\Wl)''^r^''    .=  l,2,...,n, 

und  aus  dem  zweiten 

wobei  durch  die  Indicirung  q^^const,  angedeutet  werden  soll,  dass  in  die 
Formel  der  Werth  0  für  g'^,  g'^  einzusetzen  ist,  um  die  Bedingungskraft 
Qq  des  speciellen  Problems  zu  finden. 

Als  ein  Beispiel  zur  Erläuterung  dieses  Verfahrens  behandle  ich  die 
Atwood'sche  Fallmaschine.  Ist  M  die  Masse  des  etwa  links  aufsteigenden, 
M+m  die  Masse  des  zur  Bechten  herabsinkenden  Gewichtes ,  h  die  rechts, 
also  e-'h  die  links  freihängende  Fadenstrecke,  wobei  c  eine  Constante 
bezeichnet,  so  ist  die  kinetische  Energie  der  Gewichte 

25a)  T=i(3f+m)Ä'«  +  iitf"(c-Ä)'«  =  i(2Jlf+m)V« 

und  bei  einer  Bewegung  dh  gewinnen  die  Gewichte  an  potentieller  Energie  F 

26a)    dF«  -  d J.  =  -  ^(Jlf + w)  dh  -  gMd{c - Ä)  =  -^m dK 

Auf  die  in  der  Bewegung  des  Fadens  und  der  Rolle ,  sowie  in  Reibung 
sich  äussernden  Energieformen  soll  hier  —  um  den  Hauptpunkt  allein  her- 
vortreten zu  lassen  —  keine  Rücksicht  genommen  werden. 

Man  erhält  nun  als  Gleichung  des  Energieprincips  dT+dF=0: 

27  a)  {(2Jlf+m)Ä"-^m|dÄ  =  0 

und  demgemäss 

So  erfährt  man  nichts  über  den  Druck  der  Rolle  auf  ihr  Lager  oder  über 
die  Reaction  ü  des  Lagers  gegen  die  Rolle.  Denkt  man  sich  aber  die 
Rolle  während  der  Zeit  dt  um  du  gehoben,  so  hängt  nun  das  Problem 
von  zwei  unabhängigen  Veränderlichen  A,  u  ab,  und  es  wird  die  kinetische 
Energie 
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g.   .  T  =  i(Jlf+i»)(A-M)'»  +  ilf(c-Ä-«)'« 

^  =i(2Ä-+in)(A'»+«'")-mM'V; 

die  potentielle  aber  ändert  sich  im  Zeitelemente  dt  xan. 

2g  d<^  =  -d^  =  -gl,M^\■m)d(h-u)-gMd{fi-h-u) 

'  =-gmdh-\-g{2M+m)du. 

Das  Energieprincip  liefert  die  Gleichung  d'J  =  dk-\-Udu,  also 

a,,^  \{2M+m)h"-mv''-mg\dh 

'        -\-\(2M+m)u-mh"+g(2M-\-m)-U\du  =  Q. 

Sie  zerfiQlt  iregen  der  Willkttrlichkeit  Ton  dh  und  du  in  zwei  Gleich- 
nngen,  die,  auf  den  Fall  «soonaf.  =  0,  t('=0  angewendet,  ergeben 

Der  Druck  anf's  Lager  ist  also  abb&ngig  von  der  eintretenden  Besohleuni- 
gang  h'\  wie  bekanntlich  durch  Anhängen  des  Apparates  an  eine  Waage 
(etwa  in  der  Weise  von  Poggendorff)  gezeigt  werden  kann.  Unmittelbar 
ans  Gleichung  24  b)  findet  man 

29)  (00=  f^-^(2Jf+m)  =  -  mÄ". 

Es  hindert  nichts ,  die  vorstehende  Betrachtung  unter  den  Gesichtspunkt  zu 
bringen,  dass  u  eine  gegebene  Function  der  Zeit,  nämlich  constant  ist, 
und  Udu  mit  der  in  Formel  22)  auftretenden  Grösse  diA  identisch  zu 
erachten« 

T.  Dass  man  in  geeigneten  Fällen  unmittelbar  vom  Energieprincipe 
zu  den  gewünschten  Ergebnissen  gelangen  kann,  ohne  erst  in  der  gewöhn- 
lichen Weise  die  Differentialgleichungen  aus  ihm  herzuleiten,  ist  schon  an 
der  seit  Poncelet  in  der  technischen  Mechanik  üblichen  Behandlung 
swangläufiger  conservativer  Systeme  zu  erkennen«  Hier  möge  gezeigt 
werden,  wie  das  Energieprincip  unmittelbar  zu  den  Integralprincipien  der 
Mechanik  führt. 

Die  Schwerpunktssätze  erhält  man  in  folgender  Weise.  Es  seien  x.*, 
Sr<,  »i  die  absoluten  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  von  der  Masse 
ffH;  in  Bezug  auf  ein  bewegtes  und  zwar  sich  parallel  verschiebendes  Co- 
ordinatensystem,  dessen  Ursprung  die  absoluten  Coordinaten  £,  17,  ^  besitzt, 
mögen  die  Coordinaten  jenes  beliebigen  Massenpunktes  u^,  v^  Wi  heissen, 
80  dass 

Dann  wird,  wenn  noch  21m  =iM  gesetzt  wird,  die  kinetische  Energie  des 
Punktsystems 

^  +l'(^«»«)'+i»'(^w«')'+f'(^«»w)'. 
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Wählt  man  als  Anfangspunkt  |,  f?,  {;  den  Schwerpunkt  des  Massen- 
systems,  so  fallen  die  letzten  drei  Glieder  aus.  Die  Arbeit  der  s&mmt- 
liehen  Kräfte  wird 

^^  ^  +£{Xdu+Tdv  +  Zdw). 

Hiemach  verlangt  das  Energieprincip  dT^dÄ^  dass  die  Gleichung 
besteht 

0==iMf^£X)di  +  (iMfi'''-£Y)dfi  +  (Mr-'ZZ)dS 
^^        +  Z\(mu'-X)  du+  («»»"-  Y)dv  +  (mw"'-Z)dwl 

Bei  der  gegenseitigen  Unabhängigkeit  der  Grössen  1»  17»  {;,  t««-,  v«, 
Wi  zerflillt  die  Gleichung  in  die  ihren  einzelnen  Gliedern  entsprechenden 
Differentialgleichungen,  in  denen  die  Schwerpunktssätze  ihre  bekannte  Grund- 
lage finden. 

Die  Flächensätze  erhält  man,  indem  man  die  Axe,  für  welche  die 
Giltigkeit  derselben  erwiesen  werden  soll,  etwa  zur  Z-Axe  wählt  und  statt 
xp  Polarcoordinaten  einführt: 

32)  Xi  =  riC08g>i^    yt^rtsin^pi. 

So  wird  die  kinetische  Energie 

33a)  T=^^£mr^fp^+\Emr^  +  \Zm»^ 

und  die  binnen  des  Zeitelements  dt  geleistete  Arbeit 

33b)  dA  =  Z{Xdx  +  Ydy  +  Zd0)=^  £0 dq>  +  XB dr  +  SZdZ, 

wo  O^Yx  —  Xy  ein  Drehmoment  bezeichnet  und  B^^XcoSfp  +  Ysmfp 
gesetzt  ist.  Von  den  aus  dT==^dA  nach  Gleichung  22)  folgenden  Differen- 
tialgleichungen 

34)     ^  {Srnr^qT)  =  £<!>,    2mr'-  Zmrfp^  =  ZU,     Srng"^  Z 
dt 

liefert  die  erste   die  Grundlage  der  Flächensätze,   während  die  zweite  zum 

Begriffe  der  Centripetalbeschleunigung  ftthri 

Die  folgende  Herleitung  des  Energieintegrals  aus  dem  Energieprincip 
hat  hauptsächlich  den  Zweck,  hervortreten  zu  lassen,  wie  beschränkt  der 
Giltigkeitsbereich  des  ersteren  im  Vergleich  mit  dem  letzteren  ist. 

Nach  Gleichung  13  b)  lautet  fQr  ein  beliebiges  Punktsystem  das  Energie- 
princip dT=^dÄy  wobei  dÄ  eine  Summe  von  Gliedern  der  Form 

(^+'Il)^'+(^+'lF)'"+(^+'lf)^'+(*^+"lf) 

darstellt  und   T  die  gesammte  kinetische  Energie  des  Systems  ausdrückt 
Offenbar  ist  die  Unabhängigkeit  der  Bedingungsgleichungen  q)^0  von  der 
Zeit  im  Allgemeinen  ein  erstes  Erforderniss  der  Integrirbarkeit  dieser  Gleich- 
ung.   Ist  diese  Forderung  erftUlt,  so  bleibt  noch  die  Gleichung 
dT=:£{Xdx+Ydy  +  Zd0) 
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sa  integriren.  Bisher  stellten  dx,  dy^  d0  jede  im  Zeitelemente  dt  mög- 
liche Verfinderung  dar;  jetzt  ist  festzustellen,  welche  dx^  dy^  de  auf  dem 
Integrationswege  einander  angeschlossen  werden  sollen.  Im  Allgemeinen 
wird  man  die  Wahl  nur  so  treffen  dürfen,  dass  die  Oeschwindigkeitscom- 
ponenten  am  Ende  eines  Wegelements  mit  denen  übereinstimmen,  die  das 
oSchstfolgende  Wegelement  za  Anfang  besitzt.  Der  Integrationsweg  muss 
also  eine  der  möglichen  Bahnen  sein ,  nnd  auf  ihm  dürfen  unstetige  Aende- 
mögen  der  Geschwindigkeit  nicht  vorkommen.  Bei  der  Wahl  einer  solchen 
Bahn  steht  im  Allgemeinen  nur  noch  die  Willktlr  bei  der  Bestimmung  der 
Geschwindigkeitscomponenten  zu  Anfang  des  ersten  Wegelements  frei. 

So  bleibt  endlich  die  bekannte  Bedingung  zu  erfüllen,  dass  £{Xdx 
+  Ydy  +  Z  de)  über  jede  mögliche  Bahn  integrabel  oder  ein  vollst&ndiges 
Differential  nach  x^  y,  0  s§i.     Sie  wird  im  Besondern  erfüllt  durch 

35)         x=-|r.  r=-|r.  z=-|r, 

dx  dy  00 

wo  nun  V  als  potentielle  Energie  des  Systems  zu  bezeichnen  ist.  Nur  wenn 
diesen  Bedingungen  genügt  wird,  erscheint  das  Energieintegral  in  der  für 
conserratiTe  Systeme  giltigen  Form 

36)  T+  7=  Constente. 

Ans  dieser  Herleitnng  ersieht  man  deutlich,  wie  mit  der  in  der  Mechanik 
bisher  üblichen  Behandlung  des  Energiegesetzes  nur  eine  Seite  des  zu  Grunde 
liegenden  Gedankens  getroffen  wird,  während  die  Tragweite,  welche  die 
physikalischen  Energievorstellungen  auch  für  die  analytische  Mechanik  haben, 
dadurch  bei  Weitem  nicht  erschöpft  ist. 

VL  Dass  endlich  der  durch  Anwendung  des  Energieprincips  ermög- 
lichte unmittelbare  Anschluss  an  die  mit  der  Energie  in  Verbindung  stehen- 
den Begriffe,  wie  die  Entropie,  von  erheblichem  Vortheil  sein  muss,  liegt 
für  alle  diejenigen  Probleme  auf  der  Hand ,  die  über  das  Gebiet  der  Mechanik 
im  engsten  Sinne  hinausgreifen.  Aber  auch  schon  innerhalb  dieses  Gebietes 
erwachsen  gelegentlich  Yortheile,  wie  das  folgende  Beispiel  zeigen  soll. 

Das  Energieprincip  schliesst  für  den  Fall  des  Gleichgewichts  aus  dT^O 
auf  dile=0,  gelangt  also,  wenn  etwa  ein  materieller  Punkt  der  Bedingung 
9(0;,  y,  5)  =  0  unterworfen  ist,  zu  der  dem  Princip  der  virtuellen  Geschwin- 
digkeiten entsprechenden  Beziehung 

(^-'|i)^'+(''-'I,-)^'+(^-f:)=»- 

Aber  die  Quelle,  aus  der  das  hier  in  der  Form  5)  angewendete  Energie- 
princip stammt,  versagt  auch  dann  nicht,  wenn  der  Zwang,  dem  die  Be- 
wegung unterliegt,  durch  Ungleichungen  ausgedrückt  wird.     Soll  etwa 
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sein,  der  bewegliche  Punkt  also  eine  gegebene  Fläche  nicht  überschreiteii, 
80  liegt  ein  Fall  nicht -umkehrbarer  Ver&ndernngen  vor,  wie  er  in  den 
vorangehenden  Erörterungen  ausser  Betracht  gelassen  worden  ist  Dass 
Bewegung  in  der  einen  Richtung  möglich,  in  der  entgegengesetzten  unmöglich 
ist,  iSsst  sich  mit  den  Energievorstellungen  nur  durch  die  Annahme  yer- 
einigen,  dass  in  dem  Falle,  wo  die  Bewegung  unmöglich  ist,  eine  andere 
Energieform  erzeugt  wird.  Das  kann  nur  auf  Kosten  der  yorhandenen 
kinetischen  Energie  geschehen  (wenigstens  wenn  man ,  wie  üblich ,  den  Fall 
ausschliesst,  dass  die  Berührung  des  Punktes  mit  der  Fläche  Energie  ent- 
bindet).   So  folgt  als  Gleichgewichtsbedingung 

37  a)  dT^O 

und  hiernach  die  im  vorliegenden  Falle  dem  Princip  der  virtuellen  Geschwin- 
digkeiten entsprechende  Beziehung 

»"•)  (^-^ii)^'+(''-^if)''»+(^-'if)'"ä»- 
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Beitrag  ssum  Stadium  der  algebraischen  Differen- 
tialgleichxmgen  erster  Ordnung,  deren  Integrale 
feste  Verzweigungspunkte  besitzen,  insbesondere 
derjenigen,  welche  die  Ableitung  bis  zum  dritten 
Grade  enthalten. 

Von 

Dr.  Georg  Wallenberg. 

(Schlnia.) 


IT. 

In  diesem  Abschnitte  woUen  wir  im  Anschluss  an  die  Ausführungen 
des  Yorigen,  ähnlich  wie  im  III.  Abschnitt  die  eigentlichen  trinomischen, 
diejenigen  Fuchs*8chen  Dififerentialgleichungen  dritten  Grades  in  y  behan- 
deln, in  denen  das  Glied  mit  der  zweiten  Potenz  der  Ableitung  fehlt; 
d.  h.  wir  wollen  die  Form  der  Fuchs  'sehen  Differentialgleichung : 

A)  y'8-3()y'-2B  =  0, 

explicite  aufstellen  und  ihre  Integration  wirklich  durchführen,  wieder  unter 
der  Voraussetzung,  dass  ihre  Coefficienten  zunächst  rationale  Functionen 
von  B  sind  und  dass  die  Discriminante  A  nur  einfache  Factoren  enthält.  — 
Wir  können  uns  die  Differentialgleichung  A)  aus  einer  vollständigen  Diffe- 
rentialgleichung C)  des  vorigen  Abschnittes  durch  eine  Transformation  her- 
vorgegangen denken,  welche  im  IL  Abschnitte  ausführlich  behandelt  wor- 
den ist. 

Da  P=^0  ist,  so  folgt  aus  den  Entwickelungen  des  vorigen  Abschnittes, 
dass  Q  höchstens  vom  zweiten,  .ß  höchstens  vom  dritten  Grade  in  y  sein 
darf,  dass  also  das  Geschlecht  p  der  durch  A)  definirten  algebraischen  Func- 
tion y   von  y  ^  1  ist. 

Femer  werden  die  Bedingungsgleichungen  7)  desselben  Abschnittes: 


1) 

und  Gleichung  9)  desselben  Abschnittes  wird 

2)                                    '*y'  =  ^.«'+'^- 
'                                        dz       6   ^^dy 

MtMluUI  f.  Matbamatik  a.  PhnU  ZXXY,  «. 

21 

Digitized  by 

Google 


322        Beitrag  zum  Stadiam  d.  algebr.  Differentialgl.  1.  Ordn.  etc. 
AusfCLhrlich  hingeschrieben  lauten  die  Bedingongsgleichungen  1): 

l  ^Äibo  +  b.y+h^y'+b.y'). 

Durch  Vergleichnng  gleich  hoher  Potenzen  von  y  ergeben  sich  daraus  die 
Bedingungsgleichungen : 

QN      I  «0  «1  ^% 

^    I  2&^q  +  3aoa,^25\+6floag  +  3a,»^2y3  4-9a,ag^26^3  +  6flt' 

*      ""  &o         ■"  fei  "  ^2         "■        fes       ' 

Wir  betrachten  zuerst  den  Fall,  dass  Q  von  y  anabhängig,  also 
a^=sa^=aO  ist;  dann  muss,  wie  aus  den  Oleich angen  1*)  folgt,  auch 
b^ssh^zssO  sein,  und  die  Differentialgleichung  A)  lautet: 

B)  y*-3aoy'-2(6,+6,y)  =  0  (p  =  0). 

Die  Bedingungsgleichungen  3)  werden: 

^^3a'^  +  2b,^2b'o^2b\ 

«0  h  fei 

Aus  ihnen  folgt  zunächst: 

feo  =  fei<^. 

wo  c  eine  Constante  bedeutet;  setzt  man  y-|-c  =  u,  so  wird  Gleichung  B): 

B»)  w«-3aoU-26itt  =  0. 

Zwischen  Oq  und  b^  besteht  die  Gleichung 

4)  a'o-g  ^.ao  +  i&,  =  0. 

Diese  ergiebt,  wenn  man  Oq  durch  b^  ausdrückt: 

«0  =  ^fei^  *"  fei^  Q^  /  fe|^  ^^* 

Lässt  man  in  dem  Ausdrucke  fdr  Oq  die  Integrationsconstante  a  will- 
kttrlich,  so  muss,  da  o^  und  5|  rationale  Functionen  von  0  sein  sollen,  5| 
die  Gestalt  v'^  haben,  wo  v  eine  beliebige  rationale  Function  von  0  bedeutet. 
Dann  ist 


s^nu 

u    «o« 

Oo  = 

=  av* 

2  ,, 
-3*'  " 

fen» 
und 

Oleichung  2)  ergiebt: 

V 

=  7«' 

also  ^ 

u=sCiV   und  t*  =  CiV  +  C2. 

Trägt  man  diese  Werthe  fdr  u  und  w'  in  die  Differentialgleichung  B*)  ein, 
deren  endgiltige  Form: 
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ist,  80  erhält  man  zwischen  e^  und  c^  die  Relation; 

Ci«-3aci-2ci  =  0, 
so  dass  •      n 

Tj»       3  . 

u^^-^-^aCi  +  c^v 

das  allgemeine  Integral  Yon  B**)  darstellt;  dasselbe  ist  eine  rationale  Func- 
tion von  e. 

Damit  die  Coefficienten  der  Differentialgleichung  B*^)  rationale  Func- 
tionen von  0  seien,  ist  aber  nur  nothwendig,  dass  ein  particuläres  Integral 
a^  der  Differentialgleichung  4)  eine  rationale  Function  von  e  sei,  wenn  b^ 
eine  solche  ist.     Also  für  ein  bestimmtes  a  soll  der  Ausdruck 


2  /' 


eine  rationale  Function  yon  e  sein;  dann  muss  jedenfalls,  da  auch  &|  eine 
solche  ist,  9    /* 

sein,  wo  R(js)  eine  rationale  Function  von  g  bedeutet.     Durch  Differentia- 
tion erhält  man: 

-■ l^i^  =  h,^R'{0)+^hr^b\  R{0) 
oder,  wenn  man  darch  bi^It{g)  dividirt: 

_2  _L^Ä>)  ,  1  b\ 
3  R{e)      R{gy  3   b,  ' 
also,  wenn 

6,ß»(»)=».w: 

gesetzt  wird:  „         „,  ,  ^  „  ,  v 

daher: 

Ferner  wird: 

also 
und 


u 


=  cJ'6,%d^  +  e,  =  --?|'Ä,^W  +  c,=  -Jci^>i.ÄW+(i. 


In  diesem  Falle  ist  das  Integral  der  Differentialgleichung  B*)  zwar  keine 
rationale,  aber  eine  algebraische  Function  von  z.  Die  Relation  zwischen  e^ 
und  c^  kann  wieder  leicht  aufgestellt  werden;  sie  lautet: 

Cj»  +  2c8  =  0. 
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Zu  demselben  Besultat  gelangt  man  wieder  directer,  wenn  man  in  die 

Bedingungsgleichung    — 2_i 1  =.  -^    oder    — ^  =  -^-^ 2    sogleich 

-L=av(je;)  einführt;  dieselbe  ergiebt  dann: 

nlso: 

1  v'»W       ,   .        1  v'{e) 

Diese  Darstellung  hat  den  Vorzug,  dass  hier  die  Parameterfnnction  v{m) 
eine  beliebige  Function  von  js  bedeuten  kann;  das  Integral  der  Differential- 
gleichung B*)  ist  dann,  wenn  auch  keine  algebraische  Function  Yon  0^  so 
doch  algebraisch  in  den  Coefficienten  von  B*^).  —  Die  jetzt  gefundenen 
Formen  von  Oq  und  b^   werden  übrigens  mit  den  obigen  identisch-,  wenn 

man   v(0)s=-=r-r\  ß®***- 

Diese  Untersuchungen  lassen  sich  leicht  auf  die  trinomischen  Oleich- 
ungen  m^^  Grades  von  der  Gestalt: 

a)  l'^  =  y'"'-m(?.y'+(i»-l)Ä  =  0 

ausdehnen.    Es  ist: 

und 

r)  -P+^y'|^  =  («-i)[Py'-Ä]. 

Durch  Elimination  von  y   aus  den  Gleichungen 

:r-r  =  0  und   —  FH — y  --r  =  0 
dy  ^m^  dy 

erhalt  man 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  A  nur  einfache  Factoren  enthälti  dass 
also  nur  einfache  Verzweigungen  stattfinden  und  Q  mit  R  keinen  gemein- 
schaftlichen Theiler  besitzt,  ist  die  noth wendige  und  hinreichende  Bedingung 
dafür,  dass  die  Differentialgleichung  o)  eine  Fuchs'sche  sei,  allein  das 
Bestehen  der  Gleichungen 

für  jeden  Werth  von  y,  für  welchen  A  =  0  ist,    d.  h.  das  Bestehen  der 
Congmenz:  ^^        ^^ 


oder: 
oder,  da: 


''57+"«?=''"^^ 
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ist  and  A  mit  R  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler  besitzt: 

|^  +  «-3[(«.-l)C^-.|fi.]^0^.A. 

Darch  eine  der  des  vorigen  Abschnittes  analoge  Schlussweise  folgt  aus  dieser 
CoDgruenz,  dass  identisch: 

')  |f+«-[(»-l)''l7-"'lf«]  =  '> 

sein  muss.  Bedeutet  nämlich  k  den  Orad  von  (>,  {  den  Grad  von  /?,  so 
kann  in  A  ein  Fortheben  der  höchsten  Potenzen  von  y  nur  stattfinden ,  wenn 

mÄ  =  (m~l)^ 
ist,  d.  h.  wenn 

fc  =  2(f»  — 1),   lss2m   oder   Aj  =  «i— 1,    l^m 

ist    Es  sei  n  der  Orad  von  A,  so  ist  im  ersten  Falle 

höchstens  vom  n  —  2*^,  im  zweiten  Falle  höchstens  vom  n  —  !*•"*  Grade  in  y. 
—  Ist  dagegen  fnft>(m  — 1)Z,  so  ist  mJc  der  Grad  von  A,  und  unter 
Berficksichtigung  der  Ungleichung  w(w— 2)  <(m— 1)*  ist  der  Grad  von  T 
höchstens : 

i  +  {m-2)l<h  +  '^^^~^  Jc<mlc. 

iBtendUch:  mk<(m-l)l, 

80  ist  (m  —  l){  der  Grad  von  A,  und  unter  Beachtung  derselben  Ungleich- 
ung ist  der  Grad  von  T  höchstens: 

A;  +  (i»-2)Z<^^i+(w-2)Z 

m 
Damit  ist  das  Bestehen  der  Gleichung  S)  erwiesen. 
Aus  Gleichung  ö)  folgt  unter  Berücksichtigung  von 

dy      ^         ^  dy  dy 

dass  p"»^»-ii  oder,  da  Q  mit  iJ  keinen  gemeinsamen  Theiler  hat,  dass  r— 
dy  oy 

durch  R^"^  theilbar  sein  muss.  Gleichung  i)  kann  aber  andererseits,  wie 
man  leicht  sieht,  nur  bestehen,  wenn  der  Grad  von  Q  kleiner  ist  als  der 

Grad  von  Ä;  folglich  muss,  wenn  m>3  ist,  ö-  =0,  d.  h.  Q  von  y  un- 
abhängig sein. 
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Dividirt  mau  nunmehr  Gleichung  i)  durch  A'"'',  so  erhält  man: 

oder: 

0  (m-l)0^  =  Ä[«^-(«.-l)-J. 

Aus  dieser  Oleichung  folgt,  da  Q  Yon  y  unabhängig,  dass  R  höchstens  vom 
ersten  Grade  in  p  ist;  die  Differentialgleichung  a)  hat  also  die  Gestalt: 

y'»»  -  mooy  +  (m  - 1)  (&o  +  &iy)  =  0. 
ao,   h^  und   5j   sind  Functionen  von  j?,   zwischen   denen  infolge  von  c)  die 
Gleichungen  bestehen: 

^  — .  ^  —  *»<*'o  — (^^1)^1  , 
6o  ""  ^  ""        (w  — l)ao 
Daraus  ergiebt  sich  zunächst  &o  =  &|C,  und  setzt  man  y-f~^='ti,   so  lautet 
die  Differentialgleichung  o): 

«♦)  /"(i»,  w,  u )  «tt« -  maoU+  (m-1)  6jU  =  0. 

Ans 

erhält  man:  ^^^      ^_^^     ;?irJ  /•  1 

Lässt  man  wieder  in  dem  Ausdrucke  fUr  a^  die  Integrationsconstante  a  will- 
kürlich, so  muss,  wenn  a^  und  h^  rationale  Functionen  von  ß  sein  soUeD, 

auch   &i  ""     und  jh^^  dz  eine  rationale  Function  von  z  sein,  also  5|  die 
Gestalt  haben:  ^         .   ,  . 

wo  v(j9)  eine  beliebige  rationale  Function  bedeutet.     Dann  wird: 

-j- I 

a^=:  a /"•■"* (je?)  H v'"*-  *  W  V  W 

Femer  findet  man  unter  Berücksichtigung  der  Gleichung  {;): 

OB     du  0^         tn   Ol       du 

Jedes  Integral  von  /"sssO  ist  auch  ein  Integral  von: 

X  .       axr^au         1  6\    , 

df  I»    6, 

wenn  man  zunächst  von  singulären  Lösungen,  für  welche  zugleich  f^O 

und  r-A  =  0  ist,  absieht.* 
du 


*  oft.  pag.  371. 
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Aus  fj)  erhält  man: 

w's=  Cj  6j"»  =  c,  v{g)  und  M  =  C|  v(jj)  +  c^. 
Werden  die  Werthe  für  u   und  u  in  a*)  /*=  0  eingesetzt  i  so  resultirt 
zwischen  C|  und  c^  die  Relation: 

c,"  —  wacj  +  (w  —  1)  c^  =  0, 
so  dasB 

m  — 1     tn  — 1     1  •    1    ^  ' 
das  allgemeine  Integral  von  o^)  darstellt. 

Soll,  was  genügend  ist,  nur  ein  partikuläres  Integral  Oq  der  Differential- 
gleichung Q  eine  rationale  Function  von  0  sein,  so  muss  wieder  jedenfalls 
f^  ein  bestimmtes  a: 


a+^^Jh,-^dz^lr^ 


w 


sein,  wo  R  eine  rationale  Function  von  z  bedeutet 
Durch  Differentiation  ergiebt  sich: 


oder 

und,  wenn 
gesetzt  wird: 


w       *  '  m 


Dann  wird: 

und 

Ferner  erhält  man  aus 


nt-1      1    ^  FCi^ß)      I  &\ 


1  r  i  „I         1 

u  =  c, 64™  und  u=^Ci  I  bj™ dz  +  d^  =      ^.  Cj fti*" Ä(ij)  +  c^ . 

Zwischen  C|  und  c^  besteht  die  Relation: 

Ci'^  +  Cw  — l)ci==0. 
Aus  der  Bedingungsgleichung: 

-J-  .__y {_»  =  (|»_l)-i.    oder  (m  — 1)  — =  in— 2— (m  — l)i-- 

erhält  man  wieder  direct,  wenn  -  J_.  =  vW  gesetzt  wird: 
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also 


Hier  kann  v  (i^)  eine  beliebige  Function  von  b  sein ;  das  Integral  der  Diffe« 
rentialgleichung  a*)  ist  dann  algebraisch  in  v{ß). 

Es  sei  nun  in  Differentialgleichung  A)  Q  vom  ersten  Grade  in  y,  dann 
musB  nach  den  Gleichungen  i)  B  vom  zweiten  Grade  sein: 

Q  =  a^  +  a^y,     R  =  h  +  h^y  +  h^y^ 

C)  y'»-3(ao  +  aiy).y-2(6o  +  6,y  +  6,y*)  =  0  (i>  =  0). 

Aus  den  Bedingungsgleichungen  3)  heben  wir  die  folgende  heraus: 

Aus  ihr  ergiebt  sich  wieder: 

LSsst  man  in  dem  Ausdrucke  für  a^  die  Integrationsconstante  a  willkürlich, 
80  muss,  wenn  aj  und  b^  rationale  Functionen  von  e  sein  sollen,  h^^v^it) 
sein ,  wo  v  {0)  ein  beliebige  rationale  Function  von  0  bedeutet.     Dann  wird 

a,=av«-3v«v  =  v«(a-3vj   und  -  =  ^-  =  -,. 
Ferner  wird  die  Gleichung  2): 

y  = 

Dieselbe  ergiebt 


y  ^-Qy+a^  =  ^y  +  a^. 


y  =Cjv'+  v' /  (a---ö-vj  v'd;8f  =  C,  v'+avf'  — 


2    ,. 


und 

Das  Integral  der  Diffierentialgleichung  C)  ist  also  eine  rationale  Function; 
die  zwischen  c^  und  Cg  bestehende  Relation  ergiebt  sich  durch  Einsetzen  der 
Werthe  für  y  und  y  in  C).  um  auch  die  Anwendung  des  Fuchs'schen 
Theorems  (S.  269)  zu  zeigen ,  setzen  wir  an : 

und  erhalten  durch  Differentiation,  indem  wir  Gleichung  2)  beachten: 

Daraus  ergeben  sich  die  drei  Gleichungen: 

-^  =  0,  also  <p,  nur  von  e  abhängig, 
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A  Ji       ^0  ,     Ä  V"    .   ^ 

oder,  da  -— =  a,   und   -5-  = -7  ist: 
dp    '  ^  o       V 

^-^  +  <p\{')  +  "^<Pi  =  0  und  ^  +  a.Vi  =  0. 
Ans  der  ersten  Gleichung  folgt,  dass 

aas  der  zweiten,  dass  m{0)  gleich  einer  Constanten  sein  muss  (=nt).    Zwi- 
schen q>i{ß)j  n{z)  und  m  bestehen  dann  die  Gleichangen: 

f  V 

^  +  <Pi{ff)  +  -r<Pi{ff)  =  0  und  n(z)  +  ai<p^{e)  =  0. 


Die  erste  ergiebt: 


C  V 

q>l  =  ~r  —  in-r^ 

V  ,  V 


die 


zweite,  da  a,  =  v'f a  —  -^r-vj  war: 

.(am      2    \  4 

n(jef)  =  -  ac V  +  ^^-g- +  g^  cj  v^ - -g  mi 


Die  Coefficienten  von  g)^  und  q>^  sind  also  in  der  That  rationale  Functionen 
Ton  5.  —  Wenn,  was  genügend  ist;  nur  ein  partikuläres  Integral  a^  der 
Bedingungsgleichung  5)  eine  rationale  Function  von  z  sein  soll,  so  lässt 
sich  wieder  leicht  zeigen,  dass  in  diesem  Falle  das  allgemeine  Integral  der 
Differentialgleichung  C)  eine  algebraische  Function  ist,  wenn  man  (für 
«1  =  3  und  X;  =  2)  folgenden  allgemeinen  Satz  berücksichtigt:    Ist  h  eine 

rationale  Function  Yon  z  von  der  Beschaffenheit ^  da&s  Jh^  dz  eine  alge- 
braische Function  yon  z  ist,  so  sind  auch: 

dzh'^Jh'^dz,  J  dzh'^J  dzlrjh'^dz,  ••., 
aUgemein:  .j^. 

J dzh^  "'J dzh^J b^dz 

algebraische  Functionen  yon  z.  Wenn  nämlich  /  5"*  dier  eine  algebraische 
Function  von  z  sein  soll,  so  muss  sie  die  Gestalt  haben;* 

i  L 

wo  R{z)  eine  rationale  Function  von  z  und  C  die  Integrationsconstante 
bedeutet 


ß 


*  Jos.  Liouville  im  Journal  polytechn.,  t.  XIV  cah.  22  pag.  181:   Sur  la 
d^tennination  des  integrales  dont  la  valeur  est  algdbriqne. 
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Durch  Differentiation  findet  man: 

11  1    1-1 

also: 

R{z)      R{gymh  dz  ' 

d.  h.  R{z)  hat,  wenn 

gesetzt  wird,  die  Gestalt:  .  . 

Ferner  wird: 


also:  ,  j 


7' 


und 


l>"'(ijei  =  Ä,"'(«)+c,, 
i"  /  h^dz^- Rr  {ß)  Ä',  (5)  +  ^  Ä,     »  W  Ä',  w 

/  d;ß?  h^l  h^  dz  =  ~  R,^{z)  +  c,  R^  {z)  +  Cg ; 
ebenso  erhält  man: 

Jdz  h^fdz  hyb^  d^  =  3^  Ar  (^)  +  ^,  Äj-  {z)  +  ^  Äj-  (5)  +  c^ 
und  allgemein:  (;t) 

I  dzb""  •••  /  t^djef 

Damit  ist  aber  der  Satz  bewiesen. 

Wir  kommen  endlich  zu  dem  Falle ,  dass  Q  vom  zweiten ,  R  vom  dritten 
Grade  in  y  ist,  nehmen  aber,  was  keine  wesentliche  Beschränkung  ist,  der 
Einfachheit  wegen  ao  =  0  an;  dann  folgt  aus  den  Bedingungsgleichungen  1*): 

6^  =  0,     ai  =  0,     6,=0, 
und  die  Differentialgleichung  A)  lautet: 

D)  y'«-3a,y«y-2(Z;„  +  6,y»)=0. 

Zwischen  o^,  h^  und  h^  bestehen  die  Bedingungsgleichungen: 
6)  gft;^  3(1^3  +  663^  2^3  +  60,« 

Betrachten  wir  zunächst  den  Fall  p  =  0,  also  a^^^h^*i  so  können  wir 
0,  und  b,  die  Gestalt  geben: 
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a,  =  v«W,    ts  =  *•(«). 
wo  v(c)  eine  rationale  Function  von  e  bedeutet.    Die  Gleichung 
3a, +  66,^  2y,  +  6V 

ist  dann  von  selber  erftlllt,  und  die  Gleichungen  6)  gehen  in  die  eine  ttber: 

welche  \^=cv^ eJ^^^*  ergiebt.     Da  auch  60  ®^°®  rationale  Function  von  z 

1      ' 
sein  soll,  so  muss  v  die  Gestalt  haben:   v=  q-  —  >  wo  fi(£r)  eine  beliebige 

rationale  Function  von  0  ist;  dann  wird: 

^o-wiij'  «*-u^;'  ''»-vs^J' 

und  die  Differentialgleichung  D)  lautet: 

wenn  —  statt  (i  gesetzt  wird,  was  erlaubt  ist,  da  c  von  0  verschieden  sein 
c 

muss,  wenn  die  Differentialgleichung  D)  nicht  reductibel  sein  soll.    Hier  ist: 

O  V  jLt  O     |X 

also  lautet  Gleichung  2) 


'"=(f-H)'4(^)'' 


^  d^»^  3  ^   df*     9  ^»  ^ 

Diese  Differentialgleichung  geht  bekanntlich  durch  die  Substitution 

m 

du^      '6  du      9^ 
über;  die  charakteristische  Gleichung 

r*— —r  —  —  =  0 
^        3*^      9      " 

hat  die  Wurzeln   ri  =  — ^  und  r2  =  J;    das  allgemeine  Integral  von  2*) 

laatet  daher:  , ,  ,        , 

um  die  Relation  zwischen  e^  und  c^  zu  finden,  differenzire  man  dasselbe: 

^nd  setze  die  Werthe  für  y  und  y  in  D*)  ein,  so  erhält  man  nach  einigen 

^Ci»  +  tV  =  0- 
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Das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  D*)  lautet  also: 

2 

oder,  wenn  c,  =  -q  gesetzt  wird : 

dasselbe  ist  eine  algebraische  Function  der  Parameterfunction  fi. 

Ist  a^^-h^^  also  p  =  l,  so  erhält  man  aus  den  Gleichungen   6)  zu- 
nächst: ^3 

oder:  ^3 


Wird 


6      de 

gesetzt,  so  kommt:  ^s 


«1  ^      6   A  a,  \        A  /       6  A* 


also,  wenn  1  — y  =  u  gesetzt  wird: 

5«  Oa       6  m' 

dann  aus  1 ni  =  w: 

\8 


aj)'  ..  a^)' 


a  =  — und   5q  =  -^^ 

Setzt  man: 

V) 

u  = 


so  erhält  man,  da: 

IT 

u  w  — 1  w  ,   .  1 

und  1  — w  =  : 


ist,  aj  und  h^  in  der  zweiten  Form: 

\&  w)        ^   ^        \6  w/       /&3       \        w      \ 


(Anmerkung:  Aehnliches  ergiebt  die  Betrachtung  der  Biccati 'sehen 

3  a,  3 


Differentialgleichung  3  ^'  3 

^\  =  "  So^*  +  9"  T^  *8  +  I-  ^3* 


Dieselbe  geht  durch  die  Substitution 
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6.  =  -  ^  -  oder  -&  =  —  ^  — 
in  die  lineare  homogene  Di£ferentia1gleichang  zweiter  Ordnung 


(li)' 


2  <h 


oder,  da  Oy  =  — = i  also 

...  2      Ga  Hr  U  2      l^U 

i«t,  in 

«  /«"  «'  1  «'        \       ,  Q     Utj  » 

\u       u  '  2  1  — «/  1  —  « 

über.    Ein  Integral  dieser  Differentialgleichang  ist,  wie  aus 

herrorgeht:  '^       ^   «*  "^      ^    t» 

11                            k; 
Da  (u  dieselbe  Form  behttlt,  wenn  man  — | —  =  1  oder  u  = ;-  setzt, 

80  bat  diese  Differentialgleichang  auch  das  Integral: 

Das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  lautet  also : 

nod  daher  das  allgemeine  Integral  der  Riccati'schen  Differentialgleichung, 
wenn  --2=:c  =  +  »c  gesetzt  wird: 

^"  I»  -_?»  iL-?«  u    l  +  c(l-ti)-% 

»""      3    »  ~"  6    w    l  +  c(l-w)'A 

Sollen  a^  und  &3  rationale  Functionen  von  z  sein  und  u  eine  will- 
kürliche rationale  Function  von  g  bedeuten,  so  hat  man  e^O  oder  c  =  oo 
la  wfthlen,  was  auf  die  beiden  vorhin  aufgestellten  Formen  für  a^  und  h^ 
iMückführt.] 

Es  ist  femer  nach  den  Bedingungsgleichungen  6): 

also: 

lio  =  Ä«'''t^-'/'(l-«')-^ 
Soll  5^  eine  rationale  Function  sein,  so  muss  10  =  fi*  sein,   wo  nun- 
aiehr  |i  eine  beliebige  rationale  Function  bedeutet,  und  man  erhält: 

(L  ü'V        (1.  ü'V  (L  fi  V 
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um  den  vorhin  behandelten  Fall  jpsrsQ  mit  einzuscbliessen ,  setze  nuui 
f/c^i  an  Stelle  von  fi,  dann  lautet  die  Di£ferentialgleichang  D): 

Damit  diese  Differentialgleichung  irreductibel  sei,  muss  A;=|=0  sein;  k  kann 
daher  ohne  Beeinträchtigung  der  Allgemeinheit  gleich  1  vorausgesetzt  werden, 

man  hat  nur  (i  an  Stelle  von  h(i  und  c  an  Stelle  von  z-^  zu  setzen.  —  Die 

Discriminante  der  Differentialgleichung  D)  ist: 

(3-  ^/ 

Im  vorhin  behandelten  Falle  ist  0  =  0  und  daher  das  Oeschlecht  der 
durch  D)  definirten  algebraischen  Function  y  von  y  gleich  0.  —  Ist  dagegen 
c-|  0,  so  ist  das  Oeschlecht  p=l]  in  diesem  Falle  kann  man  e  =  l  vor- 
aussetzen, indem  man  wieder  ju  an  Stelle  von  "/cfi  setzt: 

Die  Gleichung:  ,      ^ 

wird  in  diesem  Falle:  /j     »v« 

oder,  da  y  =  ^»»   «nd  y  =^^  +4^?'*    '^*= 

-'        d,*»^\3  ^^3  ^»-1/  df*^9  ^«(,t»-l)  ^ 

Die  determinirende  Fundamentalgleichung*  in  der  Umgebung  des  sin* 
gulttren  Punktes  u  =  0 

hat  die  Wurzeln  «1  =  1,  «8=»  — |.     Durch  die  Substitution* 
geht  die  Differentialgleichung  2**)  über  in: 

Um  diese  Differentialgleichung  in  diejenige  der  Gauss'schen  Reihe  Ober- 
zuführen,  setze  man: 

•  cfr.  pag.  217. 
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für  |»  =  1  soll  a?=l  sein,  ftlr  ^  =  —  1  soll  x  =  0  sein,  also:  ns  — 1, 
flis=2  und  fi  =  2aEr  — 1.  Durch  diese  Substitution  geht  die  Differential- 
gleichung in  die  folgende  über: 

Dies  ist  wieder  die  Differentialgleichung  der  Gauss*schen  Reihe,  und  zwar 
ist  hier:  2       p  i  2 

Ausser  JP(a,  /?,  y  ir)  =  JP(|,  — |,  f ,  jr)  sind  auch* 

a?*-y.F(a-y  +  l,  ^-y  +  1,  2-y,  rc)  ^a^H-J^^a,  0,  i,  x) 
und 

(l-«))'—/».F(y-«,y-fty,x)  =  (l-«)».J'(0,  1,1,05) 

Integrale  dieser  Differentialgleichung.     Aber  es  ist 

F(l,  0,  4,  o;)  =  1   und  ebenso  F{0,  1,  |,  a?)  =  1. 

Das  allgemeine  Integral  ist  daher  algebraisch  und  lautet: 

w  =  Cia?^  +  Cg(a?-l)H. 
Es  war 

a;g=     o    »  a?— 1  =     ^    >   ferner  y  =  fi-^ti 
gesetzt;  das  allgemeine  Integral   dsr  Differentialgleichung  2**)  lautet  also: 


um  nnn  das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  D**)  zu 
ermitteln,  bedarf  es  noch  der  Eenntniss  des  Zusammenhanges  zwischen  den 
wülkOrlichen  Constanten  c,  und  Cg.  Zu  diesem  Behufe  differenziren  wir 
wieder: 

und  setzen  die  Werthe  fUr  y  und  y'  in  die  Differentialgleichung  D**)  ein; 

so  ergiebt  sich  nach  einigen  Rechnungen  zwischen  Cj  und  e^  der  Znsam- 
menhang:  c«»  -  c.»  -  Ä  -  0. 

Setzt  man  c^  =  C,  so  lautet  das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleich- 

Baaselbe  ist  eine  algebraische  Function  der  Parameterfunction  jü.  Obige 
Form  des  Integrals  zeigt  wieder,  dass  die  Yerzweigungsstellen  desselben  von 
den  Anfangswerthen  unabhängig  sind;  sie  sind  n&mlich  die  Null-  und  Un- 
endlichkeitsstellen von  fi  resp.  fi  +  1  und  fi  — 1. 

*  Kammer  in  Crelle's  Journal,  Bd.  XV  pag.  62,  Formeln  3)  und  2). 
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Es  sei  an  dieser  Stelle  bemerkt,  dass  mit  der  algebraischen  Integration 
einer  Fuchs 'sehen  Differentialgleichung  vom  Geschlecht  1  zugleich  ein 
algebraisches  Transformationsproblem  für  elliptische  Integrale  gelöst  ist; 
denn  es  muss  in  diesem  Falle  die  Differentialgleichung  für  den  Parameter  ty 
durch  den  y  und  y   dargestellt  werden: 

^=A^Ä(Ö*  oder    --£L  =  XdiP, 
äff  yR(f) 

algebraisch  integrirbar  sein ,  und  zwar  ist  die  algebraische  Function  i  von  g 
leicht  darzustellen,  da  man  y  als  —  algebraische  —  Function  einerseits 
von  ti  andererseits  von  0  kennt.  Die  Differentialgleichung  zwischen  den 
Yariabelen   t    und    z   enthält    daher  nichts  Anderes   als  ein  algebraisches 

dt 
Transformatibnsproblem  für  das  elliptische  Differential  >  ein  Problem, 

welches,  da  man  die  algebraische  Beziehung  zwischen  t  und  0  kennt,  als 
gelöst  zu  betrachten  ist. 

Setzt  man,  um  auch  hier  das  Fuohs*sche  Theorem**  anzuwenden: 

an,  so  wird  man  zwar  nicht  verlangen  können,  dass  die  Coefficienten  von 
q>Q  und  9>j  rationale  Functionen  von  xr,  wohl  aber  erwarten  dürfen,  dass  sie 
algebraische  Functionen  sind.  In  der  That  führen  die  auftretenden  Be- 
dingungsgleichungen auf  lineare  homogene  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung,  welche  von  den  oben  behandelten  nicht  wesentlich  verschieden 
sind  und  daher  ebenfalls  algebraische  Integrale  besitzen. 

Durch  Differentiation  der  oben  angesetzten  Gleichung  erhält  man  näm- 
lich unter  Berücksichtigung  der  Gleichung  2)    \'T^  =^ '^ '  ^ 'i"^) - 

folglich  ist  wegen  der  IrreductibilitUt  der  Gleichung  D)  identisch: 
d(Pi 


ferner: 


=  0,   d.  h.  g>^  =  tif{e)  nur  von  z  abhängig; 


Aus  der  letzten  Gleichung  folgt,  dass 

sein  muss,  wo  S  und  £  von  0  allein  abhängen;  dann  folgt  aus  der  vor- 
letzten Gleichung,  dass  Q  höchstens  vom  zweiten  Grade  in  y  sein  darf; 
dies  ist  in  der  Differentialgleichung  D)  der  Fall,  unser  Yerüahren  ist  daher 
gerechtfertigt.  —  Die  beiden  letzten  Gleichungen  ergeben,  da  Q^a^ff^  i^^' 


*  S.  Einleitung  pag.  195. 
♦♦  cfr.  pag.  269  u.  328. 
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^  +  tJ''W  +  ^tJ;W  =  0,     e'+2a,V'W  =  0,     «'=0, 

d.  fa.  ö  ist  eine  Constante,  die  in  die  willkürliche  Constante  f  eingeht; 
eliminirt  man  ferner  aas  den  ersten  beiden  Gleichungen  und  aus  der  Oleichung 

welche  durch  Differentiation  aus  der  zweiten  entsteht,  ^{z)  und  ^(xr),  so 
erhSlt  man  für  e  die  lineare  homogene  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung : 

oder,  da  -0"=  «■  — +  ~  ist- 
'         6        2  aj      a, 

während  il^{g)  sich  dann  aus  der  zweiten  Gleichung  ergiebt  —  Die  Diffe- 
rentialgleichung für  B  lautet,  wenn  man  die  oben  gefundenen  Ausdrücke  f&r 
dg  und  &3  beachtet:  /^      '.^ 


di    ,       .     „     cPs    ,-  ,  ds 

T^**  "°^  *  -dir*"  +r^' 


oder,  da  «  =  -—•  a    und    £  =  ^—5  a  *  +  -—  u    ist: 

Wenn  o=0  ist,  so  geht  die  dadurch  entstehende  Differentialgleichung: 

dfi2+3      fi*d^  9     ILA«'^"" 

unmittelbar  in  die  Differentialgleichung  2*),  S.  331: 

df|2"^3   fi'dfi      9  fi^'^ 
Aber,  wenn  man  y  an  Stelle  von  £  und  —  an  Stelle  von  u  setzt:  das  all- 
gemeine  Integral  der  Differentialgleichung  ist  daher: 

d.  h.  eine  algebraische  Function  der  Parameterfunction  ft.  —  Wenn  c  =  |=  0, 
so  durfte  es  gleich  1  vorausgesetzt  werden;  die  Differentialgleichung  für 
i  entspricht  dann  der  Gleichung  2**),  S.  334.  Dieselbe  nimmt,  da  die  de- 
terminirende  Gleichung  in  der  Umgebung  des  singulären  Punktes  f4  =  0: 

die  Wurzeln  —  |  und  -^  hat,  durch  die  Substitution  is=fi'-%v  die  ein- 
fachere Gestalt  an: 

d^v      2       pi       dv      2       1         _ 

d^«"*"3  ii^^l'd(i      9  ^2-r''"'^' 
und  die  Differentialgleichung  für  v  wird  wieder  durch  die  Substitution 
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li  =  2x-l 
in  die  Differentialgleichung  der  Gauss'schen  Reihe 

/       i,d*t;,/2         l\dv     2         „ 

Übergeführt.     Hier  ist: 
also: 

Zwei  Partikularintegrale  sind:* 

und 

so  dass  das  allgemeine  Integi*al 

v:=CiX^  +  Ci{x  —  l)'^  oder   ^  =  ^i(""2~/    "'"^*\'"2~/   ' 

ist.     e  ist  also  in  der  That  eine  algebraische  Function  der  Parameterfanc- 
tion  f4. 

V. 

1.  Es  mögen  in  diesem  Abschnitte  zunächst  einige  Bemerkungen  über 
die  zweite  der  von  Herrn  Fuchs  für  die  feste  Lage  der  Verzweigungs- 
punkte der  Integrale  aufgestellten  Bedins^ungen,  dass  nämlich  der  wesent- 
liche Theiler  der  Discriminante  singulare  Integrale  der  Differentialgleichung 
liefern  rouss,  folgen.  Dieselbe  ist,  wie  die  Entwickelungen  der  früheren 
Abschnitte  zeigen,  von  grosser  Wichtigkeit.  Man  glaubte  früher,  dass 
stets  der  wesentliche  Theiler  der  Discriminante  Die^y)  ein  singuläres  In- 
tegral der  Differentialgleichung  F{z^yyy)^=^0  liefern  müsste,  bis  das  Bei- 
spiel von  Serret:** 

3/'2  +  2a;y'— 3^  =  0 

eines  Bessern  belehrte.     In  diesem  Falle  stellt  die  Discriminantengleichung 

y  +  «*  =  0 
nicht  die  Enveloppe  der  durch  das  allgemeine  Integral  reprfisentirten  Cur- 
venschaar,  sondern  den  geometrischen  Ort  von  Rückkehrpunkten  der  parti- 
kulären Curven  dar.  Man  kann  daher  die  zweite  Fuchs'sche  Bedingung 
geometrisch  dahin  aussprechen ,  dass  die  durch  das  allgemeine  Integral  einer 
Fuchs'schen  Differentialgleichung  repräsentirte  Carvenschaar  stets  eine  En- 
veloppe besitzen  muss. 

Man  kann  diese  Bedingung  folgendermassen  in  Bedingungsgleichungen  fUr 
die  von  e  abhängenden  Coefficienten  der  Differentialgleichung  F{e^  y,  y)  =  0 

•  cfr.  pag  336. 
••  Serret,  Coura  d' Analyse,  Bd.  H  pag.  881. 
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umsetzen:  Es  sei  H^  ein  einfacher  irreductibler  Factor  der  Discriminante 
I>[$^y)y   d.  h.   der  Eliminationsresultante  von  y   aus   F=0  und  — ;  =  0 

(o  151  ^  jp  ^y 

oder  besser  aus  ^—^  =  0  und   wF  — y'^r— ;=0,  wenn  F  vom  !»*•"  Grade 
\  oy  oy 

in  y'l,  so  ist  für  alle  Werthepaare  z^  y,  für  welche  H^{is^  y)  =  0,  zu  gleicher 
Zeit  jP=  0  und  — ,  =  0.  Soll  nun  ^^  (j»,  y)  =  0  ein  Integral  der  Differen- 
tialgleichung P=0  sein,  so   muss  fUr  alle  Werthepaare  e^  y,   für  welche 

o  -ja 

-^1(^1  y)  =  0  ist,  gleichzeitig  mit  den  Gleichungen  JP=0  und  —,  =  0  auch 
die  Gleichung  bestehen:  ^ 

r  d  F  ^  n* 

dieselbe  wird  nicht  etwa  dadurch  erfüll t^  dass  einzeln  -r— =  0  und  ^r— =0 

L  cjs  oy 

ist;  denn  da  H^  als  einfacher  Discriminantenfactor  vorausgesetzt  ist,  so 
muss  ^  H=^*  ^^^^  *  Bezeichnet  man  daher  die  Eliminationsresultante  von  j/ 

r-7  =  0  und  — +  — .y  =  0  (^oder  besser,  da  ^=:y-+Py'«-J+...+  Z 

Yorausgesetzt   werden  kann,    aus    --7  =  0  und   -r — h;;— "y  — r— -.F=sO  I 

dy  d0      dy   ^     dy  / 

mit  A(iS,^),  so  muss  A(;e^,y)  =  0  sein  für  alle  Werthepaare  e^  y,  für 
welche  lfi(jer,  ^)  =  0  ist;  d.  h.  es  muss,  wegen  der  Irreductibilität  von  jB|, 
A(f,  y)  durch  H^{/s^y)  theilbar  sein: 

t^{e,y)^8^(p,y)'H^{z,y). 
Seien  H^y  H^,  ...  weitere  derartige  irreductible  Discriminantenfactoren, 
so  folgt  in  derselben  Weise,  dass  A{e^y)  durch  H^^  ITg,  ...  theilbar  sein 
muss;  Wird   daher  das  Product  H^H^Hq"»    mit  H  bezeichnet,   so   muss 
identisch:  .  ,       .       ^t/       \    tt/       \ 

sein,  wo  Sie^y)  eine  ganze  rationale  Function  von  y  ist,  deren  Coeffi- 
cienten  von  z  abhängen.  Vergleicht  man  auf  beiden  Seiten  die  Coefficienten 
der  gleich  hohen  Potenzen  von  y,  so  ergeben  sich  hieraus  Bedingungsgleich. 
UDgen  zwischen  den  Coefficienten  der  Differentialgleichung  J?=0  und  ihren 
ersten  Ableitungen  nach  z^  deren  Anzahl  gleich  ist  dem  Grade  von  H^z^y) 
in  Bezug  auf  y.    Man  kann  auch  auf  folgende  Weise  verfahren:**  Bekannt- 

dF         / 
lieh  ergiebt  sich  bei  der  Elimination  von  y   aus  F=0  und  ^  =  0  (oder 

01p  fi  TP         \ 

besser  aus  dem  äquivalenten  Gleichungssystem  ^  =  0  und  mF— y  ^  =  0j 
die  mehrfache  Wurzel  y   schliesslich  aus  einer  linearen  Gleichung: 
O{0.y)  +  B{z,y)^y^O, 


•  cfr.  pag.  268. 
**  cfr.  pag.  262. 
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wo  Q  und  R  ganze  rationale  Functionen  von  y  sind.  Andererseits  erb&lt 
man  aus  H{0jy)=O  durch  Differentiation: 

dH{z,y)     dE{z,y)     ,^ 
dz      "•■      dy       •^"'^- 
Diese  beiden  Oleichungen  mflssen  für  alle  Werthepaare  ^ei,  ^,  für  welche 
H{z^y)^='0  ist,  bestehen;  d.  h.  es  muss 

sein,  wo  T  eine  ganze  rationale  Function  von  y  bedeutet,  deren  Coeffi- 
cienten  von  z  abhängen;  hieraus  ergeben  sich  wieder  für  die  Coei^cienten 
von  JP=0  und  ihre  ersten  Ableitungen  nach  z  Bedingungsgleichungen, 
deren  Anzahl  gleich  dem  Grade  von  E{z^y)  in  y  ist. 

Die  beiden  ersten  im  III.  Abschnitte  aufgestellten  hierher  gehörigen 
Sfttze/  dass  jeder  nicht  quadratische  Factor  der  Discriminante ,  gleich  Null 
gesetzt,  ein  Integral  der  Differentialgleichung  ergeben  muss  und  dass  jede 
einfache  Wurzel  der  Discriminantengleichung  nur  einen  einfachen  Yerzwei- 
gungspunkt  liefert,  gelten,  wie  die  dortige  Argumentation  zeigt,  allgemein 
für  Fuchs 'sehe  Differentialgleichungen  m^^  Grades. 

Man  kann  femer  mit  Hilf»  der  Puiseux'schen  graphischen  Methode 
zeigen,  dass  infolge  von  Bedingung  III  ein  a-facher  Verzweigungspunkt 
(für  den  also  eine  Verzweigung  in  a-f  1  Blättern  stattfindet)  mindestens 
er -fache  Wurzel  der  Discriminantengleichung  sein  muss,  und  daraus  einen 
Schluss  ziehen  auf  die  Maximalzahl  des  Geschlechtes  einer  allgemeinen 
Fuchs'schen  Differentialgleichung.     Die  Discriminante  D{Zy  y)   ist  als  Eli- 

minationsresultante  von  y   aus  F(;er,  y,  y')  =  0  und  —,  =  0  höchstens  vom 

2f»i(f»i  — 1)**°  Grade  in  y;  es  ist  daher  die  Gesammtzahl  der  einfachen  Ver- 
zweigungen: ^O     ,  IN 

w^2m(m  — 1). 

Daraus  folgt  mit  Berücksichtigung  der  Bie  mann 'sehen  Relation 

l(;  =  2f»l  +  2(p-l), 

dass  das  (Geschlecht  der  durch  F{z,  y,  y)  =  0  definirten  algebraischen  Func- 
tion y  von  y 

p  ^  w(m-2)  +  1  oder  <  (w-l)« 
ist. 

2.  Die  Untersuchungen  der  früheren  Abschnitte  zeigen,  dass  die  Ge- 
stalt des  zweiten  Differentialquotienten  für  die  Integration  der  Fuchs'scben 
Differentialgleichungen  von  fundamentaler  Bedeutung  ist;  insbesondere  zeigt 
die  Anwendung  des  Fuchs'scben  Theorems,**  dass  die  Form  des  zweiten 
Differentialquotienten  über  die  algebraische  Natur  der  Integrale  allein  ent- 


*  cfr.  pag.  258  u.  269. 
•*  1.  c.  cfr.  pag.  269  flg. 
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scheidet.  —  Um  ein  allgemeineres  Beispiel  hierfür  zu  bringen,  wollen  wir 
folgenden  Satz  beweisen: 

Wenn  eine  Differentialgleichnng 
A)  F{e,y,y')  =  0, 

WO  F  eine  ganze  rationale  Function  von  0^  y  und  y   ist,   die  Eigenschaft 
beätxt.dass:  ^  ^ 

ist,  80  sind  ihre  Integrale  algebraisch.     Es  sei: 

^      F^Ä^y^  +  A,y'^-'+..>  +  Aky^'''  +  ^^.  +  A^^xy+Am 
und 

Ak^ak^  +  Qk.y^ h  flit/^r*t 

dann  folgt  ans  B)  durch  Vergleichung  der  Coefficienten  von  y'^-^i 

Daraas  ergiebt  sich  znnächst: 

1)  —-^  =  0,    d.h.  Am  von  0  unabhängig; 

o  ß 

dA 

2)  — A— 0,  d.  h.  Aq  von  y  unabhängig; 

3)  Ak  höchstens  vom  h^^^  Orade  in  y  (also  2a  ^A;),  da  Ak^\ 
höchstens  um  einen  Orad  höher  als  Ak  und  A^  vom  nullten  Grade  in  y  ist. 

Ferner  folgt  aus  C)  das  System  von  Bedingungsgleichungen: 

4^  , 1       gfr(+(?  +  l)a^+i/4-i      /2  =  0,  1,  ...,*  \ 

^  m-Ä  a*,  \ÄJ  =  0,  1,2,  ...,m-l/ 

um  zu  zeigen,   dass  das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung 
A)  algebnuBcb  ist,  setze  ich  die  Gleichung  an: 

D)  r  =  <)Po  +  <3Pi-A.** 

r  ist  willkttrliche  Constante  und  A  durch  jP(«r,  ^,  A)  =  0  definirt.     Durch 
Differentiation  von  D)  erhält  man  unter  BerQcksichtigung  der  Gleichung  B) : 

dz       \öy        dz)  dy  * 

Es  iDQss  also  sein: 

5)  -^  =  0»  ^'  fa-   <Pq  nur  von  y  abhängig:    q>Q  —  q>{y)\ 
o  z 

6)  -Jli==0,  d.h.   qp,  nur  von  z  abhängig:   q>i^'^{z)\ 

*  Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  diese  Differentialgleichungen  zur  Classe  der 
Fach  Brachen  gehören. 
^  Cfr.  pag.  870. 
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Aus  Gleichung  7)  folgt  unter  Beachtung  der  Gleichungen  5)  und  6), 

sein  musBf  wo  a  und  &  Constanten  sind.    Dann  wird  Gleichung  7): 

7*)  i/;'W-Xtj;W  +  a  =  0. 

Das  Gleichungssystem  4)  ergiebt  aber  fdr  Ä;  =  m  — 1: 

t=  "'*-''+ ^^  +  ^.^^""^-'        (Z  =  0,l,...,m-l) 
am-ti 
oder: 

und  die  amt^.!  sind  infolge  von  1)  von  z  unabhängig,  constant.  Setzt  man 
daher  in  7*):  ,i  i  i\ 

so  wird  diese  Differentialgleichung  für  tf;(j9)  durch  tfy(jer)  =  am-i|  befriedigt; 
am^i,  ist  nach  Voraussetzung  eine  rationale  Function  von  z^  daher  ist  das 
allgemeine  Integral  von  A)  algebraisch;  dasselbe  lautet,  wenn  6  in  die  will- 
kürliche Constante  f  hineingezogen  wird: 

D)  .  r  =  (2  +  l)a„,,^,  y  +  a««i,  A, 

wo  A  durch  F{z^y,  A)c=0  als  algebraische  Function  von  z  und  y  definirt 
ist.  —  Ein  Beispiel  hierzu  bieten  die  Fuchs 'sehen  Differentialgleichungen 
von  der  Form: 

E)  <|)  =  ay'"  +  &sfy''«-*  +  ...  +  ry"'->y'+5y'"  +  ^  =  0, 

wo  a,  &,...,  r,  5,  ^  rationale  Functionen  von  z  sind,  von  denen  s  und  t 
ein  von  z  unabhängiges  VerhSltniss  haben  oder,  wenn  man  sich  Gleichnng 
E)  bereits  durch  eine  geeignete  rationale  Function  von  z  dividirt  denkt, 
selber  von  z  unabhängig  sind. 

Setzt  man  ferner  voraus,  dass  in  der  homogenen  Function  m^^' Dimen- 
sion F  von  y  und  y: 

F)  F^ay'^  +  byy'^-^+.'^  +  ry^'-^y+sy^ 

die  L  alle  von  einander  verschie3en  sind,  so  haben  -—,=  -—,  und  ^r-=7- 

dy      dy  dy     dy 

keinen   gemeinsamen   Factor  y^iiy;   denn    derselbe    müsste    infolge  der 

Euler 'sehen  Gleichung  ^ 

auch  in  F  enthalten  und  daher  Doppelfactor  von  F  sein,  was  der  Voraus- 
setzung, dass  die  Xi  von  einander  verschieden  sind,  widerspricht.  Da  ausser- 
dem 0  =  0  durch  y'=0,  y==0  nicht  befriedigt  wird,  so  wird  die  Discri- 
minante  der  Gleichung  E)  im  Allgemeinen  nur  einfache  Factoren  enthalten 
und  vom  m(m  — 1)*^  Grade  in  y  sein.  Das  Geschlecht  der  durch  O^^O 
definirten  algebraischen  Function  y'  von  y  ist  daher,   wie  die  des  Oeftem 
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erwähnte  Riemann'sche  Relation  lehrt,   mindestens  gleich    -^-^ ^  +  1 

(m-l)(m-2)         .         .,-,.,    (m-l)(m-2)     ^     ^      t,,    •     , 
= 2 *            ®®         lactisch   ^^ -^ >  da  das  Maximal- 
geschlecht einer  Curve  w*«'  Ordnung  ^ ^  ist;  daraus  folgt  dann, 

dass  jede  der  fn(m— 1)  einfachen  Wurzeln  der  Discriminantengleichung  nur 
einen  einfachen  Yerzweigungspunkt  liefert.  Geometrisch  gesprochen :  Die  Curve 

0=0  hat  das  Geschlecht  ^^ ^ j  weil  keine  Doppelpunkte  vorhanden 

sind;  im  Endlichen  liegen  keine,  da  -5—  =  0  und  r-7  =  0  gleichzeitig  nur  durch 

oy  dy 

y  =  0,  y'=0  befriedigt  werden,  wodurch  0  =  0  nicht  befriedigt  wird, 
und  im  Unendlichen  keine,  denn  die  m  Punkte,  in  denen  die  unendlich 
ferne  Gerade  die  Curve  0  =  0  schneidet,  sind  die  unendlich  fernen  Pankte 
der  m  Geraden: 

y'-i,y  =  0,    y-A,y  =  0,    ...,    y'-A„y  =  0; 

30 

diese  sind  keine  Doppelpunkte,  weil  ihre  Coordinaten  weder  -—,  =  0,  noch 

7— =  0  befriedigen,  auch  deshalb,   weil   die  unendlich  ferne  Gerade  eine 

Curve  m^*  Ordnung  nur  in  m  einfachen  Punkten  schneiden  kann.  —  Es 

sollen   nun   in  der  Differentialgleichung  E)  die  Coefficienten  so   bestimmt 

werden,    dass  ihre  Integrale  feste  Yerzweigungspunkte  besitzen;    dieselbe 

muss  dann,    wenn  tnl>3,    also  p^l   ist,    nach  Poincar6    algebraisch 

integrirbar  sein.     Von  den  Bedingungen  des  Herrn  Fuchs  ist  zunächst  die 

erste  erfüllt;   da  ferner  die  Discriminantengleichung  nur  einfache  Wurzeln 

besitzt,  deren  jede  nur  einen  einfachen  Verzweigungspunkt  liefert,   so  ist 

»ich  der  zweite  Theil  von  Bedingung  II  und  die  Bedingung  III  von  selber 

erftlllt.     Es   bleibt  noch  die   Bedingung,    dass   die  Wurzeln  der  Discrimi- 

oantengleichung  Integrale  der  Differentialgleichung  E)  sein  müssen.     Nach 

den  im  ersten  Theile  dieses  Abschnittes   gemachten  Auseinandersetzungen 

/  ^0      ^0     ,  ^0 

muss  das   Elirainationsresultat   von   y   aus    — — 1-  -- —  y  =  0  und    ^r-/  =  0 

de      dy    "^  dy 

theilbar  sein  durch  die  Discriminante ,  d.  h.  durch  die  Eliminationsresultante 

90 

von  y  aus  0  =  0  und  ^-?  =0.     Es  ist  aber: 
dy 

d0     30 

3j+^y=y'[(a  +  &)»'"-'  +  (6'+2c)yy''"-''  +  ...+(r'+in»)y'"-']-      . 

Die  Werthe  y  =  0,  y  =  0  können  von  vornherein  unberücksichtigt  bleiben, 

da  0  s=  0  durch  dieselben  nicht  befriedigt  wird.     Dann  enthält  das  Elimi- 

V  90      ^       ,    1  r90      90     ,1      r. 

nationsresultat  von  —  aus  :r— ,  =  0  und  —    -^-  +0—  y    =0,  da  in  beiden 
y      ^   dy  y  Ldz      dy    ^J 

Gleichungen  auf  der  linken  Seite  eine  homogene  Function  (m  ^  1)^"'  Dimen- 
sion in  y  und  y   steht,  nur  e  allein;  und  da  dasselbe  durch  die  Discrimi« 
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nante,  die  y  und  z  enthält,  theilbar  sein  soll;  so  muss  es  identisch  yer- 
schwinden,  d.  h.  ^ — l""ä~ '^  muss  mit  —,  einen  gemeinsamen  Theiier  be- 
sitzen,  oder  wenn,   wie   wir  voraussetzen  und  es  im  Allgemeinen  der  Fall 

30 
sein  wird,    r— >  in  dem  Rationalitfttsbereiche  voo  0  irreductibel  ist,  muss 

dy 

30     d<t>     ,  30 

-r — h  -r—  •  y  durch   r-7  theilbar  sein : 

dsf      dy   "^  dy 

30  ,  30     ,      ,   ,  30 

3^+3l,-^=^^-3T'- 
Die  Differentialgleichung  E)   gehört  also   zur  Classe  der  durch  B)  chai-ak* 
terisirten  Differentialgleichungen  A)   und  hat  somit  stets  algebraische  In- 
tegrale.     Ihr    allgemeines  Integral   kann  nach   D)   in  die  Form  gebracht 
werden:  _  .      . 

wo  r  willkürliche  Constante  und  A  durch  0(i?,y,  A)=0  definirt  ist. 

3/  Wir  haben  in  den  früheren  Abschnitten  eine  Reihe  von  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  behandelt,  deren  durch  Differentiation  sich  er* 
gebender  zweiter  Differentialquotient  eine  lineare  Function  von  y  und  y  ist.* 
Die  Bedingungsgleiehungen  dafür  werden  aus  denen  der  Anmerkung  8. 268  flg. 
erhalten,  wenn  dort:  7  _7  _«7  __n 

gesetzt  wird.  ~  Es  möge  die  Differentialgleichung 

G)  F{e,y,y)^0 

diese  Eigenschaft  besitzen,  d.  h.  es  möge 

dF.dF    ,      V   iPi(^   *A         X    \^^ 
37  +  3]r*^  =  ^*^+^^^  +  '*^  +  '^'33,' 
sein,  so  dass  für  die  Integrale  der  Differentialgleichung  F=0: 

3F     3^^^, 

^  = ^ =  -(Ay  +  f*y+v) 

oder:  ^y 

H)  y-'+Ay'+f'y  +  v^O 

ist.     Wenn  man  von  singuläreu  Lösungen,  für  welche  zugleich  7''  =  0  und 

r-7  =  0  ist,   zunächst  absieht,  so   wird  das  allgemeine  Integral  der  Diffe- 
oy 

rentialgleichuDg  0)  in  dem  von  H)  enthalten  sein  und  aus  diesem  dadurch 
'  hervorgehen,  dass  zwischen  dessen  beiden  willkürlichen  Constanten  eine 
bestimmte  Relation  mit  constanten  Coefficienten  besteht,  welche  sich,  wie 
wir  gesehen,  ergiebt,  indem  man  aus  dem  allgemeinen  Integral  von  H), 
welches  bekanntlich  die  Form  hat: 


*  Anmerkung.    Dieselben  gehören,  wie  man  leicht  einsieht,  zur  Classe  der 
F  n  0  h  fl  *8chen  Differentialgleichungen . 
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8) 


nnd  dessen  Ableitung: 

9) 

die  Werihe  für  y  und  y  in  G)  einträgt,  [goi,  <p^  und  ^\>  sind  Functionen 
von  z^  und  zwar  bilden  tp^  und  (jpj  ^^^  Fundamentalsystem  von  Integralen 
der  reducirten  Differentialgleichung  y"+ Ay'+fiy  =  Ü,  während  ^  ein  Par- 
tikalarintegral  der  Differentialgleichung  H)  ist.]  —  Diese  Integrationsmethode 
nun  setzt  uns  zugleich  in  den  Stand ,  die  Differentialgleichung  G)  derart  zu 
zerlegen ,  dass  sie  durch  eine  birationale  Transformation  —  die  hier  bilinear 
ist  —  in  sich  selbst  transformirt  wird;  so  dass  die  von  Poincar^*  an 
gegebene  Integrationsmethode  zur  Anwendung  gelangen  kann.  Man  findet 
nämlich  aus  den  Gleichungen  8)  und  9): 


c,  = 


9i» 


Die  Determinante 


und 


C8  = 


9>n 

<p,, 

9>» 

ist  von  0  verschieden,  da  q>i  und  q>^  ein 


Dann  hat 


9>2 

Fundamen talsystem  von  Integralen  bilden;  man  kann  daher  schreiben: 

c^^Äy  +  By  +  K,    c^^Dy  +  Ey  +  L, 
wo  J,  ^,  D,  E^  K  und  L  Functionen  von  e  sind. 
Die  zwischen  Cj  und  c^  bestehende  Relation  sei 

/•(c.,c,)  =  0. 
wo  f  eine  ganze  rationale  Function  ihrer  Argumente  bedeutet, 
also  die  Differentialgleichung  G)  die  Gestalt: 

F{^.  y.  y)  ^aÄy  +  By'+  K,  Dy  +  Ey  +  L)  =  0. 
Die  durch  f='0  dargestellte  Riemann'sche  Fläche  wird  durch 

Ä{0,)y,  +  B{z,)y\  +  K{z,)^A{z^)y,  +  B{z,)y,  +  K{0^), 
I){z,)y,  +  E{0,)y\  +  IAz,)=^D{z,)y,  +  E{0,)y\  +  L{e^) 
in  sich  selbst  transformirt,  so  dass  die  oben  erwähnte  Poincar6*sche  In- 
tegrationsmethode hier  keine  Schwierigkeiten  darbietet.**  In  den  Differen- 
tialgleichungen D*)  und  D**)  des  vorigen  Abschnittes  z.  B.  sind  die  der 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  H)  entsprechenden  Differentialgleich- 
ungen 2*)  und  2**)  linear  homogen,  also  v  =  0,  ^  =  0,  J5r=0,  i  =  0.  — 
In  D*)  resp.  2*)  war: 

*  siehe  Einleitung  pag.  196. 

**  Anmerkung.     Die  allgemeinsten  Differentialgleichungen»  welche  durch 
eine  bilineare  Transformation  in  sich  selbst  übergeführt  werden  können,  haben 

^*'^***^*--  .fa,y_±hyst±  ^fy±hy±si\=o 

vo  die  a<,  ht,  d^  dt,  e«,  fi  Functionen  von  z  bedeuten. 
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Daraus  erhttlt  man: 

Ci  =  -3f*^y--r2^    nnd    c^=  i^ i^'^y  +  ^p . 
Zwischen  c^  und  c,  besteht  die  Relation: 

Die  Differentialgleichung  D*)  lässt  sich  daher,  zerlegt,  in  folgender  Gestalt 
schreiben : 

Denkt  man  sich  die  Differentialgleichung  von  vornherein  in  dieser  Gestalt 
gegeben,  so  kann  die  Poincarö'sche  Integrationsmethode  angewendet 
werden.      Die    Differentialgleichung    10)    wird    durch    die   Transformation 

öf*i^yi--^y  1  =  0:^*2^3^« --7-^2» 

o-/*r%t+-7-yi=-Qfi2~^y2+-4-y2 

in  sich  selbst  transformirt.     Aus  diesen  beiden  Gleichungen  erhält  man: 

f»i^ yi  =  (-3  ^2~  '%2  +  ^  y'2)  f*i  +  3  f*2'^  3^2  -  ^'y'2 
Wer,  wenn  ie^^,  ^2)  ^'t  ^^^  constant  aufgefasst  und  der  Index  1  unterdrückt 

wo  Jlf=  Q^f*8~"^y2  +  ^y'8  ^^^  •^=  Q^f*2^y2~     '    y«  Constanten  sind; 
o  |A,  *^  ^2 

zwischen  M  und  iV  besteht  infolge  von  10)  die  Relation: 

Ebenso  erhält  man  für  die  Differentialgleichung  D**)  aus  dem  allgemeinen 
Integral  der  linearen  homogenen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  2**): 

und  seiner  Ableitung: 

^"^"■"3  f%\^"*"7/     ^"'"3  pf  v""7^     ^* 

für  C|  und  c^  folgende  Ausdrücke: 

f|(,_i)-.:,_^,(,_i)%. 


C,  =s 


2 
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zwischen  c^  und  c^  besteht  die  Relation: 

Der  Differentialgleichung  D**)  kann  man  daher  folgende  Gestalt  geben: 

11)  {Dy  +  Eyy-(Äy  +  Byy^h  =  0, 

wenn  zur  Abkürzung 

gesetzt    wird.    —    Die  Differentialgleichung  11)    wird    durch    die   bilineare 
Transformation: 

Ä{0,)yt  +  B{g^)y\  =  Ä{z,)y,  +  B{z,)y\, 
Di,z,)y,  +  E{z^)y\  =  D{z^)y^  +  E(z,)y\ 
in  sich  selbst  transformirt.     Aus  diesen  beiden  Gleichungen  erhält  man: 
_  [Ä{e,)E{z,) -I)MB{0,)]y,  +  [B{z,)EieO - E{^)B{e,)W, 
*•                                  Ä{g,)E{z,)-B{g,}DM 
oder,  wenn  wieder  e^,  y^,  y\  als  constant  anfgefasst  und  der  Index  1  unter- 
drückt  wird^^  ^^^^ ^__^W___ 

^  A{e)E{e)-B{jl)D(8)         A{g)E{e)-B{e)D{e)' 

wo 

Jf=4(«,)y,  +  B(*g)y',  nnd  2?  =  2)(j8,)y,  + J5(«,)y, 

Constanten  sind.     Es  ist  aber: 

E{z) 1_  (..lY 

Ä{e)E(g)-B{0)D(z)      ^V"^^; 

und  ' 

-Bit) L(\-1.Y 

Ä{,»)E(g)-B{e)D{e)      ^2V      ,*/  ' 
Zwischen  M  und  ^  besteht  infolge  von  11)  die  Relation: 

YI.  Beispiele. 

1)  y'-4xyy  +  8y^^0* 

(Lagrange). 

Die  entsprechende  Curve  ist  yom  Geschlecht  p  =  0,  da^  =  0,  y'=0 
ein  Doppelpunkt.     Wird 

*  cfr.  Einleitung  pag.  194. 
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gesetzt,  so  erhält  man 

y'=4l{x-2l),    y  =  4X*(x-2l). 

Durch  Differentiation   der  zweiten  und  Comparation  mit  der  ersten  Gleich- 
ung ergiebt  sich  für  k  die  Differentialgleichung: 

dx~  2' 
also: 

A  =  -^-2^   und  y  =  (x-C)*C. 

2)  F=a?y'^  -  y'«(r*  +  4a;»y)  +  y'(4iry»-  2r»a;)-a!»  =  0* 

(Disaertation  ron  Karl  Schmidt,  Oiessen  1884,  pag.  29). 
Die  drei  Gleichungen 

|^=  Sriy'«  -  2y' (f^  +  4««y)  +  4a;/ -  2r»«  =  0, 


3y 

werden  befriedigt  durch 


2.y-ajy'=0,    y'=--j» 


also  durch  . 

folglich   ist    — -^»  "*§I5  ®^^   Doppelpunkt    und   die    Dififerentialgleichung 
J?=0  vom  Geschlecht  0.     Setzt  man 

/  X  X* 

so  wird  die  Differentialgleichung: 

ar^w*  — 4aj*w^i;  +  4a?t*p^  —  (r*+-gj  u^-\ ^ud — -j- 1?*  =  0. 

Wird  hierin  t«  =  ilt;  gesetzt,  so  ergiebt  sich: 

/  ,     a;*\   «     4fl?*        4a:»  /  .      a;*\   «     4ar*       4a;* 

^  A(ar^A«-4a;U  +  4a:)        '    ^  a^^A«  _4a;U  +  4a; 

so  ist  t;'=tt.  Differenzirt  man  daher  die  erste  Gleichung  und  yergleicfat 
damit  die  zweite,  so  erhält  man,  indem  man  beachtet,  dass  die  Differenz 
tialgleichung  ftlr  X  die  Form 

haben  muss,  fttr  iL  die  Differentialgleichung: 
*  cfr.  Einleitung  pag.  194. 

Digitized  by  LjOOQ iC 


Von  Dr.  G.  Wallbhbbro.  349 


dx  X 

oder,  wenn   Y  =  tr  gesetzt  wird^  für  w  die  Differentialgleichung: 

dw      w      ^       ^ 

dx      X 
also: 


Q 

oder,   wenn   0=-^  gesetzt  wird: 


*  +e  J  ^JeJ  '  dx 


C+x^        ,   ,       1  2x 

u>  =  — c> —  und  JL  =:  —  = 


2x  w      C+x^ 

Dann  wird: 

_         ix^  __  f^x^  +  f^C+C^ 

y  —  ^     2r2""  2r2C« 

oder,  wenn  man 

als  willkürliche  Constante  wählt: 

_  x^  +  r^C+C^ 
^"  2C«  * 

Die  Discriminante  der  Differentialgleichung  2)  lautet,  in  ihre  Factoren 
zerlegt: 

2)  =  iT«  (2r^y  +  ic»)«  (4r«  +  27a;*+ 36rVy  -  4H/ -  320?»^»). 

Der  einfache  wesentliche  Theiler  der  Discriminante  liefert  das  singnlftre 
Integral;  a?s=0  und  2r'y  +  a^=:0  sind  hier  ebenfalls  Integrale  und  zwar 
partikuläre.  —  Das  Integral  der  Differentialgleichung  2)  Iftsst  sich  leicht  in 
der  Yon  Herrn  Fuchs  angegebenen  Form*  darstellen;  es  ist  nämlich 
einerseits : 

X 

andererseits: 

1         2y'-C 


C^       x^  +  f^C 

also: 

,__2xy  —  xC 

^"  x^  +  r^C 
nnd  daher:  ^ 

2xy-x^y 

x  +  rW 
8o  ist  die  Integrationsconstante  C  als  linear  gebrochene  Function  der  durch 
^=0  als  algebraische  Function  von  x  und  y  definirten   Grösse  y   dar- 
gestellt;**  mit   anderen  Worten:   man  geht  von  y   zu  C  durch  die  Sub- 

*  cfr.  pag.  270. 
♦*  cfr.  pag.  270,  10). 

Digitized  by  VjOOQlC 


350        Beitrag  zum  Stndinm  d.  algebr.  Differentialgl.  1.  Ordn.  etc. 

X        f^   J   ^^^^'     ^^®  Discriminante  D  der  Differentialgleich- 
ung F=0  kann  sich  daher  yon  derjenigen  der  Integralgleichung: 

C^^2yC^  +  r^C+x^==0 
nur  durch   das  Quadrat  der  Substitutionsdeterminante  unterscheiden.     Das 
ist  in  der  That  der  Fall ;  denn  D  unterscheidet  sich  von  der  Discriminante 
der  Integralgleichung: 

4r«  +  27«*  +  36r«««y  -  4r*y«  -  32ic»y« 
um  den  Factor: 

Die  Differentialgleichung  2)  kann  auch  als  Beispiel  zu  den  Differential- 
gleichungen A)  resp.  6)  des  V.  Abschnittes  behandelt  werden,  wodurch  erst 
ihre  wahre  Natur  zum  Vorschein  kommt.     Es  ist  nSmlich,  wenn 

gesetzt  wird: 
und 


also: 
Daher  ist: 


dx'^dy'^^  x^  '  dy' 

y'^  —  y\    y=2cix,    y  =  Ciic*  +  (^. 


Zwischen  c^  und  c^  ergiebt  sich  durch  Einsetzen  der  Werthe  ftlr  y  und 
y   in  Fs=0  die  Relation: 

8c,c,«  =  (l  +  2r«c,)«. 

Setzt  man  c^=^^j^^j  so  lautet  die  Relation: 

c*     v^^  cv 

oder: 

da  C  als  willkürliche  Constante  alle  positiven  und  negativen  Werthe  an- 
nimmt, so  genügt  es^  wenn  man 

wählt.     Das  Integral  lautet  dann  in  Uebereinstimmung  mit  dem  vorher  ge- 
fundenen : 


y  =  J77r«**+ 


10+^)='^ 


2C«     ^  2  \    '  CV  20« 
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Aas  ff' =2 Ol»  erhtUt  man  noch,  wenn  2C|  =  r  gesetzt  wird: 

Betrachtet  man  y  als  algebraiscbe  Function  von  x  nnd  y^  definirt  durch 
F=sOj  80  ist  dies  eine  zweite  Darstellung  des  Integrals  in  der  von  Herrn 
Fnchs  angegebenen  Form.     Wir  hatten  yorhin: 

^      2xy'-x^y 

0=  ■ ^-7 J 

x  +  r^y 
und  da  r=  -^  ist,  so  kann  die  Differentialgleichung  2)  auf  folgende  Form 

gebracht  werden:  (x  +  r^yy         y 

Man  findet  dies  auch,*  indem  man  aus 

y=:2c^x  und  y  =  CiaJ*  +  C8 
C|  nnd  c^  berechnet: 

2ci=^^  c^^y--^y 

und  diese  Werthe  für  C|  und  (^  in  die  zwischen  c^  und  (^  bestehende  Be- 
lation  einträgt;  man  erhält  so: 

Die  so  zerlegte  Differentialgleichung  wird   —   um  auch  Poincar6*8  Inte- 
giationsmethode  anzuwenden  —  durch  die  bilineare  Transformation: 

in  sich  selbst  transformirt;  aus  diesen  beiden  Gleichungen  erhält  man: 

oder,  wenn  x^^  y^^  y\  als  constant  aufgefasst  und  der  Index  1  unterdrückt 

WO  fjÄ-g-  ^  und  r2  =  y2""i^y'«    Constanten  sind,    zwischen   denen  in- 

^    Xf  ^ 

folge  der  Differentialgleichung  die  Relation  besteht: 

8r,r,«  =  (i+2r«r,)^ 

4  4  1 

a;  iP  0? 

Diese  Differentialgleichung  soll  zunächst  in  eine  andere  transformirt 
werden,  in  welcher  das  Glied  mit  der  zweiten  Potenz  der  Ableitung  fehlt.** 
Bs  ist  hier:  .  . 

^^^y^  *^8o  ao  =  0;    ai  =  5-»   aj  =  0. 


g^y,  «ou  ^0--»    '•i-So; 


*  cfr.  Abschn.  V,  3,  pag.  346. 
•*  cfr.  Abschn.  I,  pag.  202  flg. 
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Die  Biccati'sche  Dififerentialgleichung 

ccu  +  ß 


^  =  ao  +  a,t;  +  aaP« 


hat  das  Integral  i)  =  (7a?*/»:  ich  wähle  daher  in  y=        ,   . 

yu  -r  ö 

ad  —  ßy  ist  hier  allerdings  nicht  gleich  1,  sondern  gleich  «*/•;   diese  Wahl 
der  Grössen  a,  /?,  y,  6  ist  hier  eben  fttr  die  Beohnnng  bequemer. 

Durch  y=a?Vtt*,  y=^x^{^u  +  xu)  wird  die  Differentialgleichung  3) 
in  die  folgende  transformirt : 

«--KST-'-Ki^-dD*)-. 

Diese  Differentialgleichung  ist  ein   Beispiel  zu   den  Differentialgleichungen 

27   1 
D*)  (S.  331)   des  IV,  Abschnittes,   und  zwar  ist  !*  =  •"  Tc  ;j  ^u  setzen. 

Ihr  allgemeines  Integral  lautet  daher  bei  passender  Wahl  der  willkttrlichen 
Constanten : 

wo  C,  und  (/g  durch  die  Relation 

8C^C;»-.1=0 

unter  einander  yerbunden  sind.  Folglich  lautet  das  allgemeine  Integral 
yzz^x'^u  der  Differentialgleichung  3),  wenn  noch  2C^  =  C  gesetzt  wird: 

^="^   ^^^"   C3-2yC«  +  a:*  =  0. 

WO  h  eine  beliebige  Coüstante  bedeutet.  Diese  Differentialgleichung  bildet 
ein  Beispiel  zu  den  Differentialgleichungen  E)  des  V.  Abschnittes  (Theil  2, 
S.  342);  sie  genügt  den  Fuchs 'sehen  Bedingungen;  ihr  Geschlecht  ist 
gleich  3,  sie  muss  daher  algebraisch  integrirbar  sein.  Ihr  allgemeines  In- 
tegral lautet  in  der  Fuchs 'sehen  Form: 

r  =  y-4;ef.A,* 

wo  A  durch  (4jefA  — y)*  — xt^A^  +  ^äO  als  algebraische  Function  von  i 
und  y  definirt  ist. 

Auch  hier  läset  sich  Poincar^^s  Integrationsmethode  mit  Erfolg  an- 
wenden, indem  die  Differentialgleichung  4)  durch 

•  cfr.  pag.  270. 

Digitized  by  LjOOQ iC 


Von  Dr.  G.  Wallbnberg.  353 

44?oy'o-yo=4^iy'i-yi» 

in  sich  selbst  transformirt  wird.     Als  Integral  ergiebt  sich  daraus: 

y^  and  y\  sind  durch  die  Gleichung 

(4^oyo-?/o)*-^o^V  +  ^  =  0 
verbanden;  aus  dieser  erhält  man: 

und  daher:  

Setzt  man  z^y\^'-b  =  C\  so  lautet  das  allgemeine  Integral  der  Dif- 
ferentialgleichung 4):  ., 

Diese  Form   des  Integrals   zeigt,   dass  seine  Verzweigungsstellen  fest  sind, 
nämlich  g  =  0  und  ir  =  oo. 


ZtUMfarift  f.  Mathematik  o.  Physik  XXXV,  «. 
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XIX- 

Ueber  die   duroh  ein  lineares  Flächensystem  n*®^ 
Ordnung  definirten  mehrdeutigen  involutorisohen 
Baumverwandtsohaften.     . 

Von 

Chas.  Steinmetz 

in  Kew-Tork  City. 

(So  hin  8  t.) 


Zehntes  Capitel. 

Degeneration  der  Terwandtschaft  bei  Existenz  yon  Hauptebenen 

und  Hauptflächen. 

8  87.    Ordnung  der  Verwandtschaft. 

93.  Unter  den  Flächen  des  Flttchengebüsches  n**'  Ordnung  giebt  es  bei 
Existenz  einer  Hanptebene  oder  Hauptfl&cbe  m*®'  Ordnung  erster  Art,  d.  h. 
einer  Fläcbe,  die  mit  allen  Fläcben  des  Gebüscbes  dieselbe  Scbnittcarre 
mn***  Ordnung  besitzt,  ein  Flftchennetz  (n  —  my^^  Ordnung,  von  dessen 
Fläcben  sieb  die  Hauptebene  oder  Hauptfläche  m*®'  Ordnung  abspaltet,  und 
dessen  Flächen  daher  die  in  der  Hauptfläche  liegenden  Grnndpunkte  und 
Gurren  in  der  um  ihre  Multiplicität  für  die  Hauptfläcbe  verminderten 
Multiplicität  enthalten. 

Um  die  dann  in  der  Verwandtschaft  einer  beliebigen  Geraden  l  ent- 
sprechende Curve  Ct  zu  bestimmen,  denken  wir  uns  die  Gerade  l  wieder, 
wie  in  §  2,  5,6  und  §  18,  49  erzeugt  durch  drei  mehrdeutig  projectiviscbe 
Flftchenbüscbel  A,  B,  f,  deren  weitere  Schnittpunkte  die  Curve  Gi  er- 
zeugen. 

Als  Büschel  A,  B  nehmen  wir  zwei  Büschel  (w  — m)*"  Ordnung  des 
speciellen  Flächennetzes,  als  f  ein  beliebiges  Büschel  n^'  Ordnung. 

Eine  Fläche  y  der  letzteren  schneidet  I  in  n  Punkten,  deren  jedem 
eine  Fläche  a  und  eine  Fläche  ß  angehört,  welche  sich  in  einer  Curve 
(n  — m)^**'  Ordnung  schneiden,  von  welcher  sich  alle  nicht  auf  der  Haupt- 
fläche liegenden  t- fachen  Grund-  oder  Fundamentalcurven  t^-fach,  die  auf 
der  Hauptfläche  liegenden   und    für   dieselbe  Af,- fachen,  t|- fachen  Gruud- 
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oder  Fandamentalcarven  aber  nur  (i|  — A/J'-fach  abspalten.    Es  spalten  sich 
also  im  Ganzen  ab  Carmen  von  der  Samme  der  Ordnungen: 

wenn  wir  setzen:  .^-^ 

Die  Scbnittcurve  der  beiden  Flächen  a  und  ß  ist  also  yon  der  Ordnung : 

Berücksichtigt  man  nun,  dass  die  n  derartigen  Curven  \aß\  y  in  den- 
selben Punkten  schneiden,  wie  {  und  C/,  so  ergiebt  sich: 

„Existirt  in  einem  Flächengebüscbe  eine  Hauptfläche  m^^  Ord- 
nung erster  Art,  so  ist  die  durch  das  Flftchengebüsch  definirte  involu- 
torische  Baum  Verwandtschaft  von  der  (w  [n  —  m]*  —  n  [3f  —  JET,]  —  !)*•" 
Ordnung.  Es  entspricht  jeder  Oeraden  l  eine  Curve  (7/  der  Ordnung: 
(fi[n  — ♦»]*  — n[Jlf  —  JETi]  —  1),  jeder  Ebene  c  eine  Fläche  0«  derselben 
Ordnung," 

94.  Besitzt  dagegen  das  Flächengebüsch  n^^'  Ordnung  nur  eine  Haupt- 
ebene oder  Hauptfläche  m*^' Ordnung  zweiter  Art,  d.  h.  eine  Fläche,  die  einen 
festen  Grundpunkt  weniger  enthält,  als  zur  Bestimmung  ihrer  Schnittcurve 
mn^  Ordnung  mit  den  Flächen  n^^  Ordnung  des  Gebüsches  nöthig  ist, 
dann  enthält  das  Flächengebüsch  nur  ein  Flächenbüschel  (n  — »!)*•'  Ord- 
nung, von  dessen  Flächen  sich  die  Hauptfläche  abspaltet. 

Nimmt  man  dies  Büschel  als  Büschel  A  in  93,  und  als  B  und  f  zwei 
beliebige  Büschel  n**'  Ordnung,  so  ergiebt  sich  in  derselben  Weise,  wie 
in  93,  wenn  man:  ^^ 

setzt: 

;,Existirt  eine  Hauptfläche  wf^'  Ordnung  zweiter  Art  im  Flächen- 
gebüsche n^^  Ordnung,  so  definirt  dasselbe  eine  involutorische  Raum- 
verwandtschaft von  der  (n*  [«  —  w]  —  w  [Jf  —  JTg]  —  !)*•"  Ordnung.  Es  ent- 
spricht jeder  Geraden  l  eine  Curve  Ct  der  Ordnung  {r?  [n  -  m]  -  n  [Jlf  -  ifg]  - 1), 
jeder  Ebene  c  eine  Fläche  O«  derselben  Ordnung." 

8  88.   Die  Eernfläohe. 

95.  Von  der  Kernfläche  4(«  — 1)**'  Ordnung  H  der  Verwandtsch"Uft 
spaltet  sich  jede  Hauptebene  oder  Hauptfläche  in**'  Ordnung  erster  Art 
doppelt  ab.     Also: 

„Die  Kernfläche  H  der  durch  ein  Flächengebüsch  n^«'  Ordnung  de- 
finirten  involutorischen  Baumverwandtschaft,  welche  eine  Hauptfläche 
*n**»  Ordnung  erster  Art  enthält,  ist  von  der  Ordnung: 

4(«-l)-2m.  ..^::_^^   _ 
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96.  Von  der  Kemflache  H  der  Verwandtsebaft  spaltet  sieb  jede  Hanpt- 
ebene  oder  HauptflScbe  9n^^  Ordnung  zweiter  Art  einfacb  ab.     Also: 

„Die  Kernfläcbe  H  der  dnrcb  ein  FlKchengebtisch  n^'  Ordnung  de- 
finirten  involutoriscben  Baumverwand tscbaf t ,  welche  eine  HauptflSche 
m^«'  Ordnung  zweiter  Art  enthält,  ist  von  der  Ordnung: 

4(«-l)-m.« 


Elftes  Capitel. 
Einige  specielle  eindeutige  Terwandtscliaften. 

8  89.   Eine  Yerwandtsohaft  siebenter  Ordnung:  n»2. 

97.  Wie  in  §  30,  76  nachgewiesen,  wird  durch  ein  Quadriflächengebflsch 
mit  sechs  festen  Grundpunkten  eine  eindeutige  Baumyerwandtschaft  definirt. 

Dieselbe  ist  von  V.  Eberhard  in  seiner  Inaugural -  Dissertation, 
Breslau  1885,  näher  untersucht  worden,  und  genüge  es  daher  hier,  die 
wichtigsten  Besultate  daraus  anzuführen:^' 

„Die  Kernfl&che  der  Verwandtschaft  ist  eine  Fläche  vierter  Ordnung, 
welche  die  sechs  Grundpunkte  $i,  ..M^e  ^°  Doppelpunkten  hat,  und  durch 
die  sie  verbindende  Baumcurve  dritter  Ordnung  sowohl^  als  auch  durch  die 
15  Verbindungslinien  der  sechs  Grundpunkte  und  durch  die  zehn  SchniU* 
geraden  der  durch  die  sechs  Grundpunkte  möglichen  zehn  Ebenenpaare 
hindurchgeht 

Denn  diese  35  Geraden  sind  Hauptgerade,  die  Baumcurve  dritter  Ord- 
nung eine  Hauptcürve. 

„Jeder  Geraden  entspricht  eine  Curve  siebenter  Ordnung,  welche  die 
sechs  Grundpunkte  $i  zu  Doppelpunkten  besitzt.^ 

„Der  jedesmalige  Durchschnitt  einer  Geraden  {  mit  einer  Hauptlinie 
der  Verwandtschaft  erniedrigt  die  Ordnung  der  entsprechenden  Curve  um 
die  Ordnung  der  Hauptlinie''  u.  s.  w. 

„Jeder  Ebene  entspricht  eine  Fläche  siebenter  Ordnung,  welche  die 
sechs  Punkte  $<  zu  vierfachen  Punkten  besitzt,  durch  die  25  Hauptgeraden 
geht  und  sich  in  der  cubischen  Hauptcürve  dreifach  durchschlingt.' 

«Die  Fläche  H  ist  von  der  24.  Classe.« 

i,Sie  ist  in  15  cubischen  Verwandtschaften  sich  selbst  zugeordnet 

„Die  Verwandtschaft  siebenter  Ordnung  ist  in  drei  cubische  Verwandt- 
gchaften  zerlegbar''  u.  s«  w. 


*  Hierbei  sei  auf  einen  Irrthum  in  der  citirten  Schrift  aufmerksam  gemacht: 

Jedem  der  sechs  Pankte  $<  entsprechen  nicht,  wie  S.  8,3  angeführt,  sämmt- 

liehe  Punkte  des  Quadrikegels ,   der  von  $,  aus  die  Hauptcürve  Ci^)  projicirt, 

sondern  der  $<  entsprechende  Punkt  ist  unbestimmt,  und  jeder  beliebige  Punkt 

des  Baumes  kann  als  entsprechender  angesehen  werden. 
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i  40.     Eine  Verwandtsohaft  elfter  Ordnung:   n  »  3. 

98.   Ein  Flttcbengebüsch  dritter  Ordnung  ist  bestimmt  durch   16  Be- 


Al8  solche  können  einfache  Punkte  und  Doppelpunkte  auftreten. 

Nehmen  wir  8  Doppelpunkte  (j,  ...,  ba  und  e  einfache  Punkte  Oi,  •..»  a^ 
als  Bestimmungsstücke  des  Gebüsches  an. 

Je  zwei  Flächen  des  Gebüsches  schneiden  sich  in  einer  Curve  neunter 
Ordnung,  yon   der  sich  sSmmtliche  Verbindungslinien  der  S  Doppelpunkte, 

im  Ganzen   also         ^ — -    Gerade,    abspalten,    da   jede   Verbindungslinie 

zweier  Doppelpunkte  des  Gebüsches  mit  allen  Flächen  vier  Punkte  gemein 
bat,  also  auf  ihnen  liegt. 

Zwei  Flächen  des  Gebüsches  schneiden   sich   demnach   ausser  in  den 

— 5 — -   Grundgeraden   noch   in    einer  Curve    (9 ^^-^ — -)     Ordnung, 

welche  in  jedem  Doppelpunkte  b,-  einen  (4— (d  — 1))  =  (5  — d)-fachen,   in 
jedem  einfachen  Grundpunkte  at  einen  einfachen  Punkt  besitzt. 

Jede  dritte  Fläche  des  Gebüsches  schneidet  diese  Curve  in  3  ( 9 ^^ — ^  j 

Paukten,   von  denen  in  jedem  Doppelpunkte  b,-:  2(5—6),  in  jedem  ein- 
fachen Grundpunkte  a,-  einer  liegt,  so  dass  übrig  bleiben:  3(9 ^-j^ — -j 

—  2ä(5  —  d)  —  «  variable  Schnittpunkte. 

Soll  die  Verwandtschaft  eine  eindeutige  sein,  so  müssen  drei  beliebige 
Flächen  des  Gebüsches  zwei  variable  Schnittpunkte  mit  besitzen,  es  muss 
also  sein:  .        j.^^      -x 

3(9-^~ü\_2a(5-ö)-e  =  2 
oder 

1)  a2-17d-2«  =  -50. 

Da  nun  die  Summe  der  Bestimmungsstücke,  die  die  ö  Doppelpunkte 
und  die  s  einfachen  Punkte  repräsentiren ,  höchstens  =16  sein  darf,  jeder 
Doppelpunkt  aber  als  vier,  jeder  einfache  Punkt  als  ein  Bestimmungsstück 
gilt,  ergiebt  sich: 

2)  48  +  e<l6. 

Daraus  ergiebt  sich,  da  ö  eine  ganze  positive  Zahl  sein  muss: 

^j  =  6 ,        dj  =  3 ,    dg  =  5 ,        Ö4  =  4. 
Dazu  gehören  die  Werthe: 

fi  =  — 8,    f2  =  4,    £3  =  — 5,    f4  =  — 1. 
Als  einzig  möglicher  Werth  ergiebt  sich  daher,  da  auch  a  positiv  sein 


ac=3,    £  =  4, 

dann  ist  die  Zahl  der  Bestimmungsstücke:  A6  +  e^l6,  das  Gebüsch  also 
gerade  bestimmt: 

„Eine    eindeutige   in volu torische   Baumverwandtschaft  wird   definirt 
durch    ein    cubisches    Flächengebüsch,    dessen   Flächen    sämmtlich    drei 
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Doppelpunkte    b^bgl^s    and    yier    einfache    Punkte    difHid^ci^    gemeinsam 
haben," 

,Die  Verwandtschaft  ist  dadurch  ToUkommen  bestimmt/ 

„8&mmtliche  Flächen  des  Grebüsches  besitzen  die  drei  Geraden: 
i^  =  1 6j  bj  I ,  Zg  =  1 63  b J ,  ^3  =  I  bj  bj  I  als  Grundgeraden  gemeinsam ,  und 
haben  die  Ebene  »  =  [6^  1)3^3]  =  [Zi^,^]  ^^^  Hauptebene.  ^ 

Die  Hanptebene  n. 

99.  Durch  s&mmtliche  Punkte  x  der  Hauptebene  Jt  gehen  die  Flächen 
eines  Flächennetzes,  welche  tc  (in  der  Voraussetzung,  dass  x  nicht  auf  einer 
der  Geraden  {  Hegt)  in  den  drei  Linien  l  und  ausserdem  noch  im  Punkte 
X  schneiden,  also  n  ganz  enthalten. 

Es  existirt  daher  im  cubischen  Flächengebüsch  ein  Netz  von  Quadri - 
^lachen,  das  die  sieben  festen  Punkte  b^ (»2 63 01020304  zu  Grundpunkten 
besitzt  und  daher  noch  einen  achten  associirten  Punkt  q  als  Grundpunkt 
besitzt,  den  der  Hauptebene  n  zugeordneten  Hauptpunkt. 

Die  Quadriflächen  schneiden  die  Hauptebene  tc  in  einem  Kegelschnitt- 
netze mit  drei  festen  Grundpunkten  bibgbs. 

Jedem   Punkte  r   der   Hauptebene  n  gehören   alle   Punkte  der  ganzen 

Hanptebene  7c  und  ausserdem  noch  der  zugeordnete  Hauptpunkt  q  zu. 

Dem  Hauptpunkte  q  gehören  sämmtliche  Punkte  der  Hauptebene  n  zu. 

„Unter  den  Quadriflächen  des  Netzes  giebt  es  eine  unendliche  Reihe 

von  Kegeln,   deren  Spitzen   eine  ßaumcurve  sechster  Ordnung  erfüllen" 

(welche  durch  die  Punkte:  bibgbgajOjOsOjq  nicht  hindurchgeht). 

Denn:  Die  Spitzen  aller  Kegel,  welche  durch  616263010203  gehen,  liegen 

auf  einer  Fläche  vierter  Ordnung,  der  Kernfläcbe  H  der  in  §  39  behandelten 

Verwandtschaft  siebenter  Ordnung. 

Die  Spitzen  aller  Kegel,  welche  durch  bibgbgOiagO.}  gehen,  liegen 
gleichfalls  auf  einer  Fläche  vierter  Ordnung. 

Beide  Flächen  haben  die  zehn  Verbindungslinien  der  Punkte  6^62630101 
gemeinsam,  schneiden  sich  ausserdem  also  noch  in  einer  Curve  sechster 
Ordnung,  q.  e.  d. 

Die  Hanptlinien. 
101.  Die  zwölf  Verbindungslinien  \ifak\=l/'  schneiden   sämmtliche 
Flächen  des  Gebüsches  je  in  drei  festen  Punkten,   sind  also  Hauptlinien, 
und  liegen  auf  doppelt  unendlich  vielen  Flächen   des  Gebüsches,  welche 
ein  Netz  bilden. 

Jedem  Punkte  von  It^  gehören  daher  sämmtliche  Punkte  von  li^  als 
entsprechende  zu,  und  ausserdem  noch  je  zwei  der  Hauptlinie  l/'  zugeord- 
nete Hauptpunkte  l/'  und  l/'. 

Jedem  der  24  Hauptpunkte  l/^  und  7,*  gehört  daher  der  andere,  bei- 
geordnete Hauptpunkt  7,*  resp.  ?,*,  und  ausserdem  sämmtliche  Punkte  der 
zugeordneten  Hauptlinie  zu. 
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102.  Als  Uauptlinien  zweiter  Art  können  die  sechs  Verbindungslinien 
\aiak\  betrachtet  werden,  deren  jeder  eine  Curve  dritter  Ordnung  durch 
bib, BsOfainq  zugehört,  welche  {a^a*!  zar  Secante  hat,  und  mit  ihm  Grund< 
curve  eines  Quadrifl&chenbOschels  ist. 

103.  Jede  Ebene  [lia/c]  =  w,*  kann  als  Hauptebene  dritter  Art  betrachtet 
werden.  Denn  sei  li=\ixi^\  so  gehen  durch  zwei  Punkte  der  beiden 
Hauptlinien  h^  und  I^^  in  n/^  sämmtliche  Flächen  eines  Büschels,  die  2/ 
und  Ift^  enthalten  und  sich  ausserdem  noch  in  einer  Curve  vierter  Ordnung 
schneiden. 

Durch  einen  dritten  Punkt  von  n/'  geht  eine  Fläche  dieses  Büschels, 
von  der  sich  die  Ebene  n/^  abspaltet,  die  aber  eine  Quadrifiäche  ist,  welche 
durch  hzf>fi  und  alle  a  ausser  ük  geht,  und  in  b/  einen  Doppelpunkt  besitzt, 
also  ein  Quadrikegel  mit  der  Spitze  in  b|-  ist,  der  die  beiden  anderen  Punkte 
h  und  hft ,  sowie  die  drei  nicht  auf  n/^  liegenden  einfachen  Grundpunkte  a 
und  den  Punkt  q  projicirt. 

Es  giebt  zwölf  solcher  Hauptebenen  dritter  Art  tc«^  ==  [7i  a«] ,  denen  als 
zweiter  Theil  der  cubischen  Fläche  je  ein  Quadrikegel,  mit  der  Spitze  im 
gegenüberliegenden  doppelten  Grnndpunkt  liegend,  zugehört,  im  Ganzen 
also  zwölf  Quadrikegel,  deren  Spitzen  zu  je  vier  in  jedem  der  drei  doppelten 
Gmndpunkte  liegen,  und  deren  jeder  durch  einen  einfachen  Grundpunkt 
nicht  geht. 

104.  Von  siugulären  Elementen  besitzt  diese  eindeutige,  involutorische 
Verwandtschaft  daher: 

drei  doppelte  und  vier  einfache  Grundpunkte, 

drei  Grundlinien, 

eine  Hauptebene  mit  einem  zugeordneten  Punkte  ^ 

zwölf  Hauptlinien  mit  24  zugeordneten  Punkten, 

ein  Quadrifiächennetz  mit  einer  Kegelspitzencurve  sechster  Ordnung, 

zwölf  Hauptebenen  dritter  Art  mit  zwölf  zugeordneten  Quadrikegeln, 

deren  Spitzen  in  den  Doppelpunkten  liegen, 
sechs  Hauptlinien  zweiter  Art. 

Die  Kernfläche  der  Yerwandtschaft. 

105.  Von  der  Kernfläche  der  Verwandtschaft  spaltet  sich  die  Haupt- 
ebene ab.     Also: 

„Die  Kernfläche  H  der  Verwandtschaft,  oder  der  Art  coincidenter 
Punkte,  ist  eine  Fläche  sechster  Ordnung,  welche  die  drei  Doppelpunkte 
iibjbj  zu  dreifachen,  und  die  vier  einfachen  Punkte  ajajOja^  zu  Doppel- 
punkten besitzt,  und  durch  die  drei  Grundlinien  lil^l^  und  die  zwölf 
Hauptlinien  l/'  einfach  hindurchgeht.  Sie  schneidet  die  Hauptebene  n 
ausser  in  den  drei  Geraden  IJ^l^  noch  in  einer  Curve  dritter  Ordnung, 
welche  die  drei  Punkte  bjb^bg  zu  einfachen  Punkten  besitzt,  die  zwölf 
Hauptebenen  dritter  Art  [l'ab^a/t]  aber  in   den   drei  Geraden  l(,  ?;i*,  i^*, 
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in  dem  Kegelschnitt,  in  dem  diese  Ebene  von  dem  conjngirten  Quadri- 
kegel  geschnitten  wird,  und  noch  in  der  Schnittgeraden  der  fiauptebene 
mit  der  Ebene  [aiaxa^].  Sie  geht  ausserdem  durch  die  Kegelspitzencurve 
sechster  Ordnung.** 

Die  Ordnung  der  Yerwandtschaft  and  die  Corre  C. 

106.  Um  die  Ordnung  der  Yerwandtschaft  festzustellen,  suchen  wir  die 
einer  Geraden  l  entsprechende  Curve  d. 

Nehmen  wir  drei  Flächenbüschel  in  der  Verwandtschaft  an,  A,  B,  F, 
von  denen  wir  die  beiden  ersten  als  Quadriflächenbüschel  voraussetzen,  das 
dritte  f  als  ein  beliebiges  Cubiflächenbüscbel,  das  mit  den  beiden  ersten 
A  und  B  eine  Fläche  q>  gemein  hat. 

1.  Methode: 

Jede  Fläche  y  des  Büschels  f  schneidet  l  in  drei  Punkten.  Durch 
jeden  dieser  drei  Punkte  gehen  zwei  entsprechende  Quadriflächen  a  und  ß 
der  beiden  Büschel  A  und  6 ,  welche  sich  in  einer  Biquadricurve  schneiden, 
die  durch  die  Punkte  ai,  (t,  C|  geht. 

Die  drei  so  entstehenden  Biquadricurven  schneiden  y  in  36  Punkten, 
von  deneii  drei  auf  l  liegen,  so  dass  als  Schnittpunkte  von  /  mit  Q 
33  Punkte  übrig  bleiben.     Also: 

„Die  Verwandtschaft  ist  elfter  Ordnung.** 

2.  Methode: 

107.  Die  drei  Flächenbüschel  A,  B,  f  schneiden  eine  beliebige  Ebene  e 
in  drei  Curvenbüscheln  Ä^  B^  C7,  von  denen  die  ersten  beiden ,  Ä  und 
JB,  Kegelschnittbüschel,  C  ein  Büschel  von  Curven  dritter  Ordnung  ist,  das 
eine  in  eine  Gerade  und  einen,  auch  den  Büscheln  Ä  und  B  gemeinsamen 
Kegelschnitt  f  zerfallende  Curve  enthält. 

Durch  die  Punkte  der  Geraden  l  werden  die  Curven  der  drei  Büschel 
Af  By  C  einander  so  zugeordnet,  dass 

jeder  Curve  c  von  C  je  drei  Curven  a  und  b, 
»         »      ö     »    ^    n  zwei       „        c     „     5, 

entsprechen. 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  x  einer  beliebigen,  in  b  angenommenen 
Geraden  g  geht  nun  eine  Curve  c,  der  drei  Curven  a  entsprechen,  welche 
g  in  sechs  Punkten  l^  schneiden.  Umgekehrt  geht  durch  jeden  Punkt  ^ 
eine  Curve  a,  der  zwei  Curven  c  entsprechen,  welche^  in  sechs  Punkten 
X  treffen,  r  und  ^  coincidiren  daher  für  zwölf  Punkte,  die  Büschel  Ä  und  C 
erzeugen  demnach  eine  Curve  zwölfter  Ordnung,  von  der  sich  aber  der  i 
und  C  gemeinsame  Kegelschnitt  f  dreifach  abspaltet,  so  dass  eine  Cum 
sechster  Ordnung  Xi  übrig  bleibt 


Digitized  by  LjOOQ iC 


Von  Ch.  Steinmetz.  361 

Weiterbin  geht  durch  einen  Punkt  x  von  g  ein  Kegelschnitt  von  B, 
dem  in  Ä  zwei  Kegelschnitte  a  entsprechen ,  die  g  in  vier  Punkten  l) 
schneiden,  und  umgekehrt  entsprechen  jedem  Punkte  \)  vier  Punkte  r. 
A  und  B  erzeugen  daher  eine  Curve  achter  Ordnung,  von  der  sich  indess 
der  doppelt  zu  rechnende  Kegelschnitt  f  abspaltet,  so  dass  eine  Curve  x^ 
der  vierten  Ordnung  übrig  bleibt. 

Die  Curven  Xi  und  X2  schneiden  sich  in  24  Punkten,  von  denen  indessen 
nur  die  Hälfte  Schnittpunkte  von  Ci  oder  l  sind.  Da  von  diesen  zwölf 
Punkten  einer  der  Schnittpunkt  {tl)  ist,  bleiben  als  Schnittpunkte  (eC/) 
elf  Punkte  übrig. 

Legt  man  nun  die  Ebene  e  durch  einen  Punkt  Oi  oder  b< ,  und  g  eben- 
falls durch  diesen  Punkt,  so  ergiebt  sich  in  derselben  Weise,  dass  d  in 
jedem  Punkte  q,-  einen  Doppelpunkt  hat,  denn 

Xi  und  X2  haben  einen  Doppelpunkt, 
in  jedem  Punkte  d*  einen  Quadrupelpunkt  hat,  denn 
Xi  hat  einen  Quadrupelpunkt,  X2  ^^^  einen  DoppelpunkL     Also: 

„  Jeder  Geraden  l  entspricht  in  unserer  eindeutigen  Baumverwandt- 
schaft eine  Curve  (7/  der  elften  Ordnung,  welche  in  jedem  einfachen 
Grundpunkte  cii  einen  Doppelpunkt,  in  jedem  doppelten  Grundpunkte  bt 
einen  Quadrupelpunkt  besitzt.^ 

Geschlecht  der  Curve  6V 

108.  Um  das  Geschlecht  der  Verwand tschaftscurve  0/  zu  finden,  suchen 
wir  die  Anzahl  der  von  einem  Punkte  des  Baumes  durch  Ci  gelegten  Se- 
canten. 

Als  solchen  Punkt  nehmen  wir  einen  Punkt  von  2,  den  wir  auf  folgende 
Weise  erhalten: 

Legen  wir  durch  l  eine  Ebene  e,  so  schneidet  sie  Gi  ausser  in  den 
sieben  Punkten  {CiX)^  in  denen  l  von  der  Kernfläche  und  somit  auch  von 
Q  geschnitten  wird ,  noch  in  vier  Weiteren  Punkten ,  deren  sechs  Verbindungs- 
linien sechs  Secanten  sind ,  welche  l  in  sechs  Punkten  schneiden ,  durch  die 
ausser  l  noch  eine  weitere  Secante  in  i  durch  0/  geht  Drehen  wir  nun 
£  um  I,  so  beschreiben  die  sechs  erwähnten  Schnittpunkte  eine  Involution 
auf  2,  welche  zehn  Doppelpunkte  besitzt. 

Fassen  wir  einen  solchen  Doppelpunkt  ins  Auge.    Durch  ihn  gehen: 

1.  die  zwei  durch  den  Coincidenzpunkt  der  Involution  bedingten 
Secanten,  _   ^ 

2.  die  siebenmal  schneidende  Secante  l ,  welche  als  — ^  =  21  -  fache 
Secante  gilt, 

3.  die  vier  Verbindungslinien  nach  den  Doppelpunkten  a^ , 

4.  die     drei    Verbindungslinien    nach    den    vierfachen    Punkten    (,-, 

4 . 3 

deren  jede  als  — i— =  6  Secanten,  zusammen  also  als  18  Secanten  gelten, 

Digitized  by  LjOOQIC 


362     Ueb.  die  durch  ein  linear.  Flftchensyst.  definirt  Baamverwandtsch. 


Im  Ganzen  ergeben  sich  demnach: 

2  +  21  +  4  +  18=.  45  Secanten. 

Das  Geschlecht  einer  Banmcurve  m^*^  Ordnung  mit  q  Secanten  ist  aber 

(m~l)(m-2)  , 

^  ^^       -^-Q,  also: 

;,Die  Verwandtschaftscurve  elfter  Ordnung  C/  ist  vom  Geschlechte  0." 
Wie  vorauszusehen  wai*. 

Die  einer  Ebene  e  entsprechende  Fläche  O. 

109.  Nehmen  wir  wieder  drei  Flächenbüschel  A,  B,  F  an,  und  seien 
A  und  B  Quadriflachenbüschel. 

Eine  beliebige  Fläche  y  von  f  schneidet  eine  beliebige  Ebene  e  dann 
in  einer  cubischen  Curve  c,  durch  deren  Punkte  die  Schnittkegelschnitt- 
büschel  Ä  und  B  einander  sechsdeutig  zugeordnet  werden«  Denn  jede  a 
schneidet  e  in  sechs  Punkten ,  denen  sechs  b  zugehören.  Ä  und  B  erzeugen 
daher  eine  Curve,  A  und  B  also  eine  Fläche  24.  Ordnung,  welche  in  at  und 
b|-  zwölffache  Punkte  besitzt.  Von  dieser  Fläche  spaltet  sich  die  sechsfach 
zu  rechnende,  A  und  B  gemeinsame  Quadrifläche  <p  ab,  und  bleibt  dem- 
nach eine  Fläche  zwölfter  Ordnung  ^  übrig,  welche  in  ai  und  («•  sechs- 
fache Punkte  besitzt. 

Diese  Fläche  schneidet  y  ausser  in  der  cubischen  Curve  c  noch  in  einer 
Curve  33.  Ordnung,  welche  in  Oi  sechsfache,  in  ii  zwölffacbe  Punkte  besitzt 
Diese  Curve  ist  nun  Schnittcnrve  von  y  mit  <t>.. 
Also : 

„Jeder  Ebene  b  entspricht  eine  Fläche  <t>«  der  elften  Ordnung, 
welche  sämmtliche  sieben  Grundpunkte  o,  und  bj  zu  sechsfachen  Punkten 
besitzt  und  durch  sämmtliche  21  Verbindungsgeraden  dieser  Grundpunkt^} 
hindurchgeht.^ 

Auch  laiOA,  gehört  der  <t>.  an.  Denn  durch  den  Schnittpunkt  dai-aitliO 
geht  ein  Quadriflachenbüschel,  dessen  Flächen    a,-Qit|  gemeinsam  haben. 

110.  Jeder  Geraden  l  entspricht  eine  Curve  elfter  Ordnung  C/,  welche 
in  a»  zweifache,  in  hi  vierfache  Punkte  besitzt. 

Jeder  Ebene  c  entspricht  eine  Fläche  elfter  Ordnung  <l>«,  welche  Qj  und 
ii  zu  sechsfachen  Punkten  besitzt. 

Ci  und  <l>«  schneiden  sich  in  121  Punkten,  von  denen 
in  jedem  der  4  ai-:  12  Punkte, 

«  n  n      3   hi:   24  „ 

liegen,  in  allen  a«  und  ii  zusammen  also  4.12  +  3.24=120  Punkte,  so 
dass  ein  variabler  Schnittpunkt  übrig  bleibt,  als  der  dem  Schnittpunkte  (U) 
in  der  Verwandtschaft  entsprechende  Punkt. 
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Speeielle  Geraden. 
111.  Nach  denselben  Methoden,  wie  im  Vorigen,  ergiebt  sich: 
Einer  Geraden  Z,  welche:  entspricht  einer  Cnrre  Ci  der  Ordnung: 

darch emen einfachen  Gmndpnnkt  at  geht   6,  welche  die  Übrigen  a»  einfach,   die 

(f  doppelt  enthält 
it      n    doppelten  „  b<     „      5,  die  a<»  und  den  b« einfach,  die  übrigen 

h  doppelt  enthält. 
„    zwei  einfache  Grundpunkte  a<aft    „      3,  welche  die  übrigen  zwei  a^  und  die 

b<  einfach  enthält,  und  laitttl  zur  Sc - 
cante  hat. 
„   einen  einfachen  und  einen  doppelten  1 ,  nämlich  \aih\  selber. 
Gnindpunkt  cnh  geht, 
1,  2,  ...,  A; Hauptgeraden  schneidet,  10,  9,  ...,  11  — X;,  wobei  sich  die  Mul- 

tiplicität  jedes  auf  der  Haaptgeraden 
liegenden  Grundpunktes  um  1  ver- 
z.  B. :  mindert 

der  Geraden  |(6,ai,  Bsaaai)(baat,  baviaai)!   7,  welche  a<  einfach,  bs  zweifach,  b^b« 
I  dreifach  enthält  u.  s.  w. 

ito   E.         •  i.r      1.        Speeielle  Ebenen, 
lli^.  Es  ergiebt  sich: 

Geht  eine  Ebene  f  durch:  so  entspricht  ihr  eine  welche  in: 

inen  einfachen  Gmndpnnkt:  aj         Fläche  Ot:   9.  Ordn.,   ai  einen  vierfachen,  den  übrigen  a^ 

und  den  bi  einen  fünffachen  Punkt 
besitzt. 
n    doppelten  „  bi  „       „     7.      „       bf  einen   dreifachen,  den  übrigen  b« 

und  den  a,  vierfache  Punkte  besitzt 
t»ei  eio fache  Grundpunkte:   0|,  02        „        „     7.      ,)       Oi ,  Ot  dreifache,  den  übrigen  a<  und 

den  bi  vierfache  Punkte  besitzt 
ineneiDfachennnd  einen  doppelten        „        „     5.      „       di,  h  zweifache,  den  übrigen  at  und 

Gmndpunkt:  aj,  bi  h  dreifache  Pnnkte  besitzt 

>vei  doppelte  Gmndpnnkte:  bi,  bt        »        „     3.      „       bi,  ht  einfache,  den  übrigen  bi,  und 

den  Ol  zweifache  Punkte  besitzt. 
■*i  einfache  Gmndpnnkte:  ai,  ttf»  Og        „        „     5.      „       ai,  ati  ca  zweifache,  in  04  und  den 

b<  dreifache  Punkte  besitzt 
ivei  einfache  und  einen  doppelten        „       „     3.      „       ai ,  at»  bi  einfache,  den  übrigen  a«  und 

Endpunkt:  at,  at?  b|  fa  zweifache  Punkte  besitzt. 

öÄCn  einfachen  und  zwei  doppelte       Ebene  bi  1.      „       nämlich  die  Ebene  e  selbst 

Grandpankte:  ai,  bi,  bj 
'«doppelteGrandpunkte:  bi,  bt,  bt       der  ganze  Baum. 

Ein  näheres  Eingehen  auf  die  speciellen  Geraden  und  Ebenen,  sowie 
eine  Betrachtung  der  einer  Banmcurve  oder  Fläche  fn*®'  Ordnung  zugehörigen 
Banmcnrven  oder  Flächen  llm^^  Ordnung,  von  denen  die  erstere  in  a^ 
2m-fache,  in  bj  4m- fache;  die  letztere  in  o,-  und  b<  6m-fache  Punkte  besitzt, 
enparen  wir  uns,  da  ihre  Untersuchung  keine  weiteren  Schwierigkeiten  mehr 


g  41«  Eine  Verwandtsohaft  15.  Ordnung:  n=^4. 
113.  Haben  die  Flächen  eines  Flächengebttsches  vierter  Ordnung  einen 
Tripelpnnkt  c   gemeinsam^    so   können   sie  von   Doppelpunkten   höchstens       r 
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noch  fünf  gemeinsam  haben,  da  ein  Tripelpunkt  und  fünf  Doppelpunkte 
30  Bestimmungsstücke  repräsentiren ,  und  das  Flftchengebüsch  vierter  Ord- 
nung durch  31  Stücke  bestimmt  ist. 

Weniger  als  fünf  Doppelpunkte  dürfen  sie  nicht  besitzen.  Denn  hätten 
sie  d  ^  4  Doppelpunkte  gemeinsam ,  ii ,  und  ausserdem  e  einfache  Punkte, 
so  würden  zwei  Flächen  vierter  Ordnung  sich  in  einer  Curve  (16  — ä)*" 
Ordnung  schneiden,  welche  in  c  einen  (9  — 6) -fachen,  in  it  dreifache  und 
in  tti  einfache  Punkte  besitzt.  Eine  dritte  Fläche  vierter  Ordnung  schnitte 
dann  in  4(16  —  6)  Punkten,  von  denen  nach  c:  3(9  —  6),  nach  den  d,bi 
3.2.6,  nach  den  £,  ai   €  fallen,  also  übrig  bleiben: 

1)  4(16 -6) -3(9- 6) -66 -6  =  2, 
woraus  wegen  6^4  folgt :  ^  - 

Es  muss  aber  die  Zahl  der  Bestimmungsstücke  sein: 

2)  10  +  46  +  €<31, 
woraus  folgt,  mit  Benutzung  von  1): 

«<3. 
Mit  weniger  als  fünf  Doppelpunkten  ist  also  eine  eindeutige  Verwandt- 
schaft im  Flächensjstem  vierter  Ordnung  nicht  erzeugbar. 

114.  Sei  die  Zahl  der  Doppelpunkte  —  5:  b|,  ...jbg,  und  die  Zahl  der 
einfachen  Punkte  =  b:  dt. 

Zwei  Flächen  des  Gebüsches  schneiden  sich  in  einer  Raumcurve  16.  Ord 
nung,  von  der  sich  die  fünf  Geraden  |cii|  abspalten,  und  die  Raumcurve 
dritter  Ordnung,  welche  c  mit  den  fünf  bt  verbindet.  Es  bleibt  demnach 
eine  Schnittcurve  achter  Ordnung,  die  in  c  einen  dreifachen,  in  bi  zwei- 
fache, in  a«-  einfache  Punkte  besitzt,  von  einer  dritten  Fläche  vierter  Ord- 
nung daher  in  32  Punkten  geschnitten  wird,  von  denen  in  c  9  liegen,  in 
den  fünf  b|  5.4  =  20,  in  den  e,  at    f,  so  dass  übrig  bleiben: 

1)  32~9-20~e  =  2, 

also:  ^_j 

Daraus  ergiebt  sich: 

„Durch  ein  Flächengebüsch  vierter  Ordnung  mit  einem  drei^ben 
Grundpunkte  Ct  fünf  doppelten  Grundpunkten  h^  •••,65  und  einem  ein- 
fachen Grundpunkte  a  wird  eine  eindeutige,  involutorische  Raumverwandt- 
schaft definirt.* 

Das  Flächengebüsch  ist  durch  die  Grundpunkte  vollständig  bestimmt. 

Die  Grundgebllde  und  die  Hauptgebilde. 

115.  „Die  fünf  Verbindungslinien  {cb»|  des  Tripelpunktes  mit  den 
Doppelpunkten  sind  allen  Flächen  gemeinsam,  also  Grundlinien.* 

„Die  Verbindungscurve  dritter  Ordnung  des  Tripelpunktes  c  mit  den 
fünf  Doppelpunkten  ist  allen  Flächen  gemeinsam,  also  Grundcurve  f/ 
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116.  „Die  Yerbindungslinie  |ca|  des  Tripelpunktes  mit  dem  einfachen 
Gnmdpunkte,  sowie  die  zehn  Verbindungslinien  \hiik\  je  zweier  Doppel- 
punkte sind  Hanptlinien/ 

„Die  fünf  Verbindnngscurven  dritter  Ordnang  des  Tripelpunktes  und 
des  einfachen  Punktes  mit  je  vier  der  Doppelpunkte  sind  Hauptcurven«^ 

117«   „Der  Quadrikegel,  der  die  Orundcunre  f  vom  Tripelpunkte  c  aus 
projicirt,  ist  Hauptkegel.     Allen  seinen  Punkten  gehört  der  ganze  Haupt- 
kegel und  ausserdem  noch  ein  Quadriflttchennetz,  dessen  Fl&chen  sich  ausser 
in  den  sieben  Punkten  cabt  noch  in  einem  Punkte  q  schneiden,   dem  dem 
Hanptkegel  zugeordneten  Hauptpunkte. ' 
Die  Verwandtschaft  besitzt  also: 
einen  Tripelpunkt  c, 
fünf  Doppelpunkte  b<i 
einen  einfachen  Grundpunkt  a, 
fünf  Grundlinien  |  cb^  | , 
eine  Grundcurve  dritter  Ordnung  f, 
elf  Hauptlinien  |  ca  |  und  |  (<  b^  |  > 
ftlnf  Hauptcunren  dritter  Ordnung, 
einen  Hauptqnadrikegel. 

Die  Kernflftehe  der  Yerwandtschaft. 
119.    „Die  Eernflttche  H  der  Verwandtschaft  ist,  da  sich  der  Haupt- 
kegel Ton  ihr  abspaltet,  von  der  achten  Ordnung. 
Sie  geht  durch  die  fttnf  Grundlinien  |  c  b^  |  und  die  Grundcurve  f,   so- 
wie durch  die  elf  Hauptlinien  |ca|  und  |b<bjt|>  nnd  die  fttnf  Hauptcurven 
einfach  hindurch. 

Sie  besitzt  in  c  einen  fünffachen,  in  bj  dreifache  und  in  a  einen 
Doppelpunkt." 

Ordnung  der  Yerwandtschaft. 
120«   In  derselben  Weise,  wie  im  vorher  betrachteten  Falle:   nss3, 
ergiebt  sich  hier: 

j^Die    eindeutige,    involutorische    Baum  verwand  tschaft    ist   von    der 
15.  Ordnung,  jeder  Geraden  l  gehört  also  eine  Raumcurve  Ci  der  15.  Ord- 
nung ^  jeder  Ebene  £  eine  Fläche  <t>«  der  15.  Ordnung  an,^ 
so  dass  ein  näheres  Eingehen  auf  diese  Curven  und  Flttchen  erspart  werden 
kann. 

8  42.  Eine  Verwandtsohaft  19.  Grades:  n»-5. 

121.  Eine  den  drei  letztbetrachteten  Verwandtschaften  7.,  11.  und 
15.  Ordnung  analoge  Verwandtschaft  19.  Ordnung  wird  erzeugt  durch  ein 
Flfichengebttsch  fttnfter  Ordnung,  dessen  Flttchen  sämmtlich 

vier  Tripelpunkte:  q,  Cg,  €3,  C4  und 

drei  Doppelpunkte:  bi,  b^,  i^ 
&U  Grandpunkte  gemeinsam  haben. 
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122.  Diese  Verwandtschaft  besitzt: 

die  sechs  Yerbindangsgeraden  |qca|  der  vier  Tripelpnnkte  zn  Grand- 
linien , 

die  drei  Verbindangscurven  dritter  Ordnung  der  vier  Tnpelpunkte  mit 
je  zweien  der  drei  Doppelpunkte  zu  Grundourven, 

die  zwölf  Verbindungslinien  \Qiik\  je  eines  Tripelpunktes  und  eines 
Doppelpunktes  zu  Hauptlinien, 

die  vier  Verbindungscurven  dritter  Ordnung  der  drei  Doppelpunkte  mit 
je  dreien  der  vier  Tripelpnnkte  zu  Hauptcurven, 

die  Fläche  dritter  Ordnung ,  welche  die  vier  Tripelpnnkte  Cj  zu  Doppel- 
punkten und  die  drei  Doppelpunkte  ii  zu  einfachen  Punkten  besitzt,  zur 
Hauptfläche,  die  sich  in  einem  Quadriflächennetze  abspaltet,  dessen  Grand- 
punkte df  ii  und  der  der  Hauptfläche  zugeordnete  Hauptpunkt  sind. 

123.  Die  Eernfläche  zehnter  Ordnung  dieser  Verwandtschaft  19.  Ord- 
nung enthält: 

die  vier  Tripelpunkte  c/  zu  fünffachen  Punkten, 
„    drei  Doppelpunkte  hi  zu  dreifachen  Punkten 

und   geht    durch    sämmtliche  Grundlinien    und  Curven,    sowie   sämmtlicbe 
Hauptlinien  und  Curven  einfach  hindurch. 

S  48.  Eine  Verwandtschaft  28.  Ordnung:  n=^6. 

124.  Der  nächste  Fall  einer  den  vorherigen  analogen,  eindeutig  in- 
volutorischen  Raumverwandtschaft  wird  erzeugt  durch  ein  Flächengebflsch 
sechster  Ordnung  mit  einem  vierfachen  Grundpunkte  b  und  sechs  dreifachen 
Grundpunkten  Ci.  Diese  Verwandtschaft  ist  von  der  23.  Ordnung,  enthält 
als  Grundgebilde: 

sechs  Gerade  |bc^|  und  sechs  Raumcurven  dritter  Ordnung, 

als  Hanptgebilde : 

15  Gerade  \citk\  nnd  eine  Raumcurve  dritter  Ordnung, 
sowie  eine  Hauptfläche  vierter  Ordnung  mit  einem  Tripelpunkt  b  und  sechs 
Doppelpunkten  C^. 

Die  Eernfläche  der  Verwandtschaft  ist  eine  Fläche  zwölfter  Ordnung 
mit  einem  siebenfachen  Punkte  b  und  sechs  fünffachen  Punkten  Ct*,  welche 
durch  alle  Grund  -  und  Hauptlinien  und  Curven  einfach  hindurchgeht  u.  s.  w. 

S  44.  Eine  VerwandtBohaft  14.  Ordnung  mit  einer  Fundamental- 
ourve  vierter  Ordnung:  n  »  3. 

125.  Im  Quadriflächengebüsch  kann  durch  Anuahme  einer  festen,  allen 
Flächen  gemeinsamen  Fundamentalcurve  überhaupt  keine  Verwandtschaft 
erzengt  werden,  da  bei  Annahme  einer  Fundamentalgeraden  oder  eines 
Fundamentalkegelschnittes  überhaupt  gar  keine  abhängigen  Punkte  auf- 
treten, eine  cubische  Fundamentalcurve  aber  das  Gebüsch  überbestimmt. 
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126«  Dagegen  für  den  Fall  n  =  3  können  wir  durch  Annahme  fester 
Fandamentalcurven  und  Punkte  eindeutige  Verwandtschaften  erzielen. 

Nehmen  wir  nämlich  eine  Raumcurve  vierter  Ordnung  zweiter  Species  f, 
die  Schnittcorve  zweier  QnadriflSLchen ,  als  Fundamentalcurve  an.  Dieselbe 
gilt  (Reye,  Annalen  2)  als  elf  Bestimmungsstacke.  Eine  dem  Früheren 
analoge  Betrachtung  zeigt  nun ,  dass  ausser  ihr  noch  fünf  feste  Schnittpunkte 
Oj,  ...^  05  als  Grundpunkte  angenommen  werden  müssen. 

Dadurch  ist  das  cubische  Flächengebüsch  vollständig  bestimmt,  und 
durch  dasselbe  die  eindeutige  Verwandtschaft. 

Hanptgebilde. 
127.   Die  Verwandtschaft  besitzt  zehn  Hauptgeraden ,  nämlich  die  fünf 
Paar  Secanten  ot  und  at ,   die  man  von  den  fünf  einfachen  Grundpunkten 
di  durch  die  Fundamentalcurve  f  legen  kann. 
Als  Haupüinien  zweiter  Art  könnte  man  die   zehn  Verbindungslinien 
^OiCLk]  und  die  doppelt  unendlich  vielen  Secanten  der  f  bezeichnen,  sowie 
die  Generatricen  der  fünf  Kegel  vierter  Ordnung,   welche  die  Curve  f  von 
Oj  aus  projiciren. 

Als  Hauptebenen  dritter  Art  kann  man  die  zehn  Ebenen  [aiOi^aii]  be- 
zeichnen. 

Die  Kernflftche. 
128.   Die  Eemfläche  H  der  Verwandtschaft  ist  eine  Fläche  achter  Ord- 
nung, welche  die  Fundamentalcurve  f  zur  Doppelcurve  und  die  fünf  Grund- 
punkte  a,-  zu  Doppelpunkten   enthält,   und   durch    die   zehn  Hauptgeraden 
dj,  a'i  einfach  hindurchgeht. 

Im  Doppelpunkte  a,  hat  die  Eemfläche  H   denselben  Berührungskegel, 
wie  die  einzige  Fläche  des  Gebüsches,  welche  in  Ui  einen  Doppelpunkt  be- 
sitzt, und  hat  zu  Osculirenden  dieses  Kegels  die  sechs  Geraden: 
Uia,!,    lajOal,    |ai04|,    la^aj,    a^,  a\. 

Die  Gerade  l  und  ihre  Curve  Ci. 

129.  „Die  involutorische ,  eindeutige  Verwandtschaft  ist  von  der 
14.  Ordnung.*« 

„Einer  Geraden  l  gehört  eine  Curve  Ct  der  14.  Ordnung  zu ,  welche 
in  den  fünf  Punkten  Oj  dreifache  Punkte  besitzt '^ 

„Einer  Geraden  l,  welche  durch  einen  einfachen  Grundpunkt  a<  geht 
oder  die  Fundamentalcurve  f  einmal  schneidet,  gehört  eine  Curve  Ct  der 
neunten  Ordnung  zu,  welche  in  allen  Punkten  ajt  Doppelpunkte  besitzt, 
ausser  in  dem  von  l  getroffenen,  in  dem  sie  einen  einfachen  Punkt 
besitzt" 

«Einer  Geraden  2,  welche  durch  zwei  Grundpunkte  Uj  und  qa  geht, 
oder  durch  einen  Grundpunkt  a<  geht  und  die  Fundamentalcurve  f  ein- 
mal schneidet,  oder  die  Fundamentalcurve  f  zweimal  schneidet,    gehört 
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eine  Curve  Ci  der  vierten  Ordnung  zu ,  welche  durch  alle  von  den  Geraden 
l  nicht  getroffenen  Grundpunkte  a^  einfach  hindurchgeht  und  mit  l  und 
r  zusammen  vollständiger  Durchschnitt  zweier  cubischer  Flächen  isi" 
„Eine  Hauptgerade  a,-,  a'f  gehört  sich  selber  zu." 

Die  Ebene  e  und  ihre  Fläche  <1>«. 

130.  „Einer  Ebene  z  gehört  eine  Fläche  O^  der  14.  Ordnung  zu, 
welche  sich  in  der  Fundamen talcurve  V  fünffach  durchschlingt,  die  fünf 
Grundpunkte  ai  zu  fünffachen  Punkten  besitzt  und  durch  die  zehn  Haupt- 
geraden a,-,  a'i  einfach  hindurchgeht." 

„Eine  Ebene  £,  welche  durch  einen  Grundpunkt  a^  geht,  gehört  eine 
Fläche  <l>e  der  elften  Ordnung  zu,  welche  sich  in  der  Curve  V  vierfach 
durchschlingt,  a2a3a4a5  zu  vierfachen,  a|  zum  dreifachen  Punkte  besitzt 
und  durch  a,-,  a'i  gehf 

j,  Einer  Ebene  c,  welche  durch  zwei  Grundpunkte  tti  und  a^  geht 
gehört  eine  Fläche  0«  der  achten  Ordnung  zu ,  welche  sich  in  V  dreifach 
durchschlingt,  ^^^df^  zu  dreifachen  und  aja,  zu  Doppelpunkten  besitzt.'' 

„Einer  Ebene  c^ia^a^as]  gehört  eine  Fläche  der  fünften  Ordnung 
<t>c  zu,  welche  V  zur  Doppelcurve  und  aja5  zu  Doppelpunkten  besitzt, 
und  durch  a^a^cij}  einfach  hindurchgeht  u.  s.w. 

§  45.  Eine  speoielle  Verwandtschaft  achter  Ordnung  mit  einer 
Fundamentalourve  sechster  Ordnung:  n««3. 

131.  Eine  merkwürdige  Verwandtschaft  achter  Ordnung,  in  der  jeder 
Geraden  eine  ebene  Curve  achter  Ordnung  entspricht,  wird  definirt  durch  ein 
cubisches  Flächengebüsch ,  dessen  Flächen  sämmtlich  eine  Raumcurve  sechster 
Ordnung  f^j,  die  Schnittcurve  einer  Quadrifläche,  enthalten,  und  ausserdem 
noch  sich  in  einem  Punkte  a  schneiden. 

Dann  ist  die  einzige  durch  V^^  gehende  Quadrifläche  P  eine  Haupt- 
fläche  und  spaltet  sich  von  einem  Flächennetze  des  Gebüsches  ab ,  als  dessen 
anderer  Theil  das  Ebenenbündel  a  übrig  bleibt. 

Jeder  Geraden  l  entspricht  dann  eine  Curve  achter  Ordnung,  welche 
in  der  Ebene  [a2]  liegt. 

Man  erhält  sie,  indem  man  [dl]  durch  ein  beliebiges  ([at]  nicht  ent- 
haltendes) Flächennetz  des  Gebüsches  in  einem  Curvennetze  schneiden  iSsst 
und  in  der  dadurch  definirten  ebenen  Verwandtschaft  die  der  Geraden  \ 
entsprechende  Corvo  aufsucht,  d.  h.  den  Ort  der  Grundpunkte  der  Curven- 
büschel  des  Curvennetzes,  die  einen  Grundpunkt  in  l  haben,  ein  Ort,  der 
im  Allgemeinen  von  der  Ordnung:  (n*  — 1),  hier  also  von  der  achten  Ord- 
nung ist. 


Digitized  by  LjOOQ iC 


Von  Ch.  Steinmetz.  869 


Zwölftes  Capitel. 
Einige  specielle  mehrdeatige  Yerwandtscliaften. 

I  46.   Eine  siebendeutige  Verwandtsoliaft  siebenter  Ordnung: 

«-2. 

132.  Im  allgemeinen  QaadriflSLchengebttsch ,  dessen  Flächen  keine  gemein- 
samen Punkte  besitzen,  gehören  jedem  Punkte  als  Grundpunkt  eines  Flächen- 
netzes  sieben  associirte  Punkte  zu^  welche  eine  siebendeutige  involu torische 
Verwandtschaft  siebenter  Ordnung  definiren. 

Kernflftche  der  Terwandtschaft« 

133.  Die  Kemfläche  der  Verwandtschaft  ist  eine  Fläche  vierter  Ord- 
nung H,  welche  weder  Doppelpunkte,  noch  Geraden  enthält.  Sie  ist  der 
Ort  der  Spitzen  aller  Kegel  des  Gebüsches. 

Sie  ist  von  der  Classe  36. 

Die  Gerade  und  die  Ebene. 

144.  Einer  Geraden  l  entspricht  eine  Raumcurve  Ci^  der  siebenten  Ord- 
nung, welche  die  l  in  vier  Punkten  der  Kernfläche  schneidet. 

Jeder  Ebene  e  entspricht  eine  Fläche  <t>«^  der  siebenten  Ordnung, 
welche  die  Ebene  €  in  einer  Curve  vierter  Ordnung  schneidet,  deren  Punkte 
sich  selbst  entsprechen,  also  auf  H  liegen,  und  ausserdem  in  einer  Curve 
dritter  Ordnung  tf;«,  deren  Punkte  einander  paarweise  zugeordnet  sind.  Die 
Verbindungslinien  dieser  zugeordneten  Punkte  umhüllen  eine  Curve  sechster 
Classe. 

Auf  jeder  Ebene  giebt  es  eine  Curve  24.  Ordnung ,  deren  Punkte  unter 
ihren  zugehörigen  Punkten  einen  Doppelpunkt  besitzen.  Diese  Doppelpunkte 
liegen  auf  einer  Raumcurve  24.  Ordnung. 

Auf  jeder  beliebigen  Geraden  g  und  Ebene  b  giebt  es  sieben  Paare 
einander  in  der  Verwandtschaft  entsprechender  Punkte,  deren  jedem  noch 
weitere  sechs  Punkte  entsprechen.  Diese  so  erhaltenen  42  Punkte  bilden 
mit  den  sieben  dem  Schnittpunkt  (gs)  entsprechenden  Punkten  zusammen 
die  49  Schnittpunkte  der  l  und  e  entsprechenden  C/'  und  0^'. 

Auf  zwei  beliebigen  Ebenen  e^  und  fg  gi3l>t  es  zwei  Curven  siebenter 
Ordnung,  deren  Punkte  einander  paarweise  in  der  Verwandtschaft  ent- 
sprechen. Die  übrigen  je  sechs  entsprechenden  Punkte  erfüllen  eine  Raum- 
curve 42.  Ordnung. 

Auf  jeder  Ebene  e^  giebt  es  24  sich  selbst  entsprechende  Punkte, 
denen  in  einer  beliebigen  zweiten  Ebene  e,  ^^^  ^^^  entsprechender  Punkt 
zugehört 

Auf  jeder  Ebene  a^  giebt  es  24  Punkte,  denen  in  einer  beliebigen 
zweiten  Ebene  c,  ein  Doppelpunkt  oder  sich  selbst  entsprechender  Punkt 
entspricht 
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Auf  jeder  Ebene  b^  giebt  es  neun  einander  zugeordnete  Punktepaare, 
denen  auf  einer  beliebigen  zweiten  Ebene  b^  noch  je   ein  Punkt  entspricht 

Auf  jeder  Ebene  €|  giebt  es  neun  Punkte ,  denen  in  einer  beliebigen 
zweiten  Ebene  e^  noch  je  ein  Paar  conjugirter  Punkte  entspricht. 

Auf  jeder  Ebene  c  giebt  es  sieben  Punkte,  die  auf  einer  beliebigen 
Geraden  l  noch  einen  entsprechenden  Punkt  besitzen. 

Auf  je  drei  beliebigen  Ebenen  e| ,  s^,  £3  giebt  es  42  Tripel  einander  ent- 
sprechender Punkte,  deren  jedem  noch  weitere  fünf  Punkte  zugehören, 
welche  den  drei  den  Ebenen  entsprechenden  <t>«^,  <!>,,,  4>«,  gemeinsam  sind. 
Diese  5.42  =  210  Punkte,  die  den  3.7  Paaren  entsprechender  Punkte 
auf  den  e,  und  l^gesl)  h  ^^^  Ui^sh  ^s  °°^  .1  ^1  ^s  I  entsprechenden 
3.7.6  =  126  und  die  sieben  dem  Punkte  (ci^g^s)  entsprechenden  Punkte 
bilden  zusammen  die  343  Schnittpunkte  C4>«,<t>,,0«,). 

Da  jeder  Doppelpunkt  oder  sich  selbst  entsprechende  Punkt  die  Spitze 
eines  Quadrikegels  ist,  lässt  sich  ein  Theil  der  letzteren  SStze  noch  anders 
aussprechen. 

145.  Denjenigen  Geraden,  welche  entsprechende  Punkte  der  Verwandt- 
schaft verbinden,  gehören  Raumcurven  dritter  Ordnung  an,  welche  die 
Gerade  iu  zwei  Punkten  schneiden  und  mit  ihr  Grundcurve  eines  Büschels 

bilden. 

Der  Strahlencomplex« 

146.  Die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  der  Verwandtschaft 
bilden  einen  Strahlencomplex  sechsten  Grades. 

Die  Strahlen  des  Strahlencomplexes  sind  diejenigen  Geraden,  die  nicht 
nur  auf  einer,  sondern  auf  unendlich  vielen  Qnadriflächen  des  Gebüsches 
liegen,  die  also  Theile  von  Grundcurven  von  Flächenbüscheln  sind. 

Alle  in  einer  Ebene  liegenden  Complezstrahlen  umhüllen  eine  Corve 
sechster  Classe ,  ihre  singulären  Punkte  liegen  auf  einer  Gurve  dritter  Ord- 
nung. 

Alle  durch  einen  Punkt  gehenden  Complexstrahlen  bilden  einen  Kegel 
sechster  Ordnung.  Ihre  singulären  Punkte  liegen  auf  einer  Raumcurve 
19.  Ordnung,  welche  die  Kegelspitze  zum  siebenfachen  Punkte  hat. 

Alle  Complezstrahlen,  welche  zwei  Gerade  g^^  g^  schneiden,  bilden 
eine  Regelfläche  zwölfter  Ordnung,  welche  g^  und  g^  zu  sechsfachen  Geraden 
besitzt.  Die  auf  ihr  liegenden  singulären  Punkte  bilden  eine  Raumcurve 
zwölfter  Ordnung. 

Drei  beliebige  Geraden  werden  von  zwölf  Complexstrahlen  geschnitten. 

Die  Strahlencongrnenz« 

147.  Die  Congruenz  der  Complexstrahlen,  deren  beide  singulären  Punkte 
zusammenfallen,  ist  von  der 

Ordnung:  14, 
Classe:        6, 
Rang:         20. 
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D.h.: 

Durch  jeden  Punkt  y  des  Raumes  gehen  14  Strahlen,  längs  deren  sich 
in  einem  ihrer  Punkte  die  Fl&chen  von  unendlich  vielen  Büscheln,  die  ein 
Nelz  bilden  9  berühren. 

In  jeder  Ebene  liegen  sechs  Strahlen,  längs  deren  sich  in  einem  ihrer 
Punkte  unendlich  viele  Flächenbüschel  berühren ,  die  ein  Flächennetz  bilden. 
Oder:  Es  giebt  sechs  Flächenbüschel,  deren  Flächen  sämmtlich  die  Ebene 
berühren. 

Je  zwei  Geraden  ^^  und  g^  werden  von  20  gemeinschaftlichen  Tangenten 
der  Flächen  je  eines  Flächennetzes  geschnitten. 

Die  Berührungspunkte  aller  durch  eine  Gerade  g  gelegten  Congruenz- 
strahlen  liegen  auf  einer  Raumcurve  18.  Ordnung. 

I  47.  Eine  sweideutige  Verwandtsohaft  siebenter  Ordnung: 

n-2. 

148.  Haben  die  Flächen  eines  Quadriflächengebüsches  fQnf  feste  Punkte 
gemein,  so  bestimmen  sie  eine  zweideutige  in volu torische  Verwandtschaft 
siebenter  Ordnung. 

Seien  Oi,  .•.905  die  fünf  festen  Grundpunkte. 

Die  Kemfläche  der  Terwandtschaft« 

149.  Die  Kernfiäche  der  Verwandtschaft  ist  eine  Fläche  vierter  Ord- 
nung H,  welche  die  fünf  Grandpunkte  at  zu  Doppelpunkten  besitzt  und 
durch  die  zehn  Verbindungsgeraden  |a<aA|  hindurchgeht. 

Die  Gerade. 

150.  Einer  Geraden  l  entspricht  eine  Curve  Ci^  der  siebenten  Ord- 
QQDg,  welche  die  fünf  Grundpunkte  a^  zu  Doppelpunkten  besitzt 

Einer  Geraden  2,  welche  durch  einen  Grundpunkt  Oi  geht,  entspricht 
eine  Curve  C|^  dritter  Ordnung,  welche  durch  a9a3a4ag  geht,  l  doppelt 
schneidet  and  mit  ihr  die  Grnndcurve  eines  Quadriflächenbüschels  bildet. 

Eine  Hanptgerade  |aiaA|  =  {  entspricht  sich  selber. 

Es  giebt  zehn  Hauptgeraden  |ajaA|. 

Einer  Geraden  7,  welche  eine  Hauptgerade  |a|a2|  schneidet,  entspricht 
eine  Curve  sechster  Ordnung  C/^,  welche  <k^a^Qi^  zu  Doppelpunkten,  ajO,  zu 
einfachen  Punkten  besitzt. 

Einer  Geraden  Z,  welche  zwei  Hauptgeraden  |  a,as  |  und  |  a^a«!  schneidet, 
entspricht  eine  Curve  fünfter  Ordnung  C/*,  welche  durch  040,0304  geht  und 
in  05  einen  Doppelpunkt  besitzt. 

Einer  Geraden  l,  welche  in  einer  Ebene  [OjOjOs]  liegt,  entspricht  eine 
Curve  vierter  Ordnung  C|*,   welche  0405  zu  Doppelpunkten  hat 

Einer  Geraden  Z,  welche  in  [o^OgOg]  liegt  und  durch  den  Schnittpunkt 
dieser  Ebene  mit  der  Linie  I04O5I  geht,  entspricht  eine  Curve  dritter  Ord- 
nung Gf^  welche  durch  0405  geht 
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Die  durch  a^  gehende  Oerade,  welche  losOgl  und  |aga4|  schneidet, 
entspricht  sich  selbst. 

Solche  sich  selbst  entsprechende  Geraden,  die  Schnittgeraden 
Ik»  «8«s]k.  ftiOöll»  giebt  es  15. 

Die  Ebene. 

151.  Einer  Ebene  e  entspricht  eine  Flttche  siebenter  Ordnung  <t>f^, 
welche  die  fünf  Grundpnnkte  a<  zu  vierfachen  Punkten  besitzt  und  durch 
die  zehn  Hauptgeraden  einfach  hindurchgeht. 

Einer  Ebene  e,  die  durch  einen  Punkt  a^  geht,  entspricht  einer 
Fläche  <t>«^  der  fQnften  Ordnung,  welche  agOsttAas  zu  dreifachen,  a^  zum 
zweifachen  Punkte  besitzt. 

Einer  Ebene  0,  die  durch  zwei  Punkte  a^  und  o^  geht,  entspricht  eine 
Fläche  dritter  Ordnung  O^^,  welche  durch  OiO,  geht  und  a^a^a^  zu  Doppel- 
punkten besitzt. 

Einer  Ebene  s  =  [aia^as]  entspricht  eine  zweite,  durch  {a^a^]  gehende 
Ebene  u.  s.  w. 

Diese  Verwandtschaft  war  durch  das  Gebüschskelett  nicht  vollstftndig 
bestimmt. 

S  48.  Bine  dreideaüge  YerwandtBOhaft  17.  Ordnung:  n«»3. 

152.  Betrachten  wir  von  den  durch  ein  cubisches  Fl&chengebüsch  de- 
finirten  mehrdeutig  involutorischen  Raumyerwand tschaften  eine  näher,  die 
erzeugt  ist  durch  ein  cubisches  FlSchengebüsch ,  dessen  Flächen  sämmttich 
eine  Baumcurve  dritter  Ordnung  f  und  sechs  Punkte  a|,  ...,  a^  mit  ein- 
ander gemein  haben. 

Das  Flächengebüsch  ist  dadurch  gerade  bestimmt. 

Da  drei  beliebige  Flächen  dritter  Ordnung,  welche  eine  Baumconre 
dritter  Ordnung  vierten  Ranges  gemein  haben,  sich  noch  in  weiteren 
27  — 3(9  — 2)  +  4  =  10  Punkten  schneiden  (Cremona,  Raum),  von  denen 
sechs  in  q^  fest  sind,  so  existiren  vier  variable  Punkte,  d.  h.: 

i,Die  Verwandtschaft  ist  dreideutig.** 

153.  Die  Verwandtschaft  enthält  sechs  Hauptgeraden  a^,  ...,  a«,  die 
sechs  von  den  Punkten  a<  an  die  Fundamentalcurve  f  gelegten  Secanteo. 

154.  Die  Kernflftehe 

ist  eine  Fläche  achter  Ordnung  H,  welche  die  Curve  f  zur  Enotencurre 
hat,  in  den  sechs  Punkten  dt  Doppelpunkte  besitzt  und  durch  die  sechs 
Hauptgeraden  a.  einfach  hindurchgeht. 
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155. 

Es  entspricht: 
her  beUebigen  Geraden 
iter  durch   einen    Gmndpnnkt   ai 

gdiSDden  Geraden 
iner  die  Fandamentalcarve  f  sohnei- 

deoden  Geraden 
ber  durch  zwei  Gnmdpnnkte  atcif 

gehenden  Geraden 
ber  Secante  der  Fnndamentaloarve 


Die  Gerade. 

eine  Carre  C  der: 
17.  Ordnung, 
11. 


11. 


welche  die  Punkte: 
ttf  zu  dreifachen  Punkten  besitzt, 
at,  *.•,  Oe  zn  Doppelpunkten,  ai  zum 

einfachen  Punkte  besitzt. 
dt  zu  Doppelpunkten  besitzt. 

welche    durch    die   Punkte  0804050« 

einfach  hindurchgeht, 
welche  durch  den  Punkt  0(  einfach 

hindurchgeht, 
welche  durch  die  Punkte  OtOs  040506 

einfach  hindurchgeht 


ler  dorch   einen    Grundpunkt   oi  5. 

gehenden  mid  die  Fundamental- 
eonre  f  einmal  schneidenden  Ge- 
raden 

Die  Hauptgeraden  a«  entsprechen  sich  selber. 

Schneidet  eine  Gerade  l:  1,  2,  3,  4  Hauptlinien  a,  so  erniedrigt  sich 
die  Ordnung  ihrer  zugehörigen  Gurre  um  1,  2,  3,  4.  (7|  ist  also  dann 
Ton  der  16.,  15.,  14.,  13.  Ordnung  und  hat  jeden  auf  einer  von  l  ge- 
schnittenen Hauptlinie  gelegenen  Punkt  zum  Doppelpunkte,  jeden  weiteren 
Grundpnnkt  zum  Tripelpunkte. 

Z.  B.: 

Den  15  Paaren  von  Schnittlinien  je  vierer  Hauptgeraden  aiakCk^üft,  ent- 
sprechen 15  Paare  von  Baumcurven  13.  Ordnung,  welche  die  Punkte 
aiajb Q^a^  zu  Doppelpunkten,  a^a^  zu  Tripelpunkten  besitzen. 

156.  Die  Ebene. 

El  entspricht:  eine  Fläche <l>  der:       welche  sich  in  f:  und  die  Punkte: 

ur  beUebigen  Ebene         17.  Ordnung,      sechsfach  durchschlingt  a<  zu  sechsfachen  Punkten 

besitzt. 
»)  010^0405  06  2Q  fünffachen,  oi 


14. 


fünffach 


■er  Ebene,  welche  durch 
eben  Grundpnnkt  oi 
geht 

m  Ebene,  welche  durch     11. 
iwei  Qmndpunkte  OfOt 
geht 

tar  Ebene,  welche  durch       8. 
^ei  Grandpunkte  Oj  OtOa 
gebt 

Punkten  besitzt  und  durch  die  sechs  Hauptgeraden  a^  einfach  hindurchgeht« 


vierfach 


dreifach 


zum  vierfachen, 

oiaiaftOe  zu  vierfachen,  01O2 
zu  dreifachen, 

04050«  zu  dreifachen,  OjOtOs 
zu  zweifachen 


I  49.  Bine  fünfdeutige  VerwandtBOhaft  17.  Ordnung:  n  — 3. 

157.  Als  Beispiel  einer  Verwandtschaft  mit  Hauptebene  zweiter  Art 
betrachten  wir  noch  die  Verwandtschaft,  die  durch  ein  Cubiflftchengebüsch 
dritter  Ordnung  definirt  wird,  dessen  Flächen  sSmmtlich  acht  in  einer 
Ebene  n  gelegene  Punkte  y^^  ...,  y^,  und  ausserdem  noch  einen  Doppel- 
punkt (  und  vier  weitere  einfache  Grundpnnkte  aj ,  . . . ,  a4  besitzen. 
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Die  Verwandtschaft  ist  dadnrch  gerade  bestimmt.  Denn  die  zwSlf  ein* 
fachen  Omndpnnkte  pi,  ttj  nnd  der  als  vier  Bestimmnngsstücke  rechnende 
Doppelpunkt  b  sind  gerade  die  zur  Bestimmung  des  CubiflSchengebflscbes 
nöthigen  16  Bestimmnngsstücke. 

Alle  Flächen  des  Gebüsches  schneiden  die  Ebene  n  in  cubischen  CurreD, 
welche  acht  feste  Punkte  p|,  ...,  )>g,  also  noch  einen  neunten  Punkt  Tßg 
gemeinsam  haben ,  der  gleichfalls  als  Grundpunkt  des  Flächengebüsches  auf- 
tritt. Wir  haben  hier  den  bisher  noch  nicht  betrachteten  Fall,  dass  durch 
die  zur  Bestimmung  des  Flächengebüsches  angenommenen  Grundpunkte 
weitere  Grundpunkte  des  Gebüsches  mit  bestimmt  sind,  vergl.  §33,  83. 

158.  Drei  beliebige  Flächen  des  Gebüsches  schneiden  sich  in  dem  acht- 
fachen Schnittpunkte  B  und  in  den  vier  Punkten  Oi  und  neun  Punkte  pii 
ausserdem  also  noch  in  sechs  variablen  Schnittpunkten.    Die  Verwandtschaft 

"*  ^^  fünfdeutig. 

Die  Hanptgebilde. 

159.  Die  Verwandtschaft  besitzt  eine  Hauptebene  zweiter  Art,  näm- 
lich die  Ebene  n. 

Denn  durch  einen  beliebigen  Punkt  von  n  gehen  unendlich  viele 
Flächen  eines  Netzes,  welche  mit  n  eine  feste  Curve  dritter  Ordnung  ge- 
mein haben.  Durch  einen  weiteren ,  nicht  auf  dieser  Curve  gelegenen  Punkt 
von  n  geht  in  diesem  Netze  ein  Flächenbüschel,  von  dessen  Flächen  sich 
sämmtlich  die  Ebene  n  abspaltet.  Die  Flächen  dieses  Büschels  sind  also 
Quadriflächen ,  welche  a^  zu  einfachen  und  b  zum  Doppelpunkt  besitzen, 
also  Quadrikegel  sind.     Also: 

„Es  ezistirt  ein  Gebüsch  von  Quadrikegeln ,  welche  b  zur  gemein- 
samen Spitze  und  die  vier  Strahlen  |baj|  zu  gemeinschaftlichen  Genera- 
tricen  besitzen." 

„Die  der  Haupteb^ne  zweiter  Art  n  zugeordnete  Hauptcurve  zweiter 
Art  besteht  aus  vier  in  einem  Punkte  b  zusammenlaufenden  Hanptr 
geraden  Iba^l.** 

„Unter  den  Quadrikegeln  des  Gebüsches  giebt  es  drei  Ebenenpaare: 

160.  Die  Verwandtschaft  besitzt  von  Hauptlinien  erster  Art: 

1.  die  vier   Geraden  |ba<|,    welche    der  Hauptebene  n  zugeordnet  sind 
und  keine  zugeordneten  Hauptpunkte  besitzen, 

2.  die  neun  Geraden  \f>yt\, 

3.  die  drei  Schnittgeraden  der   in  Ebenenpaare  zerfallenden  Quadrikegel: 

|[6a<afc][ba^a^]|  =  ^*  =  Zp^. 
Die   Linien    |  di  a^  |    können    als    Hauptgerade    zweiter    Art   angesehen 
werden. 
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Die  Kernflftche. 

161.  Die  KernflSche  der  Verwandtschaft  ist,  da  sich  von  ihr  die  Ebene  n 

'  Fläche  H  siebenter  Ordnung, 

welche  i  zum  fünffachen,  a^  za  doppelten,  pi  zu  einfachen  Punkten  be- 
sitzt und  durch  die  16  Hauptlinien  erster  Art:  |(a,|,  |b]}j|,  hu  hin- 
durchgeht. 

Ordnung  der  Terwandtschaft« 

162.  In  derselben  Weise ,  wie  im  Vorhergehenden,  ergiebt  sich: 
„Die  Ordnung  der  Verwandtschaft  ist  =17." 

,1  Einer  Geraden  l  gehört  eine  Raumcurve  Q  der  17.  Ordnung  zu.* 
„Einer   Ebene  b   gehört   eine   Fläche  O«   17.  Ordnung    zu,    welche 
durch  sämmtliche  Hauptgebilde  hindurchgeht  u.  s.  w. 

Wie  man  sieht,  ist  also  bereits  bei  den  niedrigsten  Flächengebüschen 
n  =  2j  3,  ...  die  Zahl  und  die  Verschiedenartigkeit  der  durch  sie  definirten 
inyolutorischen  Baumverwandtschaft  eine  sehr  grosse,  und  wächst  mit 
steigendem  n  bei  dem  massenhaften  Auftreten  von  Orundcurven  und  Haupt- 
ebene rapide  ins  Unbegrenzte. 
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XI7.  Zur  Integration  der  binomischen  Differentialgleichung 
dritter  Ordnung. 

Die  binomischen  Differentialgleichungen  sind  von  den  Herren  Briot 
und  Bouquet^)  in  der  ersten  Auflage  ihres  Werkes  über  die  doppelt- 
periodischen Functionen  allgemein  behandelt  worden.  Sie  fanden,  dass  nicht 
mehr  als  elf  Differentialgleichungen  der  Form 

(!-:)■-«»)• 

unter  f(u)  eine  ganze  rationale  Function  verstanden,  aus  denen  eindeutige 
doppeltperiodische  Functionen  entspringen,  vorhanden  sind,  dass  sie  sich 
aber  auf  vier  typische  Formen  zurückfahren  lassen.  Dasselbe  Resultat  ist  in 
der  Inauguraldissertation  von  Herrn  Netto^)  als  der  specielle  Fall  ent- 
halten, dass  die  Classe  der  betrachteten  Functionen  gleich  Eins  ist.  Spfiter 
ist  Herr  Fuchs*)  in  einem  Briefe  an  Herrn  Her  mite  zu  den  Formen  der 
binomischen  Differentialgleichungen,  welche  eine  eindeutige  doppeltperio- 
dische Integralfunction  besitzen,  dadurch  gelangt,  dass  er  den  Satz  vom 
Geschlecht  der  algebraischen  Gleichungen  zu  Grunde  legte.  Herr  Klitz- 
kowski^)  hat  eine  allgemeinere  Form  der  binomischen  Differentialgleichungen 
betrachtet,  für  welche  sich  die  Briot  und  Bouquet'schen  Resultate  als 
Sonderfall  ergeben.  Neuerdings  habe  ich  in  meiner  Inauguraldissertation^ 
die  in  Rede  stehenden  Differentialgleichungen  abgeleitet,  indem  ich  von  dem 
Satze,  dass  sich  eine  eindeutige  doppeltperiodische  Function  n*^  Grades 
durch  eine  rationale  umkehrbare  Substitution  in  eine  solche  zweiten  Grades 
überführen  läset,  ausging  und  eine  Bedingungsgleichung,  die  bei  der  Trans- 
formation erfüllt  sein  soll,  zu  Grunde  legte. 

Das  Verfahren ,  wodurch  die  Herren  Briot  und  Bouquet  die  binomi- 
schen Differentialgleichungen   auf  solche  zweiten  Grades  reducir^n,  weicht 


1)  Theorie  des  fonctions  doublement  p^riodiques.    Paris  1859. 

2)  De  transformatione  aequationis  ^'*=:jR(a;)  etc.    Berlin  1870. 

8)  Snr  une  ^quation  differentielle  de  la  forme  f\u^  d~~J^^'  ^^™P^^  rendas 
1881. 

4)  üeber  die  Integration  der  m*«"  Wurzel  au«  einer  rationalen  Funotion. 
Königsberg  1883. 

6)  Zur  Integration  von  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  etc.  Halle  1S89. 
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von  dem  fQr  die  aUgemeinen  trinomischen  gegebenen  ab,  es  ist  der  spe- 
ciellen  Gestalt  der  Gleichangen  angepasst.  In  meiner  Tnaugaraldissertation 
habe  ich  angegeben,  wie  die  allgemeine  daselbst  erörterte  Integrations- 
methode für  den  Fall  der  in  Bede  stehenden  Oleiohangen  zu  modiflciren  ist. 
Es  soll  hier  ein  ganz  anderer  Weg  betreten  werden ,  der  dadurch  charakterisirt 
ist,  dass  wir  zu  einer  Transformationsformel  gelangen,  die  für  beliebig  ge- 
gebenes Z'=  gQ  und  tf  =  Uq  den  bestimmten  numerischen  Werth  5  =  oo  giebt. 
Die  Lösung  des  entsprechenden  Problems  für  Differentialgleichungen  zweiten 
Grades  rührt  von  Herrn  Weierstrass^}  her.  Wir  führen  die  Rechnung 
für  den  Fall  der  binomischen  Differentialgleichung  dritten  Grades  durch, 
welche  die  Form*)  hat:  ,  v, 

«  (fr) ='•*<->■ 

wo  P{u)  eine  ganze  rationale  Function  dritten  Grades  bezeichnet 

Betrachten  wir  die  Ausdrücke,  durch  welche  sich  die  Differentialgleich- 

wo  F(u)  eine  ganze  rationale  Function  zweiten,  dritten  oder  vierten  Grades 
bezeichnet,  integriren  lassen,  so  werden  wir  zu  der  Vermuthung  geführt,  dass 
der  Differentialgleichung  1)  ein  analog  gebildeter  Ausdruck  genügen  werde. 
Wir  setzen  also  an: 

y  =z  ly  p(u)  +  mu  +  n 
und  verstehen  unter  y  eine  elliptische  Function  zweiten  Grades.     Die  Un- 
bekannten l^  m^  n  sind  nun  so  zu  bestimmen,  dass  die  rechte  Seite  dieser 
Ansatzgleichung  blos  zwei  ünendlichkeitsstellen  besitzt.     Zu  dem  Ende  ent- 
wickeln wir  y  i^{u)  nach  fallenden  Potenzen  von  u.     Sei 

/>(u)  =  ttou»  +  aiU>  +  o,u  +  aa, 
80  Wird 

^7w  =  «.'*«"^'[«  +  |-^  +  *Q)].         P=0,l,2. 

WO  $(— )  eine  nach  negativen  Potenzen  von  u  fortschreitende  Potenzreihe 

bedeutet,  die  für  us=oo  gleich  Null  wird.  Demnach  hat  ^P^u)  drei 
Werthe,  deren  jeder  fQr  u  =  co  von  der  ersten  Ordnung  unendlich  wird, 
um  also  die  gewünschte  Eigenschaft  für  y  zu  erreichen,  brauchen  wir  nur 

m  =  — loo^ 
zu  setzen.     Des  Weiteren  ist  es   ohne  Beeinträchtigung  der  Allgemeinheit 
gestattet,  ^      ,        ^ 

anzunehmen,  so  dass  die  Gleichung  zwischen  u  und  y  die  Form  erhält: 

1)  Vergl.  die  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen  aae 
dem  Sommenemeeter  1886. 
8)  1.  c. 
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2)  L,{y)u^  +  L,{y)u  +  L,{y)  =  0, 
wenn 

■^o(y)  =  ao^32/-ai),    A(y)  =  «oCSy^-aoa,),    L^{y)  =  y^  -  df^a^. 
Durch  Differentiation^ von  Gleichung  2)  nach  y  und  u  folgt: 

S(if^  +  2a,yu  +  a,^u^)dy  +  [2L,(y)u  +  L,{y)]du  =  0. 
Hier  ist  nun  

mit  Einführung  von 

P\u)=Q{u) 
und  ausserdem 

2L,{p)u  +  L, (y)  =  yL,\y) -  iL^(y)  L,(j,). 
Setzt  man  femer 

X,«  (y)  -  4X„(y)  j:,(y)  =  Qa^'^.  Ä(y) , 
WO  ^(y)  <^ie  Darstellung  hat: 

9ao%Ä(y)  =  -3y*  +  4a,y«-6aoa,y^  +  12ao«a3y  +  ao^a,«-4a,a,), 
80  wird  die  Transformation 

3)  _^_,+_^  =  0 
]/Q{u)      1/R(u) 

einmal  durch  die  Formel 

und  umgekehrt  durch  den  aus  2)  resultirenden  Ausdruck 


h\  „_-3y*  +  a.o«+3a,>^>//{(y) 

'  2ao(3y-ai) 

geleistet.  Dabei  entspricht  dem  Werthe  u  =  oo  der  Werth  y  =  oo  und  um- 
gekehrt, um  an  Stelle  des  speciellen  Werthes  ti  =  oo  einen  beliebigen 
tt=3Uo  zu  substituiren ,  führen  wir 

1 
u  = 

U  —  Uq 

ein.     Q(u)  werde  nach  Potenzen  von  u—Uq  geordnet: 
und  eine  Function  0(u)  so  bestimmt,  dass 

ist,  dann  verwandelt  sich  3)  in 

du      _     dy 

wo  8lt(y)  aus  Ä(y)  durch  Vertauschung  von  a<  mit  u  fttr  »  =  0,1,2,3 
hervorgeht,  und  die  Integralausdrücke  4)  und  5)  gehen  resp.  in 

6)  y^Vö^)f^'m-p{^d 

und 


W  — Un 


Über,  wo 


2ro(3y-r,) 
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9»-««  SR  (y)  =  -  3y<  +  4r,»»  -  6ror,  y*  +  12ro»  r,  y  +  ro»(r,»  -  4r,  r,) , 

2r,  =  (/>"(«)]„=^, 

Ans  der  Formel  für  u   finden  wir: 
1\   «     «  -  ''W  -  3y*  -Ka,  +  3 tt^Up)  />(«,)  +  3  V^ju,)  j/at  (y) 
0  «-«0--2  y»-Ooe(««) 

Um  endlich  u  durch  die  Weierstrass'sche  p- Function  ausgedrückt 
zu  erhalten,  haben  wir  nur  die  allgemeine  elliptische  Function  zweiten 
Grades  y  in  die  genannte  Function  mit  der  Nebenbedingung  überzuführen, 
dass  ftlr  y  =  yo  5  =  00  wird.  Die  bezüglichen  Formeln  sind  von  Herrn 
Weierstrass^)  entwickelt  worden  und  liefern  für  den  Fall  j/q  =  oo: 
rj^  27/:^roH^+18r^s  +  roH(r,r,-9ror3) 

und 

y/9i(l')=9äf^= 27ro^.  +  r,>-3r.r, 

wo  in  dem  für  die  Irrationalität  gegebenen  Ausdrucke  an  Stelle  von  y  die 
davor  stehende  Formel  in  Anwendung  zu  bringen  ist.     Dabei  bezeichnet 

und  die  Invarianten  g^  und  g^  haben  die  Werthe: 

8)  ^,  =  0, 

^8  =  -  36  ('■i**'»*  -  ^n'  »■«  +  ISror,  r,r,  -  4r<,r,»  -  27  r^'r,»). 

Somit  stimmt  y,  bis  auf  einen  Factor  mit  der  Discriminante  von  $(u ) 
überein,  einer  Function,  deren  Bedeutung  aus  der  Gleichung 

herrorgeht.  Oa  nun  $(u)  ans  /'(w)  durch  lineare  Transformation  ent- 
standen ist,  so  unterscheiden  sich  ihre  Discriminanten  nur  durch  Faotoren, 
and  es  ergiebt  sich: 

9)  ^8  =  - 36(«i*««* -  4(»ofl»'+  ISooat 0,03  -  4«,'0s  -  27ao*aj»), 
so  dass  wir  schliesslich  erhalten: 

10)  y = ^^'W  27 y^ \/p{u^) ys^XQ P'ju,) s+f^y(üö) [(a.+3aoMo) P'{%) - 9a, /»K)] ^ 

'^^^^  '^^^^^    27.f/pK)  +  f'»K)-3fK)(a.  +  3ao«o) 

1)  Vergl.  die  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  elliptisohen  Functionen  aus 
dem  Sommenemester  1883, 
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Was  die  Darstellung  von  8  durch  die  Thetafonction  angeht,  so  tritt 
hier  gegen  den  allgemeinen  Fall  eine  Vereinfachung  ein,  die  eine  Folge 
unserer  Integrationsmethode  ist.     Wir  finden  nftmlich: 

8 


r     Ab 


woraus 

5  =  |)(^-5o), 

wfthrend  sich  im  Allgemeinen  z  —  z^  als  die  Differenz  zweier  Normalinte- 
grale darstellt. 

Die  hier  auftretende  p- Function  ist  dieselbe,  auf  welche  man  bei  der 

Theilung  der  Curve 

,      2co53<p 
1^  = =— 

in  6g+l  gleiche  Theile  geführt  wird.  Das  zugehörige  Periodenpaar  ist 
(2  CD,  2cio),  wenn  e  eine  Wurzel  der  Gleichung 

4s«-^3  =  0 

bedeutet.  Eine  solche  p- Function  hat  aber  die  charakteristische  Eigenschaft, 
complexe  Multiplication  und  zwar  im  Gebiete  der  dritten  Einheitswurzeh 
zuzulassen.  Dieselbe  Eigenschaft  kommt  daher  auch  den  doppeltperiodischen 
Functionen  zu,  welche  einer  binomischen  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung und  dritten  Grades  genügen. 

Zum  Schlüsse  wollen  wir  noch  darauf  hinweisen ,  wie  die  Frage ,  wann 
die  durch  1)  definirte  Function  in  eine  einfachperiodische  resp.  rationale 
Function  ausartet,  durch  Betrachtung  der  p- Function  entschieden  werden 
kann.     Bekanntlich  geht  diese  in  eine  Exponentialfunction  über,  falls 

und  in  eine  rationale  Function,  falls 

^2  =  0,    ^3  =  0. 

Berücksichtigt  man  nun  die  in  8)  und  9)  gegebenen  Werthe  der  Invarianten, 
so  erkennt  man,  dass  die  Differentialgleichung  1)  keine  einfach  periodische 
Function  definiren  kann,  und  dass  ihr  eine  rationale  Function  von  z  dann 
genügt,  wenn  die  Gleichxmg  Di  \^Ci 

gleiche  Wurzeln  besitzt,  ein  Resultat ,  das  schon  von  den  Herren  Briet 
und  Bouquet  gefunden  worden  ist. 

Berlin,  im  Juli  1890.  Dr.  Jahnkb. 
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ZT.  üeber  einen  Sati  aus  der  projeetiviflchen  Geometrie. 

Im  27.  Jahrgang  dieser  Zeitschrift,   S.  380,   stellt  Herr  SchlOmilch 
folgenden  Satz  auf: 

Es   sei  ÄBCD  ein  gewöhnliches  Viereck,  E  der  Durchschnitt  von 
AC  und  BD,  F  der  von  AB  und  CD,  Q  der  von  DA  und  JBC;   wird 
nun  AB  CD  mittels  eines  beliebig  gewählten  Projectionscentrums  0  per- 
spectivisch  auf  eine  Ebene  projicirt,  welche  die  Gerade  FQ  in  sich  ent- 
hält,  und  ist  AB' CD'  die  entstandene  Abbildung,   so  gehen  die  vier 
Geraden  -40',  BD\  CA\  DJB^  durch  einen  und  denselben  Punkt  P.   Dreht 
sich  die  Projectionsebene  um  FO^  so  durchläuft  P  die  Gerade  EO. 
Dieser  zunächst  von  Herrn  Sachse  (Jahrg.  27  S.  381  flg.)  und  später 
in  einfacherer  Art  von  den  Herren  Schroeter  (Jahrg.  28  S.  178  flg.)  und 
Quidde  (Jahrg.  28  S.  192)  bewiesene  Satz  kann  als  ein  besonderer  Fall 
des  folgenden  allgemeineren  aufgefasst  werden: 

Projicirt  man  ein  vollständiges  Yierseit  aus  einem  Punkte 
des   Baumes   auf  eine    andere  Ebene   und    verbindet   irgend 
zwei  Gegenpunkt'e  des  einen  Vierseits  wechselweise  mit  den 
entsprechenden  Gegenpunkten  des  andern  durch  zwei  Gerade, 
80  schneiden  sich  diese  auf  einer  bestimmten  Geraden. 
Zum  Beweise  dieses  Satzes  nehmen  wir  in  der  Ebene  t  ein  vollstän- 
diges Yierseit  ah  cd  an  und  bezeichnen  seine  Gegenpunkte 
ah  und  cd  mit  A  und  B^ 
ac     „     h'd    „    C     „     2), 
ad    ^    h'c    ^    E    n     F. 
Projiciren  wir  dann  dieses  Yierseit  aus  einem  Punkte  0  des  Baumes 
auf  eine   Ebene    /,    so    erhalten  wir  in  dieser  ein  vollständiges  Yierseit 
aVc'd'  mit  den  Gegenpunkten  A'  und  J?',  C  und  D',  E'  und  F',    Yer* 
binden  wir  femer  die  Gegenpunkte  A  und  B  des  einen  Yierseits  wechsel- 
weise mit  den  entsprechenden  Gegenpunkien  A'  und  B'  des  andern  durch 
die  Geraden  AB'  und  BA\   so  schneiden  sich  diese  in  einem  Punkte  P 
weil  diese  beiden  Paare  von  Gegenpunkten  in  einer  durch  0  gehenden  Ebene 
liegen.    Da  nun  in  dem  Yiereck  ÄBB^A'  die  Gegenseiten  AÄ  und  BB' 
durch  0,   die  Gegenseiten  AB  und  AB'  durch   einen  Punkt  S  auf  der 
Schnittlinie  8  der  Ebenen  c  und  b  und  die  Gegenseiten  AB'  und  BA'  durch 
P  gehen,  so  ist  letzterer  Punkt  harmonisch  getrennt  von  0  durch  die  Ge- 
raden AB  und  A'B\  also  auch  durch  die  Ebenen  s  und  /.     P  liegt  also 
auf  derjenigen  durch  s  gehenden  Ebene  n^  welche  von  0  durch  b  und  e' 
harmonisch  getrennt  ist.     Andererseits  ist  auch  P  harmonisch  getrennt  durch 
OA  und  OB  von  Sj  folglich  geht  die  Gerade  OP  durch  denjenigen  Punkt 
T  auf  der  Diagonale  AB^  welcher  der  Geraden  $  conjugirt  ist. 

In  ganz  ähnlicher  Weise  lässt  sich  zeigen,  dass  der  Punkt  P^,  in  wel- 
chem die  Geraden  CD'  und  DC  sich  schneiden,  1.  auf  jener  Ebene  n  liegt 
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und  2.  auf  einer  Geraden  0  T, ,  welche  die  Diagonale  CD  in  dem  zu  s  con- 
jagirten  Punkte  trifft.  Ebenso  liegt  der  Punkt  P,,  durch  welchen  die  Ge- 
raden EF'  und  FE'  gehen,  1.  auf  der  Ebene  n  und  2.  auf  der  Geraden 
OP^^  welche  die  Diagonale  EF  m  dem  zu  8  conjugirten  Punkte  T,  trifft. 
Diese  drei  auf  den  Diagonalen  AB^  CD  und  EF  des  vollstfindigen 
Vierseits  gelegenen  Punkte  T,  Tj  und  T^,  welche  der  Geraden  8  conjugirt 
sind,  liegen  nun  aber  selbst  in  einer  Geraden  U  Projiciren  wir  nämlich 
aus  einem  Punkte  22  des  Baumes  die  Figur  der  Ebene  e  auf  eine  zu  der 
Ebene  Rs  parallele  Ebene  ^,  so  ist  die  pneudlich  ferne  Gerade  dieser  Ebene 
die  Projection  von  Sy  und  folglich  sind  die  Mittelpunkte  der  Diagonalen  des 
Vierseits  in  q  die  Projectionen  von  jT,  2\  und  T^,  Da  nun  aber  nach 
Gauss  jene  drei  Mittelpunkte  in  einer  Geraden  liegen,  so  gilt  dies  auch 
von  T,  T^  und  T^. 

Weil  P,  P^  und  P^  die  Projectionen  von  den  in  der  Geraden  t  gelegenen 
Punkten  jT,  T^  und  T^  sind,  so  liegen  sie  in  der  Ebene  Oty  und  da  sie 
andererseits  auch  Punkte  der  Ebene  n  sind,  so  liegen  sie  auf  der  Schnitt- 
linie p  dieser  beiden  Ebenen. 

Dreht  sich  e'  um  5,  so  behält  die  Ebene  Ot  ihre  Lage  bei, 'folglich 
beschreibt  alsdann  p  in  der  Ebene  0^  um  den  Punkt  S  einen  Strahlen- 
büschel  erster  Ordnung,  welcher,  wie  man  leicht  erkennt,  zu  dem  EbcDen- 
büschel  s{z)  projeetivisch  ist. 

Für  den  Fall,  dass  die  Projectionsebene  s'  durch  eine  Diagonale  des 
Vierseits  in  c,  z.  B.  durch  AB  geht,  hat  Py  weil  alsdann  AB'  auf  BA 
f^Ut,  eine  unbestimmte  Lage  in  dieser  Geraden,  folglich  müssen  die  mii  P 
in  einer  Geraden  liegenden  Puokte  P^  und  P^  zusammenfallen.  Dies  ist 
der  Schlömilch'sche  Satz.  Wir  sehen,  wie  er  sich  als  ein  besonderer 
Fall  des  hier  entwickelten  erweist 

Das  Correlat  des  Satzes  kann  wie  folgt  ausgesprochen  werden: 
Schneiden  sich  zwei  vollständige  Vierkante  in  einem  vollständigeu 
Viereck  und  bringt  man  irgend  zwei  Gegenebenen  des  einen  Vierkants 
wechselweise  zum  Durchschnitt  mit  den  entsprechenden  Gegenebenen  des 
andern  Vierkants,  so  liegen  die  beiden  Schnittgeraden  in  einer  Ebene, 
die  durch  eine  bestimmte  Gerade  geht 

Saarbrücken,  im  Juni  1890.  Dr.  Thbodor  Mbybb. 


XVI.  Bemerkung  Über  eine  zahlentheoretiflche  Formel. 

Bei  der  Berechnung  der  Anzahl  der  Primzahlen  innerhalb  eines  ge« 
gebeuen  Zahlenraumes  nach  der  MeisseTschen  Jtecursionsformel*  ist  eine 
Function  0(myn)  von  Wichtigkeit,   welche  die  Anzahl  der  Zahlen  in  dem 


*  Mathematische  Annalen,  Bd.  II. 
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Gebiete  der  natürlichen  Zahlenreihe  von  t  bis  m  darstellt,  die  durch  keine 
der  n  ersten  Primzahlen  theilbar  sind. 

So  ist  z.  B. 

^(30, 6)  =  5 

die  Anzahl  der  Zahlen  im  Gebiete  von  1  bis  30,  welche  durch  keine  der 
6  ersten  Primzahlen 

l>i=»2,    ft  =  3,    ...,    i)„  =  13 
theilbar  sind. 

Lftsst  man  m  unbestimmt  und  scheidet  für  ein  gegebenes  n  aus  der 
natürlichen  Zahlenreihe  alle  Zahlen  aus,  die  durch  irgend  eine  der  n  ersten 
Primzahlen  theilbar  sind,  so  bemerkt  man»  dass  die  Reihe  in  Abschnitte 
zerftUt,  die  in  Bezug  auf  die  Aufeinanderfolge  der  Intervalle  congruent 
sind.    Denn  sämmtliche  unendlich  vielen  Zahlen  von  der  Form 

(unter  g  and  r  ganze  Zahlen  verstanden)  sind  durch  eine  der  n  ersten 
Primzahlen  p,  theilbar  oder  nicht,  je  nachdem  r  durch  p«  theilbar  ist  oder 
nicht.     Es  stellt  also 

n=Pl-P%''Pn 

ein  Zahlengebiet  dar,  dessen  Intervalle  sich  periodisch  wiederholen. 

Diese  Eigenschaft  der  periodischen  Wiederholung  ermöglicht  eine  Er- 
leichterung bei  einer  wirklichen  Berechnung  der  Function  <l>(fn,  n),  sobald 
man  im  Stande  ist,  die  Anzahl  der  zu  einer  Gruppe  von  dem  Umfange  1 
bis  9c  gehörigen  Zahlen  von  vornherein  anzugeben.     Da  nun 

80  erhSlt  man  leicht  die  von  Herrn  M eis  sei  bei  der  Berechnung  von  Prim- 
zahlmengen im  II.  Bande  der  Matbem.  Annalen  benutzte  Formel : 

<'^G^.i>i.P8...P«  +  r)  =  ^.(p,-l)(l)2-l)...(l)«-l)  +  <P(r,w). 

Nun  bin  ich  durch  Herrn  Bischof  Baranowski  in  Zowno  darauf 
anfmerksam  gemacht  worden,  dass  jede  Reihe,  welche  einer  Function 
^(m,  n)  entspricht,  neben  der  periodischen  Wiederkehr  derselben  Inter- 
valle auch  eine  symmetrische  Vertheilung  derselben  innerhalb  jeder  Gruppe 
«  zeigt,  und  dass  auch  diese  Thatsache  bei  einer  auszuführenden  Elechnung 
mit  Yortheil  verwendet  werden  könnte. 


*  Wertheim,  Elemente  der  Zahlentheorie,  S.  19,  20. 

Digitized  by  LjOOQ iC 


384  Kleinere  liitübeilangen. 


Offenbar  ist  nSmlich  auch  die  Theilbarkeit  der  Zahl 

durch  die  Primzahl  px  bedingt  durch  die  Theilbarkeit  der  Zahl  r. 

Die  Bemerkung  des  Herrn  Baranowski  weist  also  auf  eine  Er- 
gänzung der  MeisseTschen  Formel  hin,  welche  nun  folgende  Form  an- 
nehmen würde: 

a»(^.Pi.P8...p»  +  r)  =  ^.(l)i-l)(ft-l)...(p„-l) +  (P(r,  n). 

Die  Ergänzung  durch  das  Minnszeichen  hat  freilich  nur  für  den  Fall 
Bedeutung,  dass  m  näher  an  der  obem,  als  an  der  untern  Grenze  einer 
Periode  liegt. 

Eisenach.  Dr.  Carl  Hossfbld. 
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Historisch-literarische  Abtheilung. 


Ueber  Harens  Maroi  de  Eronland.- 

Von 

Dr.  W.  Laska 

in  Prag. 


Schon  seit  längerer  Zeit  sammle  ich  Materialien  zu  einer  Geschichte 
der  ezacten  Wissenschaften  in  Böhmen  und  hoffe,  wenn  kein  Hindemiss 
dazwischen  kommt,  schon  in  dem  nächsten  Jahre  mit  der  Publication  der 
Quellen  zu  beginnen. 

Diesmal  möchte  ich  nur  bei  Gelegeuheit  einer  Bemerkung  etwas  über 
Marcus  Marci  mittheilen. 

In  dem  Aufsatze  von  E.  Oelcich,  Ueber  die  Geschichte  des  Stosses, 
der  in  den  letzten  Heften  dieser  Zeitschrift  publicirt  wurde,  finde  ich  S.  45 
die  Bemerkung,  dass  die  Schrift  Marcus  Marci ,  De  proportione  motas,  den 
englischen  Physikern  unbekannt  geblieben;  denn  sonst  hätten  ja  Männer 
wie  Wallis  und  Hujgens  nicht  versäumt i  die  englische  Akademie  auf 
sie  aufmerksam  zu  machen.     Goethe  hatte  Marcus  Marci  gekannt 

Dass  Huygens  sehr  bald  die  Kunde  von  diesem  Werke  erhielt,  ja, 
dass  Marcus  Marci's  Schriften  ihm  durch  Kinnereus  von  Loewen- 
thurm  schon  im  Jahre  1654  zugeschickt  wurden  und  dass  sie  von  Hujgens 
gelesen  wurden,  geht  aus  einem  Brief  Hujgens'  an  Kinnereus  hervor.* 
Huygens  tadelt  sie  sehr.  Doch  enthalten  sie  so  viele  treffliche  Bemer- 
kungen xmd  eine  ausgezeichnet  philosophische  Begründung,  die  stets  auf 
die  Erfahrung  zurückgeht,  dass  sie  in  der  Geschichte  der  exacten  Wissen- 
schaften immer  eine  ehrenvolle  Stelle  einnehmen  werden. 

Ausserdem  hat  er  ja  bekanntlich  die  Gesetze  des  Stosses  zuerst  unter- 
sucht, ohne  jedoch  zu  den  heutigem  Formeln  zu  gelangen. 

Ich  erlaube  mir,  auf  einzelne  Stellen  und  Capitelüberschriften  hin- 
zuweisen, in  der  Hoffnung,  dass  sie  einen  Forscher,  dem  mehr  Zeit  zur 
Yerf&gung  steht  als  mir,  zu  weiteren  Studien  veranlassen  werden. 

*  Oeuvres  compl.  de  Huygens  pub.  p.  1.  Soc.  hoUand.  des  scieno.  Tom.  I, 
p.  307.    Editio  1888. 

lU..  m.  Abthlg.  d.  Z1t«,hr.  f.  Matb.  u.  PLy.  XXXV,  1.  j^^^^^^^^  ^^  (^OOgk 


Historisch  -  literarische  Abtheilung. 

Für  die  wichtigsten  seiner  Schriften  werden  allgemein  anerkannt: 
I.  De  proportione  motus  sen  regula  sphygmica  ad  celeritaiem 
et  tarditatem  pulaanm  ex  illina  motu  ponderibna  geometricis 
librato  absqne  errore  metiendam.    Pragae  1639. 
IL  De  proportione  motas  figurarum  rectilinearum  et  circuliqua- 
dratura  ex  motu.    Pragae  1648. 

III.  Thanmautiaa:  liber  de  arcu  coelesti  deqne  colornm  appa- 
rentium  natura  ortu  et  causia,  in  quo  pellncidi  opticae  fontea 
a  sna  scaturigine  ab  his  vero  colorigeni  rius  dirivaniur,  duci- 
bna  geometria  et  phyaica  hermetoperipatetica.  Pragae  1848. 

Ausser  diesen  besitze  ich  noch  von  ihm  folgende  minder  wichtige 
Schriften : 

IV.  Idearum  operatricium  idea.    Pragae  1639. 

V.  Labyrintua  in  quo  yia  ad  circuli  qnadraturam  pluribua  media  exhibetor. 
Pragae  1663. 
In  der  Bibliothek  der  k.  k.  Universität  befinden  sich  ausserdem: 
VI«  Observationea  exactico-philoaophicae.    Pragae  1647. 
VII.  De  cauaia  natur.  pluyiae  parpureae  bruxellenaia.    Pragae  1647. 
VIII.  Disaertatio  de  natura  iridia.    Pragae  1660. 
IX.  De  longitudine  aen  de  differentia  inter  dnoa  meridianoa  nna  cum  motu 

vero  lanae  invenienda  ad  tempua  datae  obaervationia  1660. 
Einige  der  wichtigeren  Capitel  sind  die  folgenden: 

Ans  der  Sehrift  de  proportione  motas  L 

Poaitio  IV.    Virtua  agendi  et  actio  inter  ae  aunt  aequalea. 

Propoaitio  IV.    Impulaua  in  quodlibet  puncto  circuli  per  lineam  fit  tangentem. 

Propoaitio  VII.     Velocitaa   motua  eandem  rationem   habet   quam    intervalla, 

rationem  vero  auorum  temporum  reciprocam. 
Propoaitio  XII.    Incrementa  velocitatia  rationem  habent  quam  temporum  qua- 

drata. 
Propoaitio  XV.    Motua  ex  eodem  puncto  per  lineaa  aubtenaaa  (Kreiss^men)  Bxmi 

aequalea  motui  per  diametrum  ejuadem  circuli. 
Propoaitio  XXXII.    Motua  perfecte  mixtua  fit  per  diametrum  parallelogrami, 

ci^na  latera  conatituit  motua  aimplex. 

In  der  zweiten  De  proportione  motus  stellt  er  als  Axiom a  III  auf: 
Motua  grayium  fit  per  lineaa  rectaa  ae  interaecantea  in  mundi  oentro. 

Nicht  minder  wichtig  ist  die  Schrift  Thanmantias. 

Hier  wird  die  Dispersion,  Befraction  und  Reflexion  besprochen. 

Zunächst  De  iride  trigonia  (Prismenspectrum)  tUius  proprietaHhus  et- 
eartLndem  caims.  In  der  observatio  IL  wird  gesagt:  dolores  in  iride  Pri- 
marii sunt  quaiuor:  puniceus,  viridis^  caertUeus  etpurpureus:  vduti  fascis  a 
se  discretu  Sodann  wird  in  Theorema  XX  gezeigt,  dass  Refradio  super- 
veniens  (wiederholte  Refraction)  radio  coUorato  non  mutat  speciem  cdhris. 

Als  causa  refractionis  wird  S.  126  die  contradio  radiorum  in  medio 
densOj  oh  muUüudinem  materiae  angegeben.  Sodann  wird  die  Reflexion  be- 
sprochen. Diese  höchst  wichtige  Stelle  theile  ich  etwas  ausführlicher  mit. 
S.  132  Z.  4  V.  u. 
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üeber  Marcus  Marci  de  Kronland. 


Frincipiis  ergo  positis  in$istendo,  dico  ah  iisdem  causis  reflexionem  et 
refradianem  provenire.  Quia  enim  radiationes  luminosae  sphaerice 
et  in  orhemfiunt  radiisrectis  ex  uno  communi  centro  luce  pro- 
pagata  ...  Uniias  autem  sphaerae  radiosae  ab  unüate  tnedii  pendet  ...  At 
vero  cum  medium  occurü  partium  magis  minusve  confertarum;  non  eo  quo 
prius  tenore  progredi  potest:  unde  neglecta  sua,  in  jus  et  leges  novae 
sphaerae  se  addicit:  cujus  centrum  est  punctum  incidentiae. 

Zum  Schlüsse  möchte  ich  bemerken,  dass  sich  freilich  bei  Marcus 
Marci  Wahres  und  Falsches  beisammenfindet,  dass  aber  selbst  das  Falsche 
in  seinem  System  begründet  ist.  Er  sucht  mit  allem  Ernst  die  Wahrheit, 
macht  sich  selbst  Einwürfe,  die  er  widerlegt,  bespricht  stets  die  Meinungen 
Anderer,  indem  er  die  bezüglichen  Stellen  ihrer  Schriften  an  geeigneten 
Orten  anführt,  so  dass  seine  Leistung  für  die  damalige  kritiklose  Zeit  nicht 
hoch  genug  angeschlagen  werden  kann. 
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Kecensioneiu 


Oreek  Oeometry  from  TlialeB  to  Eaolid  bj  George  Johnston  Allmah, 
LL.  D.,  D.  Sc;  Fellow  of  the  Royal  Society;  Professor  of  Mathe- 
maiics  in  Qaeen's  College,  Oalway;  Member  of  the  Senate  of  the 
Royal  üniversity  of  Ireland.  Dublin  üniyersity  Press  Series  1889. 
Dablin  n.  London.  XII,  237  pag. 
Herr  All  mann  hat  1877  angefangen,  Abhandlungen  über  die  Slteste 
griechische  Geometrie  in  einer  in  Dublin  unter  dem  Titel  Hermathena  er- 
scheinenden Zeitschrift  zu  veröffentlichen.  Die  ersten  dieser  eine  zusammen- 
hängende Reihe  bildenden  Abhandlungen  hat  Referent  in  dem  I.  Bande 
seiner  Vorlesungen  über  Geschichte  der  Mathematik  berücksichtigt,  in  den 
folgenden  Abhandlungen  ist  umgekehrt  das  oben  genannte  Werk  von 
Herrn  AI  Im  an  benutzt,  benutzt  freilich,  wie  jedes  frühere  Werk  Yon  jedem 
gewissenhaften  späteren  Schriftsteller  benutzt  werden  soll  und  muss,  unter 
kritischer  Prüfung  und  unter  ehrlicher  Nennung  Dessen,  was  man  ihm 
schuldet.  Wir  freuen  uns,  sagen  zu  dürfen,  dass  im  Grossen  und  Ganzen 
die  Ergebnisse  nur  gesicherter  auftreten,  welche  Bretschneider  1870 
der  Hauptsache  nach  zuerst  zusammenstellte,  aufweiche  dann  der  Referent 
und  theils  mit,  theils  nach  ihm  so  zuverlässige  Forscher  wie  Herr  AI  Im  an 
in  England,  Herr  PaulTanneryin  Frankreich  zurückkaimen.  Wir  könnten 
kaum  einen  wichtigen  geschichtlichen  Satz  aussprechen,  der  durch  diese 
wiederholte  Sichtung  und  Prüfung  vollständig  umgestossen  wäre,  mag  auch 
Einzelnes  noch  strittig  bleiben.  Herr  A  lim  an  hat  nun  seine  sämmtlichen 
Aufsätze  in  einen  Band  vereinigt  und  dieselben  dadurch  leichter  zugänglich 
gemacht,  als  solches  früher  der  Fall  war,  da  die  Verbreitung  der  Dubliner 
Hermathena  insbesondere  auf  dem  Festlande  eine  kaum  nennenswerthe  isi 
Freilich  war  Herr  All  man  mit  Sonderabzügen  seiner  Untersuchungen 
gegen  die  eigentlichen  Fachgenossen  freigebig,  aber  selbstverständlich  auch 
nur  gegen  diese,  während  die  Buchausgabe  die  weiteste  Verbreitung  er 
möglicht.  Ob  Herr  A  lim  an  bei  Veranstaltung  der  Buchausgabe  nicht 
Aenderungen  hätte  vornehmen  können  und  sollen,  ist  Geschmacksache. 
Herr  AI  Im  an  hat  es  vorgezogen,  von  Aenderungen  im  fortlaufenden  Texte 
abzusehen  und  nur  am  Schlüsse  7  Seiten  Zusätze  beizufügen ,  in  welchen 
er  sich  mit  einigen  Einwürfen  und  neueren  Ansichten  abzufinden  sucht 

Cantob. 
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A  History  of  the  gtudy  of  mathematioB  at  Cambridge  bj  W.  W.  Roüsb 
Baix,  Fellow  and  lecturer  of  Trinity  College,  Cambridge.  Cam- 
bridge 1889  at  the  university  Press.    XVI,  264  pag. 

Wir  haben  einen  Band  über  Geschichte  der  Mathematik  desselben  Ver- 
fassers, Bd.  XXXIV  hist.-lit.  Abth.  S.  103—105,  nicht  anders  als  ungünstig 
zu  benrtheilen  vermocht.  Der  uns  hente  zum  Bericht  unterbreitete  Band 
trSgt  eine  nur  um  ein  Jahr  höhere  Jahreszahl,  scheint  also  in  ziemlich 
rascher  Arbeit  gefertigt.  Wenn  man  Solches  auch  manchen  Stellen  anmerkt, 
wo  das  Festina  lente  entschieden  zu  wünschen  gewesen  wSre,  welches 
wir  Herrn  Ball  als  wohl  zu  beachtende  Zukunftsregel  dringend  empfehlen 
mochten,  so  ist  doch  der  Oesammteindruck  des  neuen  Werkchens  ein 
wesentlich  angenehmerer.  Herr  Ball  gehört  selbst  der  Cambridger  Hoch- 
schule an.  Die  Schriften,  welche  auf  die  Entstehung  und  Entwickelung 
dieser  seiner  geistigen  Heimath  sich  beziehen,  standen  ihm  dort  leicht  und 
Tollzählig  zur  Verfügung.  Ueberdies  führte  die  überall  begreifliche,  in 
England  ganz  vorzugsweise  entwickelte  Liebe  zur  ErziehungsstStte,  aus  der 
er  hervorgegangen  und  an  der  er  weiter  wirkt,  seine  Feder.  So  konnte, 
wir  möchten  beinahe  sagen,  so  musste  ein  reiferes  Werk  entstehen,  für 
welches  der  Verfasser  keinen  über  den  eigenen  Sehkreis  hinausreichenden 
Boden  nutzbar  zu  machen  hatte,  dafür  aber  umsomehr  in  die  Tiefe  drang. 

Der  Inhalt  ist  in  zwei  ziemlich  gleichen  Baum  erfüllende  Theile  ge- 
gliedert. Die  erste  Abtheilung,  S.  1 — 137,  schildert  in  sieben  Capiteln 
die  Mathematiker  der  Universitftt  Combridge.  Einige  von  ihnen,  denen 
auch  die  allgemeine  Geschichte  der  Mathematik  einen  Platz  einzur&umen 
nicht  unterlassen  kann,  sind  etwas  ausführlicher  behandelt.  Wir  nennen 
in  der  Reihe  ihrer  Zeitfolge  Bobert  Becorde,  Henry  Briggs,  John 
Wallis,  IsaacBarrow,  Boger  Cotes  und  natürlich  in  allererster  Linie 
den  Heros  der  Universitftt  Cambridge,  den  Weltmathematiker  Newton. 
Ueber  seine  unsterblichen  Verdienste,  über  die  nur  etwa  durch  Ar ch im ed, 
Fermat  und  Gauss  ihm  streitig  zu  machende  erste  Stellung  unter  den 
Mathematikern  aller  Zeiten  wird  kaum  ein  Streit  möglich  sein,  und  wenn 
Herr  Ball  ihm  ein  eigenes  Capitel  widmet,  so  sind  wir  weit  entfernt  zu 
meinen,!  er  habe  damit  zu  viel  gethan,  eher  zu  wenig.  Trotzdem  müssen 
wir  wiederholen,  was  wir  in  der  Besprechung  des  früheren  Buches  sagten. 
Herr  Ball  hfttte  die  Gerechtigkeit  gegen  Newton  nicht  darin  finden  sollen, 
dass  er  ungerecht  gegen  Leibniz  wurde;  er  hfttte  nicht  Newton's 
Charakter  seinem  Geiste  gleichstellen  dürfen;  er  hfttte  mit  einem  Worte 
nicht  einseitig  Partei  für  den  Parteigftnger  ergreifen  sollen.  New  ton 's 
Benehmen  gegen  Flamsteed  musste  genügen,  den  Satz  unterdrücken  zu  lassen, 
jener  sei  gegen  seine  Gegner,  wenn  nicht  grossmüthig,  doch  stets  gerecht 
gewesen. 

Die  zweite  Abtheilung,  S.  138—254,  handelt  in  vier  Capiteln  von 
»glifichem  Universitfttsleben  und  Sitten,  von  der  Dntwickelung  Cambridges 
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nnd  den  dort  gelehrten  Dingen,  von  der  Erwerbung  wissenschafüicber 
Grade  nnd  von  den  in  den  mathematischen  Wissenschaften  zn  Grunde  ge- 
legten Lehrbüchern.  Dieser  Abtbeilung  gegenüber  müssen  wir  ein  eigent- 
liches Ortheil  ablehDen.  Von  allen  diesen  Sachen  wussten  wir  so  gut  als 
Nichts,  bevor  wir  Herrn  Ball's  anziehende  Schilderungen  gelesen  hattem 
Wir  haben  indessen  ans  den  am  Anfange  auseinandergesetzten  Grüuden 
nicht  die  geringste  Veranlassung,  daran  zu  zweifeln,  dass  wir  hier  vor  einer 
zutreffenden,  bis  ins  Einzelne  richtigen  Schilderung  uns  befinden  und  wir 
wissen  dem  Verfasser  um  so  aufrichtigeren  Dank  dafdr,  je  schwieriger  es 
sonst  für  den  Ausländer  ist,  sich  über  diese  ganz  eigenartigen  Zustände 
eine  richtige  Kenntniss  zu  erwerben.  Cantor 


Philipp  Melanchthon  als  Praeoeptor  Oermaniae  von  Dr.  Karl  Habtfblder, 
Professor  am  Gymnasium  in  Heidelberg.  Berlin  1889  bei  A.  Hofmann 
&  Co.  XXVIII,  687  S.  (VII.  Band  der  Monumenta  Germania« 
Paedagogica.  Unter  Mitwirkung  einer  Anzahl  von  Fachgelehrten 
herausgegeben  von  Karl  Eehrbach.) 
Den  III.  Band  des  grossariig  angelegten  Sammelwerkes  von  Schul- 
ordnungen, Schulbüchern  und  pädagogischen  Miscellaneen  aus  den  Landen 
deutscher  Zunge  haben  wir  Bd.  XXXIII  hisi-lit.  Abth.  S.  109  — 111  an- 
gezeigt. Er  enthielt  Günther *s  Geschichte  des  mathematischen  Unterrichts 
im  deutschen  Mittelalter  bis  zum  Jahre  1525  und  war  durch  seinen  Gegen- 
stand ,  wie  durch  seinen  Verfasser  uns  und  unseren  Lesern  zum  Voraus  warm 
empfohlen.  Der  VII.  Band  dagegen  schien  der  Ueberschrift  nach  einer  Be- 
sprechung in  dieser  Zeitschrift  wenig  zu  bieten,  und  wenn  Referent  auch 
als  Heidelberger  das  Vergnügen  der  Bekanntschaft  des  Verfassers  hat,  als 
Mathematiker  musste  er  dessen  Namen  nicht  kennen.  Dass  wir  trotzdem 
unsere  Leser  auf  das  Hartfei der'sche  Buch  aufmerksam  zu  machen  fOr 
richtig  halten,  beruht  darauf,  dass  Melanchthon  unzweifelhaft  eine  Persön- 
lichkeit von  nach  Gegenstand  und  Wirkungskreis  so  weit  sich  erstreckendem 
Einflüsse  war,  dass  auch  die  Mathematik  sich  diesem  Einflüsse  nicht  ent- 
ziehen konnte,  und  Herr  Hartfelder  hat  es  vortrefflich  verstanden,  die 
Vielseitigkeit,  man  wäre  fast  versucht,  zu  sagen,  die  Allseitigkeit  seines 
Helden  ins  richtige  Licht  zu  setzen.  Unsere  Aufgabe  kann  es  nicht  sein, 
über  das  ganze  Buch  zu  berichten,  dessen  Bedeutung  die  theologische 
Facultät  der  Universität  Heidelberg  durch  Ernennung  des  Verfassers  zum 
Doctor  der  Theologie  anerkannt  hat;  wir  beschränken  uns  auf  die  Betonung 
Dessen ,  was  für  den  Geschichtsschreiber  der  Mathematik  aus  dem  stattlichen 
Bande  zu  erlernen  ist.  Es  deckt  sich  dieses  allerdings  bis  zu  einem  ge- 
wissen Grade  mit  den  Schlusscapiteln  von  Günther *s  obengenanntem  Werke, 
sowie  mit  den  ersten  Druckbogen  von  Unger's  Methodik  der  praktischen 
Arithmetik  (Leipzig  1888),  aber  doch  nur  so,  wie  man  von  der  Verwandt- 
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Schaft  dreier  Oem&lde  reden  könnte,  deren  zwei  am  Snssersten  Bande,  ein- 
mal rechts,  einmal  links,  eine  Persönlichkeit  erkennen  lassen,  die  anf  dem 
dritten  Bilde  den  ganzen  Mittelgrund  stattlich  erftlllt. 

Philipp  Melanchthon  war  schon  zu  Lebzeiten  Praeceptor  Germaniae  ge- 
nannt. Deutschlands  Lehrer  hat  er  um  den  Unterricht  sich  verdient  ge- 
macht, welchen  Namen  auch  die  Bildungsstätten  führten,  um  welche  es 
sich  handelte.  Eine  Art  von  solchen  Bildungsstätten  müssen  wir  freilich 
ausnehmen,  die  Volksschule.  Vorschriften  für  diese  hat  Melanchthon  nicht 
gegeben;  erst  die  niedere  Lateinschule,  in  drei  Classen  zerfällend  und  darum 
Trivialschnle  genannt,  erfreute  sich  des  Wohlwollens  des  für  die  Schule 
begeisterten  Humanisten,  der  so  sehr  Humanist  war,  dass  er  einen  Unter- 
richt nicht  würdigte,  welcher  nicht  in  lateinischer  Sprache  ertheilt  wurde, 
also  selbst  den  Unterricht  in  der  Universit&tssprache  als  ersten  Lehrgegen- 
stand bedingte.  „Die  Schulmeister",  sagt  M.,  „sollen  selbst,  soweit  möglich, 
nichts  denn  lateinisch  mit  den  Knaben  reden."  Schulherr  dieser  niederen 
Lateinschule  war  nicht  mehr,  wie  früher,  eine  kirchliche,  sondern  eine  welt- 
liche Behörde.  In  gemeinsamer  Berücksichtigung  des  für  Staat  und  Kirche 
Unentbehrlichen  war  dem  Staate,  beziehungsweise  der  Stadt,  die  Pflicht 
auferlegt,  Ersatz  für  die  arg  heruntergekommene  reine  Kirchenschule  zu 
schaffen.  Um  so  auffällender  erscheint  es  dem  heutigen  Leser,  dass  die 
Lebrgegenstftnde ,  welche  den  praktischen  Lebensbedürfnissen  gegenwärtig 
weit  mehr  zugezählt  werden,  als  die  Kenntniss  der  lateinischen  Sprache i  dass 
Rechnen,  Geschichte  und  Geographie  der  Triviälschule  fremd  sind.  Erst 
die  Universität  und  die  ihr  ziemlich  gleichstehende  höhere  Schule  zu  Nürn- 
bergs die  auch  wirklich  in  nicht  allzulanger  Frist  zur  Universität  Altorf 
sich  umwandelte ,  kennen  Lehrer  der  Mathematik  und  mathematischen  Unter- 
richt niedrigsten  Gegenstandes.  „Die  Anfangsgründe  der  Arithmetik,  das 
Addiren  und  Snbtrahiren  sind  unbedingt  zum  täglichen  Gebrauche  noth- 
wendig  und  so  leicht,  dass  Knaben  sie  erlernen  können;  die  Regeln  der 
Mnltiplication  und  Division  erfordern  allerdings  ein  wenig  mehr  Aufmerksam- 
keit, aber  bei  einiger  Anstrengung  werden  sie  doch  bald  begriffen.^  So 
lauten  M.'s  Ansichten  über  den  arithmetischen  Gehalt  von  Universitäts- 
vorlesungen. Zu  ihrer  Bethätigung  hielt  er  zwei  Professuren  der  Mathematik 
für  nothwendig  unter  den  zehn  Professuren  der  philosophischen  Facultät, 
wie  man  damals  gerade  statt  des  früheren  Namens  der  Artisten  zu  sa^en 
anfing.  Der  heutige  Mathematiker  wird  halb  spöttisch,  halb  mitleidig  von 
der  seinen  Amtsvorgängem  gestellten  Aufgabe  hören,  und  dennoch  wird  er 
M.  gegenüber  sich  zu  Dank  verpflichtet  fühlen,  denn  dieser  schuf,  freilich 
in  Nachahmung  einer  Einrichtung  der  Wiener  Universität,  welche  auf  Kaiser 
Maximilian  zurückgeht,  für  Deutschland  die  Form,  der  die  sich  entwickelnde 
Wissenschaft  allmälig  erst  den  Inhalt  liefern  sollte.  M.  begnügte  sich  nicht 
damit,  in  dieser  allgemeinen  Weise  für  unsere  Wissenschaft  einzutreten.  Er 
hat  an  der  Herausgabe  mathematischer  Werke  sich  wenigstens  durch  Vor- 
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reden  betheiligt,  nnd  unter  den  so  durch  ihn  empfohlenen  Schriften  nennen 
wir  StifeTs  Arithmetica  integra,  das  bedeutendste  mathematische  Werk 
eines  deutschen  Verfassers  im  XVI.  Jahrhunderte.  Auch  einige  Declamationen 
M/s  sind  zu  nennen.  Declamationen  nannte  M.  lateinische  Beden,  welche 
bei  festlichen  Anlässen  von  ihm  selbst  oder  von  Anderen,  für  die  er  sie  schrieb, 
vorgetragen  wurden.  Eine  solche  Deolamation  yerfasste  M.  als  Antritts- 
vorlesung für  Joachim  Bhftticus.  Eine  zweite  über  Begiomon tan us  hielt 
er  selbst.  Als  eine  dritte  Dedamation  M.'s  hat  in  der  Ausgabe  seiner 
Werke  (Corpus  Beformatorum  ed.  C.  G.  Bretschneider  XI,  531 — 544, 
Halle  1843)  die  Bede  Abdruck  gefunden,  welche  einst  Begiomontanus 
in  Padua  als  Einleitung  zu  seinen  Vorlesungen  über  Alfraganus  hielt 
Bei  der  grossen  Seltenheit  des  Nürnberger  Druckes  jener  Bede  von  1537 
ist  die  Möglichkeit,  dieselbe  auch  unter  M.*s  Namen  zu  lesen ,  gewiss  sehr 
angenehm,  aber  dass  M.  sie  jemals  als  sein  Eigenthum  beansprucht  haben 
sollte,  scheint  uns  wenigstens  unmöglich.  Wir  vermuthen  hier  eine  kleine 
Ungeschicklichkeit  des  Herausgebers  des  Corpus  Beformatorum,  dadurch 
hervorgerufen,  dass  in  jenem  Nürnberger  Drucke  von  1537  ausser  der 
Bede  des  Begiomontanus  auch  eine  „Epistola  Philippi  Melanthonis  nunca- 
patoria  ad  Senatum  Norimbergensem**  abgedruckt  ist,  und  dass  die  Urheber- 
schaft der  Bede  und  des  Briefes  vermengt  wurden.  Unsere  Leser  dürften 
an  diesen  geringfügigen  Auszügen  aus  einem  kleinen  Theile  des  umfang- 
reichen Bandes  erkennen,  wie  vielerlei  in  demselben  abgehandelt  ist 
M.'s  Denkspruch  war:  „Multum,  non  multa.^  Sein  Biograph  hat  j,multnm 
et  multa*  geliefert  Cahtob. 


Oesohiehte  der  nnendliohen  Beihen  von  Dr.  B.  Bbiff,  Professor  am  Gym- 
nasium zu  Heilbr'onn«  Tübingen  1889.  Verlag  von  H.  Laupp.  IY| 
212  S. 

Beferent  glaubt  seinen  Bericht  mit  den  Worten  beginnen  zu  sollen, 
dass  ihm  selten  eine  sorgsamere,  fleissigere,  sauberere  Arbeit  in  dieHSnde 
gekommen  ist,  als  die  vorliegende.  Herr  Beiff  hat  mit  tiefem  Verstftnd- 
nisse  die  Aufgabe  gestellt,  er  hat  sie  unter  Bewältigung  ihrer  grossen 
Schwierigkeiten  zu  lösen  gewusst  und  seinen  hoffentlich  recht  zahlreichen 
Lesern  die  Gelegenheit  geboten,  in  der  mathematischen  Sprache  der  Gegen- 
wart zu  lesen,  was  in  der  Ausdrucksweise  der  betreffenden  Schriftsteller 
selbst  sich  anzueignen  nicht  immer  so  leicht  ist,  als  Mancher  denken  mag. 

Herr  Beiff  hat  seinen  Gegenstand  in  drei  Abschnitten  behandelt  Der 
erste  Abschnitt  ist  der  der  beginnenden  Beschftftigung  mit  unendlichen 
Beihen  gewidmet  Wallis,  der,  beilSufig  bemerkt,  das  Zeichen  der 
Uuendlichkeit  eingeführt  zu  haben  scheint,  Brouncker,  Mercator  mit 

seiner  Entwickelung  von  ,  durch  fortgesetzte  Division,  James  Gregory, 
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dem  der  Name  der  Eeihenconvergenz  zu  yerdanken  ist,  sind  die  MSnner, 
welche  den  Boden  vorbereiteten,  auf  welchen  dann  Newton,  Leibniz^ 
Jacob  und  Johann  Bernoulli  den  Samen  streuten,  aus  welchem  eine 
neue  Lehre  entstehen  sollte,  üeber  New  ton 's  Abhandlung  „De  analjsi 
per  aequationes  numero  terminorum  infinitas**  wird  verdientermassen  aus- 
führlich berichtet.  Als  Zweiter  der  Zeit  nach  erscheint  Leibniz,  aber 
mit  anderen  Zwecken,  mit  anderen  Hilfsmitteln.  Müssig,  wie  der  Streit 
um  das  Erfinderrecht  der  Infinitesimalrechnung,  zu  welcher  die  beiden 
Nebenbuhler  von  ganz  verschiedenen  Seiten  und  auf  von  einander  ver- 
schiedenen Wegen  gelangten ,  wäre  es  zu  fragen ,  wieviel  in  der  Beihenlehre 
der  Eine  etwa  von  dem  Andern  entlehnt  habe«  Bei  Leibniz  ist  ins- 
besondere die  Anwendung  der  von  Descartes  erfundenen  Methode  der 
unbestimmten  Coefficienten  auf  unendliche  Beihenentwickelung  merkwürdig, 
und  die  erste,  wenn  auch  noch  nicht  vollbewusste  Anwendung  des  Satzes 
von  der  Convergenz  solcher  Reihen,  deren  Glieder  bei  wechselndem  Vor- 
zeichen kleiner  und  kleiner  werden.  Die  beiden  Bernoulli  sammeln  die 
durch  sie  selbst  wesentlich  vermehrte  Beihenlehre  zu  einem  Ganzen. 

In  dem  zweiten  Abschnitte  zeigt  sich  die  Periode  der  formalen  Be- 
handlungsvreise  der  Reihen.  Mo i vre  mit  der  Erweiterung  des  binomischen 
Satzes  zum  polynomischen  (einer  Aufgabe,  der  Leibniz  sich  allerdings 
schon  1695  zugewandt  hatte),  dann  mit  der  Erfindung  der  recurrenten 
Beihen  steht  an  der  Spitze  dieses  Zeitraumes,  ihm  zunächst  Brook  Tay- 
lor. Stirling  und  Mac  Laurin  setzen  ihre  Ast)eiten  fort.  Letzterer 
bringt  die  vorher  in  ihrer  Bedeutung  verkannte  Taylor'sche  Reihe  zu 
richtiger  Würdigung.  Die  Periode  gipfelt  in  Eni  er,  an  ihrer  unteren  Grenz- 
scheide  steht  Lagrange.  Der  erste  Band  von  Euler's  Einleitung  in  die 
Analysis  des  Unendlichen  stellt  zugleich  das  erste  Lehrbuch  der  Reihenlehre 
dar,  fussend  auf  der  Binomialentwickelung.  In  einem  Aufsatze  von  1754 
ist  die  erste  nach  trigonometrischen  Functionen  von  Vielfachen  der  Ver- 
ftnderlichen  fortschreitende  Reihe  summirt.  So  waren  jetzt  die  beiden  Haupt- 
gattungen unendlicher  Reihen  der  Wissenschaft  erworben ,  aber  es  war  eine 
nor  formale  Errungenschaft  Vergeblich  hatte  Varignon,  hatte  Nicolaus 
Bernoulli  vor  Anwendung  divergenter  Reihen  gewarnt,  vergebens  Euler 
selbst  1734  ein  Convergenzkriterium  entdeckt«  Die  ausschliesslich  formale 
Behandlungsweise  blieb  siegreich,  und  selbst  Lagrange  hält  es  noch  fdr 
erlaubt,  von  der  Entwickelbarkeit  jeder  Function  in  eine  Potenzreihe  seinen 
Aasgang  zu  nehmen. 

Der  dritte  Abschnitt  fuhrt  uns  zur  Periode  der  ezacten  Behandlungs- 
weise, die  mit  Gauss  beginnt.  Cauchy,  Abel,  Raabe,  Kummer, 
Bertrand,  Ossian  Bonnet  sind  die  Namen  der  Männer,  welche  die 
Eenntniss  der  Convergenzbedingungen  vorzugsweise  verbreiteten.  Dirichlet 
g&b  der  Lehre  von  den  trigonometrischen  Reihen  eine  feste  Grundlage. 
Stokes  und.  Seidel  schufen  den  Begriff  der  gleichmässigen  Convergenz. 
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Damit  bricht  die  Geschichte  der  Lehre  von  den  nnendlichen  Reihen  ab. 
Sie  geht  in  den  Entwickelnngen  unserer  neuesten  Mathematik  auf.  Sie  wird 
Gegenwart.  Cantoe- 

A  Bibliography  of  Oeodesy  by  J.  Howard  Gobb,  B.  S.  Ph.  D.,  Professor  of 
mathematics,  Columbian  üniversity;  sometime  astronomer  ü.  8.  Geo* 
logical  survej;  acting  assistant  ü«  S.  coast  and  geodetic  suryej; 
author  of  elements  of  geodesy.  Washington  1889.  GoYemment 
Printing  Office.  200  pag.  4». 
Der  Verfasser  erzfthlt  uns  in  der  Vorrede  die  Entstehungsweise  des 
Bandes,  welcher  heute  im  Drucke  vollendet  vor  uns  liegt.  Er  stellte  sich 
1885  die  Aufgabe,  eine  Geschichte  der  Geodäsie  zu  schreiben,  stiess  aber 
gleich  zu  Anfang  auf  die  Schwierigkeit  des  überall  sich  yordrftngenden 
Zweifels,  ob  denn  auch  die  gesammte  Literatur  des  Gegenstandes  bewältigt 
sei?  Wir  können  Herrn  Gore  diesen  Zweifel  recht  deutlich  nachempfinden, 
der  uns  bei  unseren  eigenen  Arbeiten  genau  ebenso  gequält  hat  und  der 
sicherlich  keinem  gewissenhaften  Geschichtsforscher  erspart  geblieben  ist 
Herr  Gore  fing  nun  an,  für  seine  schriftstellerischen  Zwecke  Titel  von 
Werken  geodätischen  Inhaltes  zu  sammeln  und  alphabetisch  zu  ordnen.  Aber 
siehe  da,  die  Sammlung  wuchs  zu  nicht  geahntem  Umfange  an  und  stellte 
schliesslich  selbst  ein  Buch  dar.  Verschiedene  gelehrte  Körperschaften  er- 
boten sich  zur  Herausgabe  des  so  entstandenen  Werkes,  ihm  wie  sich  selbst 
dadurch  ein  glänzendes  Zeugniss  ausstellend.  H.  Gore  hat  begreiflicher 
Weise  geglaubt,  das  Anerbieten  annehmen  zu  müssen,  welches  in  seiner 
Heimath  ihm  gemacht  wurde,  und  somit  ei'schien  der  Band  als  eine  Ver- 
öfientlichung  der  Küsten-  und  Landesvermessungsbehörde  der  Vereinigten 
Staaten  yon  Nordamerika.  Damit  ist  für  Jeden,  der  irgend  einmal  eine 
Veröffentlichung  dieser  Behörde  sah,  zugleich  ausgesprochen,  dass  die  Aus- 
stattung Nichts  zu  wünschen  übrig  lässt.  Will  eine  derartige  Bibliographie 
brauchbar  sein,  so  muss  sie  eine  doppelte  Anordnung  besitzen,  einmal  nach 
dem  Gegenstande  der  aufgeführten  Schriften  und  zweitens  nach  dem  Namen 
ihrer  Verfasser.  Herr  Gore  hat  in  der  That  diese  beiden  Anordnungen  ge- 
troffen, hat  sie  aber  beim  Drucke  in  eine  Reihenfolge  Terbunden,  so  dass 
ein  Namens-  und  Inhaltsverzeichniss  einheitlich  vor  uns  liegt.  Inwieweit 
Vollständigkeit  erreicht  ist,  kann  nur  längerer  Gebrauch  erkennen  lassen. 
Stichproben,  die  wir  auch  nach  yerhältnissmässig  seltenen  und  weniger  be- 
kannten Werken  anstellten,  fielen  nicht  ungünstig  ans.  Cantob. 


Janns,  ein  Datum  weiser  für  alle  Jahrhunderte,  zusammengestellt  von  Dr. 
J.  £.  DoLiABius.     Leipzig,  Dyk'sche  Buchhandlung. 
In  der  Grösse  eines  gewöhnlichen  Wandkalenders  und  zum  Preise  rem 
nur  1  Mark  ist  hier  eine  ganz  angenehme  Vorrichtung  geschaffen,  welche 
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darch  eine  in  gewöhnlichen  Jahren  einmal ,  in  Schaltjahren  zweimal  zu  voll- 
ziehende, leicht  auf  ihre  Richtigkeit  zu  prüfende  Verschiebang  zum  wirk- 
lichen Kalender  des  betreffenden  Jahres  wird.  Rückwärts  reicht  die  Be- 
natzbarkeit  bis  zu  Christi  Geburt,  yorwärts  bis  zum  Ende  des  Jahres  2099. 
Praktisch  ist  daher  die  Bezeichnung  „für  alle  Jahrhunderte^  immerhin 
gerechtfertigt,  und  wahr  ist  auch,  was  der  Verleger  neben  dem  Haupt- 
Torzuge  der  einfachen  Schiebereinstellung  betont,  dass  die  Tafel  die  Daten 
des  ganzen ,  nicht  blos  eines  halben  Jahres  auf  einen  Blick  ersichtlich  macht, 
und  dass  das  Aufsuchen  nach  einmal  eingestelltem  Schieber  so  rasch  wie 
bei  einem   gewöhnlichen  Kalender,    den  man  vor   sich   zu   haben  wähnen 

^"'  «"^f^lg*-  Cahtoe. 

Bie  Meteorologie  ihrem  neuesten  Standpunkte  gemäss  und  mit  besonderer 
Berücksichtigung  geographischer  Fragen  dargestellt  von  Dr.  S.  Günther. 
Mit  71  Abbildungen.  München,  Verlag  von  Th.  Ackermann.  1889. 
8".    VIII,  304  S. 

In  den  Werken  von  Sprung,  von  Hann  und  Woeikow,  von  van 
Bebber  besitzen  wir  musterhafte  Leistungen,  ausserordentlich  reiche  und 
8ch9ne  wissenschaftliche  Darstellungen  der  Hauptzweige  der  Meteorologie, 
nicht  minder  in  den  kleineren  Büchern  von  Klein  und  Mohn  aaf  das 
Wichtigste  sich  beschränkende,  im  besten  Sinn  populäre  Behandlungen  des 
genannten  Wissenszweiges,  der  theoretisch  ebenso  interessant,  als  praktisch 
wichtig  zugleich  in  der  regsten  fortschreitenden  Entwickelung  begriffen  ist. 
Gleichwohl  glaubte  der  Verfasser,  dass  es  fehle  „an  einem  nicht  zu  umfang- 
reichen Bnch|  welches  zunächst  die  Wünsche  der  Studirenden  ins  Auge  fasst 
und  den  meteorologischen  Tagesfragen  in  weiterem  Rahmen  gerecht  zu  werden 
sucht,  zugleich  auch  nach  Möglichkeit  die  massenhaft  anschwellende  schrift- 
stellerische Arbeit  der  allemeuesten  Zeit  verwerthet*  —  und  eben  ein  solches 
Bach  will  er  nun  in  der  vorliegenden  Arbeit  darbieten. 

Diese  wendet  sich  drum  auch  in  erster  Linie  aji  Studirende  der  Natur- 
wissenschaften und  der  Erdkunde,  dann  überhaupt  an  einen  nicht  mit  der 
Fachwelt  im  engeren  Sinne  zusammenfallenden  Leserkreis.  Gerade  aus  letz- 
terem Grunde  ist  von  der  Verwendung  und  Ausnützung  mathematischer 
Betrachtungen  und  Formeln  fast  durchweg  Abstand  genommen,  wohl  aber 
tritt  allerorten  im  Buche  das  Bestreben  zu  Tage,  Gedankengang  und  Er- 
gebnisse der  von  den  Männern  der  Wissenschaft  durchgeführten  bezüglichen 
mathematischen  Untersuchungen  dem  Leser  in  sachgemässer  Umschreibung 
Tonntragen  und  zwar  wirklich  die  Meteorologie  in  ihrer  neuesten  Gestaltung 
vorzutragen. 

Und  auch  auf  das  zweite,  wie  alle  seitherigen  Werke ,  so  auch  dieses 
Bach  des  Verfassers  kennzeichnende  Merkmal  sei  hier  sofort  hingewiesen, 
auf  das  die  ganze  Darstellung  beherrschende  Bestreben ,   die  geschichtliche 
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Entwickelung  der  einzelnen  Lehren  der  Meteorologie  recht  deutlich  hervor- 
treten zu  lassen.  Freilich  ist  die  Durchftthmng  nicht  derart  gehalten,  dass 
etwa  jedem  Abschnitt  eine  üebersicbt  seiner  Geschichte  voranginge  nnd  ihr 
dann  die  systematische  Darstellung  folgte  so,  wie  diese  nach  der  wissenschaft- 
lichen Auffassung  des  VerfEkssers  beute  zu  geben  ist,  sondern  in  geschichtlicher 
Erzählung  voranschreitend  und  mit  dieser  verwebt,  zwischen  hinein  kritisch 
behandelt  und  wohl  auch  gesichtet,  wird  der  wissenschaftliche  Stoff  vor- 
geführt. Nun  ist  Referent  ein  sehr  grosser  Freund  geschichtlicher  Forschung 
und  ist  überaus  geneigt,  deren  Ergebnisse  aus  methodischen  und  didaktischen 
Bücksichten  verwerthet  zu  sehen,  er  ist  auch  persönlich  dem  Verfasser  za 
Dank  verpflichtet  für  die  vielföltige  Anregung  imd  Belehrnng ,  die  er  gerade 
aus  den  geschichtlichen  üeberblicken  des  Buches  gewonnen ;  aber  gleichwohl 
scheint  ihm  der  Verfasser  hier  zu  weit  gegangen ,  ihm  scheint  das  jeweilige 
wissenschaftliche  Schlussergebniss  der  einzelnen  Unter-  und  Hauptabschnitte 
des  Buches  nicht  deutlich  genug  herauszutreten;  der  schon  Orientirte  findet 
sich  ja  gewiss  rasch  zurecht;  der  Studirende  aber,  dem  ja  in  erster  Linie 
das  Buch  gelten  soll,  mag  einige  Mühe  haben,  gerade  Das,  was  er  lernen 
und  festhalten^  will,  sich  zusammenzusuchen  und  es  gegliedert  neben 
einander  zu  sehen,  und  dies  um  so  mehr,  als  der  Mangel  an  paragraphen- 
weiser Abtheilung  des  Buches  jenen  Misestand  verstärkt.  Eben  hierdurch 
ist  die  auch  wiederholt  zu  beobachtende  Erscheinung  bedingt,  dass  ver- 
häUnissmässig  nebensächliche  Dinge  in  den  Text  aufgenommen  sind ,  vnchtige, 
sogar  grundlegende  Erklärungen  aber  in  die  Fussnoten  verwiesen  erscheinen. 

Immerhin  ist  die  vom  Verfasser  gebotene  Leistung  eine  recht  fleissige 
nnd  dankenswerthe.  Eine  rasche  üebersicht  über  die  Haupttheile  des 
Buches  möge  den  reichen  Oehalt  desselben  hervortreten  lassen. 

Eine  Einleitung  (S.  1 — 10)  bespricht  „die  Aufgabe  und  geschicht- 
liche Entwickelung  der  Meteorologie^,  zeigt,  wie  allmälig  Sinn  und  ümÜEUig 
des  unter  diesem  Namen  zusammengefassten  Wissenszweiges  gewechselt,  wie 
heute  sein  Wesen  genauer  zu  bestimmen  und  in  welche  Haupttheile  die 
Meteorologie  behufs  bequemer  üebersicht  zu  zerföUen  sei. 

Da  ja  doch  ausschliesslich  die  Zustände  innerhalb  des  unsere  Erdkugel 
umschliessenden  ^Luftkreises"  (—  warum  nicht  „Luftschale^  oder  „Luft- 
hülle"? — )  zur  Betrachtung  zu  kommen  haben,  so  lehrt  das  erste  Haupt- 
stück (S.  10—77)  die  „Allgemeinen  Eigenschaften  der  Atmosphäre  nnd 
deren  Beobachtung^.  Es  werden  die  geometrischen,  die  chemischen,  die 
physikalischen  Eigenschaften  der  Luft  dargelegt,  ohne  vorerst  ihrer  Be- 
wegung näher  zu  treten,  und  es  werden  dann  (S.  31  flg.)  die  zum  Studium 
jener  Eigenschaften  dienenden  acht  Hauptarten  von  Instrumenten  besprochen, 
wobei  das  Evaporimeter  als  „das  Zukunftsinstrument  der  Klimakunde"  be- 
sondere Beachtung  findet;  auch  die  Verfahrungsweisen,  überhaupt  Beobach- 
tungen anzustellen  und  rechnerisch  oder  graphisch  weiter  zu  verarbeiten, 
werden  nicht  vergessen. 
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Die  Ansftihrungen  sind  überall  recht  denÜich  —  mit  wenigen  Ans- 
nahmen«  So  ist  die  Unterscheidung  der  Hagelarten  (S.  29)  gewiss  nicht 
fiberklar;  so  wftre  eine  deutlichere  AnfklSmng  zu  Fig.  10,  eine  deutlichere 
Figur  selbst  statt  Fig.  11  wohl  zu  wünschen;  wenn  dann  das  August 'sehe 
Psychrometer  denn  doch  ^zn  einer  Art  souverainer  Herrschaft  sich  empor- 
geschwungen hat**  (S.  54),  so  war  dieses  mindestens  ebenfalls  abzubilden 
und  nicht  abzuthun  durch  einen  Hinweis  auf  Fig.  7,  welche  maji  nicht 
wenig  genug  ansehen  sollte;  so  wäre  femer  zur  Beschreibung  der  Fuess- 
schen  Windfahne  die  Zugabe  einer  Figur  sehr  erwünscht;  so  dürfte  S.  67 
die  den  Beaufort'schen  StKrkezahlen  entsprechende  annfthemde  Luft- 
geschwindigkeit in  Metern  angegeben  sein. 

Das  zweite  Hauptstück  (8.  77 — 149)  bringt  „die  Lehre  von  den 
Bewegungen  in  der  Atmosphäre^;  die  sogen,  dynamische  Meteorologie  und 
ist  im  Wesentlichen  eine  Popularisirung  des  schon  genannten  Werkes  von 
Sprung.  Natürlich  ist  hier  das  barische  Windgesetz  zunächst  geschichtlich 
das  Ziel,  gleichwie  weiterhin  methodisch  die  Unterlage  der  Betrachtung; 
letztere  wird  schliesslich  auch  dem  grossen  atmosphärischen  Kreislauf  ge- 
recht 

Als  Einschaltung  zu  betrachten  ist  der  Abschnitt  über  Luftelektricität 
(S.  99— 117)  und  der  über  die  kosmische  Meteorologie  (8.  117—125);  in 
jenem  wird  eine  Entscheidung  über  die  ursächliche  Bedingtheit  nicht  ge- 
geben, in  diesem  eine  Einwirkung  der  8onnenflecken  sowohl  >  wie  eine  des 
Mondes  auf  die  Luftbewegung  als  unmerklich  abgewiesen. 

Das  dritte  Hauptstück  (8.  149—198)  ist  der  „Allgemeinen  Klima- 
tologie^,  das  vierte  Hauptstück  (8.  198—237)  der  ,,8peciellen  klima- 
tischen Beschreibung  der  Erdoberfläche^  gewidmet,  und  wie  im  vorigen 
Hauptstück  das  Werk  von  8prung,  so  geben  hier  die  betreffenden  Werke 
von  Hann  und  Woeikow  die  Grundlage  ab:  auch  hier  wiederum  ist  die 
geschichtliche  Entwickelung  der  Lehren  mit  überaus  grosser  8achkenntniss 
xmd  weiserer  Beschränkung  mit  aufgenommen  und  die  klimatische  Kenn- 
zeichnung der  grossen  Haupt-  und  der  kleinen  Einzelgebiete  wird  in  dankens- 
werther  Weise  zusammengefasst. 

Zwei  Anhänge  beschliessen  das  Buch.  Der  erste  Anhang  (8.237 
bis  268)  verbreitet  sich  über  ,, Praktische  Witterungskunde ^  und  behandelt, 
&n  van  Bebber^s  bekanntes  Handbach  sich  anlehnend,  die  Meteorologie 
des  Meeres  und  der  Küsten  sammt  Sturmwarnung  und  Witterungsvorher- 
verkündigung, sowie  in  Kürze  die  Meteorologie  im  Dienste  der  Land-  und 
Forstwirthschaft;  gerade  dieser  erste  praktisch  wichtige  Anhang  ist  äusserst 
klar  und  dürfte  wohl  dem  Buche  viele  Leser  gewinnen.  —  Der  zweite  An* 
Hang  (8.268 — 296)  giebt  endlich  noch  eine  geschichtlich  entwickelnde  und 
physikalisch  begründende  Darlegung  der  so  mannigfachen  Erscheinungen  und 
Lehren,  die  unter  dem  Namen  der  „Meteorologischen  Optik''  zusammen- 
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gefasst  werden  können;  leider  konnten  hierbei  Eie sslin g*s  üntersachttngen 
noch  keine  Benützung  finden. 

Das  Vorstehende  zeigt,  einen  wie  reichen  Inhalt  der  Verfasser  auf  den 
knapp  300  Seiten  seines  Buches  zu  bewältigen  verstanden  hat.  Dabei  ist, 
trotz  der  fast  zu  reichen  Stoffanhäufung,  die  Form  der  Darstellung  fest 
durchweg  deutlich  und  klar,  so  dass  das  Buch  entschieden  empfohlen  werden 
kann,  trotz  der  einzelnen  Ausstellungen,  die  ich  oben  zu  machen  hatte  und 
zu  welchen  selbst  noch  eine  weitere  zugefügt  werden  könnte,  nämlich  den 
gar  zu  häufigen  Gebrauch  wohl  vermeidbarer  Fremdwörter  betreffend  — 
oder  sollten  nicht  z.  B.  generell,  illusorisch  und  gar  die  |,passag^re  Hebung' 
(S.  178)  u.  Aehnl.  yermieden  werden  können? 

Die  Ausstattung  des  Buches  ist  gut,  nur  hätte  von  Seiten  des  Verlegers 
für  eine  gleichmässigere  Zeichnung  der  Figuren  gesorgt  werden  sollen.  Mao 
vergleiche  nur  Fig.  53  mit  50  oder  46  und  gar  mit  Fig.  7!  Solch'  rohe 
Figuren,  wie  Nr.  7  oder  21  oder  selbst  26  sollten  heute  doch  nicht  mehr 
geboten  werden;  dies  zu  vermeiden  ist  der  Verleger  dem  Leser,  wie  dem 
Verfasser  in  gleicher  Weise  schuldig.  p  Xbbutlbih. 


Fehler  bei  Bestimmnng  der  Sohv^inpmgsdaner  von  Magneten  und  ihr 
Einflusf   auf  abfolnte   Meisungen   der   Horizontalintenflitftt   des 
Erdmagnetismuf .     Von  E.  Letst.     St.  Petersburg  1887.     In  Com- 
mission  der  kais.  Akademie  (Leipzig,  Voss*  Sortiment).     4^.    33  S. 
TJnterfnchung   über   Hadelinelinatorien.     Von  E.  Letst.    Ebenda.    4®. 
133  S.     2  Tafeln. 
Nach   dem  Vorgange  A.  y.  Humboldt 's   wird   die  Grösse   der   erd- 
magnetischen  Stärke  gemeiniglich  durch  die  Schwingungen  einer  horizontal 
frei  beweglichen  Nadel  gemessen,  doch  war  allerdings   schon    früher,   be- 
sonders von  Kuhlrausch,   darauf  hingewiesen  worden,    dass  dieses  Ver- 
fahren mit  mancherlei  Fehlerquellen  behaftet  sei ,  und  wesentlich  aus  diesem 
Grunde  hat  man  sich   neuerdings    der  Wägungsmethode  in   ihren  verschie- 
denen Abzweigungen  (Toepler  und  L.Weber)  zugewendet    Herr  Lejst, 
Observator  des  berühmten  geophysikalischen  Observatoriums  von  Pawlowsk, 
untersucht  in  der  zuerst  erwähnten  Abhandlung  jene  Fehler  auf  analytischem 
Wege,  indem  er  den  Einfluss  berechnet,  welchen  die  unrichtige  Bestimmung 
einer    der  zahlreichen    in    die   Schlussformel  für   die  Horizontalcomponente 
eingehenden  Grössen  auf  das  Resultat  ausübt.     Er   findet,    dass  die  noch 
erträgliche  Grösse  einer  gewissen  Störung  —  in  den  S.  9  formulirten  Lehr- 
satz hat  sich  ein  auf  den  ersten  Blick  selbst  als  kleine  Störung  empfundener 
Druckfehler  eingeschlichen  —  der  Schwingungsdauer  der  Magnete  umgekehrt 
proportional  ist.     Fernerhin  lehrt  er  die  Folgen  abzuschätzen,   welche  sich 
aus  einer  Veränderung  der  zu  messenden  Kraft  im  Verlaufe  der  Beobachtung 
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ergeben;  nimmt  nSmlich  diese  Kraft  bei  Beginn  der  Beobachtungen  zu,  um 
sich  nachher  wieder  zu  verkleinern,  so  föUt  das  allgemeine  Mittel  zu  klein 
ans,  und  umgekehrt  verhält  es  sich,  wenn  auch  die  Aenderungstendenz  in 
der  Grösse  der  Horizontalcomponente  die  entgegengesetzte  ist.  Diese  und 
andere  Wahrnehmungen,  vornehmlich  hinsichtlich  der  Rücksichtnahme  auf 
Temperaturänderungen  und  nicht  ausreichend  genau  bekanntes  Trägheits- 
moment des   oscillirenden  Stabes,  werden  in  der  Praxis  beachtet  werden 


Die  zweite,  umfangreichere  Schrift  verdankt  ihre  Entstehung  dem  um- 
stände, dass  der  Verfasser  die  Leistungen  dreier  sehr  weit  voneinander 
getrennter  Nadelinclinatorien  —  in  Pawlowsk,  Jekaterineburg  und  Irkutsk 
—  mit  denen  eines  an  ersterem  Orte  aufgestellten  Erdinductors  zu  ver- 
gleichen sich  in  die  Lage  versetzt  sah.  Die  mit  hingebendem  Fleisse  durch- 
geführte und  auf  ein  ungeheures  Zahlenmaterial  sich  stützende  Untersuchung 
führt  dahin,  die  Bedeutung  der  Unvollkommenheiten  zu  erkennen,  welche 
das  älteste  und  natürlichste,  schon  von  Gilbert  und  Kepler  angegebene 
Instrument  zur  Messung  der  magnetischen  Steigung  in  seiner  Wirkung 
beeinträchtigen,  und  zwar  sind  solcher  Fehler  im  Wesentlichen  vier  vor- 
handen. Für's  Erste  wird  der  Drehpunkt  der  Nadel  nicht  genau  mit  dem 
Hittelpunkte  des  Theilkreises  sich  decken  (Ezcentricitätsfehler);  zum  Zweiten 
ist  im  Allgemeinen  der  Parallelismus  zwischen  der  Limbusebene  und  den 
parallelen  Endflächen  der  Nadel  nicht  mit  absoluter  Schärfe  herzustellen; 
drittens  bringen  die  jetzt  meist  im  Interesse  ezacterer  Ablesung  verwendeten 
Mikroskope  ein  Element  der  Unsicherheit  herein,  weil  ihre  Fadenstellung 
sehr  leicht  unrichtig  wird,  und  zam  Schlüsse  bringt  die  Yerticalstellung 
der  bei  den  älteren  Werkzeugen  dieser  Art  horizontal  liegenden  Arretir- 
Torrichtung  mancherlei  Unzuträglichkeiten  mit  sich.  Um  diesen  Mängeln 
möglichst  abzuhelfen  und  doch  das  einfache  Princip  unmittelbarer  Ablesung 
der  gesuchten  Winkelgrösse  zu  retten,  schlägt  der  Verfasser  vor,  Kreise 
▼on  grossem  Halbmesser  anzuwenden;  freilich  soll  der  Magnetstab  an  sich 
nur  kurz  sein,  allein  die  Ausgleichung  ist  unschwer  herbeizuführen,  indem 
man  diesem  Stabe  auf  beiden  Seiten  Verlängerungen  von  unmagnetischem 
Stoffe  ansetzt,  welche  bis  zu  dem  eingetheilten  Bande  reichen.  Die  Mikro- 
skope wären  gleichzeitig  als  Nonien  zu  benützen.  Auch  sonst  noch  theilt 
der  Verfasser  aus  dem  reichen  Schatze  seiner  persönlichen  Erfahrungen 
manche  Winke  und  Erinnerungen  mit,  welche  dazu  dienen  können,  der 
lacHnationsbussole  wieder  za  der  Werthschätzung  zu  verhelfen,  deren  sie 
im  Laufe  der  letzten  Jahre  allmälig  verlustig  gehen  zu  wollen  schien. 
München.  Dr.  S.  Günther. 


Ebene  und  räumliche  Oeometrie  des  Maasses  in  organischer  Verbindung 
mit  der  Lehre  von  den  Kreis-  und  Hyperbelfunctionen,  neu  dar- 
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gestellt  yon  Dr.  L.  Hübbner,  Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Schwdd- 
nitz.  Leipzig,  Druck  und  Verlag  von  B.  G.  Teubnen  1888.  JLYl, 
340  8.    80. 

Das  vorliegende  Werk  verdient  die  Bezeichnung  einer  originellen  Arbeit 
im  vollsten  Maasse.  Die  Thatsache,  dass  EJLreis-  und  Hyperbelfnnctionen 
zwei  einander  in  jeder  Hinsicht  gleichwerthige  analytische  Gebilde  seien, 
ist  ja  wohl  eine  allseitig  zugestandene,  allein  der  Versuch,  diesen  umstand 
in  einem  elementargeometrischen  Systeme  zur  consequenten  Durchftlhrung 
zu  bringen,  ist,  soweit  wenigstens  des  Berichterstatters  Kunde  reicht,  noch 
nicht  unternommen  worden.  Wie  sich  die  Schule  gegen  diese  Neuerung 
zu  verhalten  habe,  das  bildet  ftLr  uns,  da  wir  ja  nicht  für  eine  didaktische 
Zeitschrift  die  Anzeige  za  liefern  haben,  diesmal  keinen  Gegenstand  der 
Untersuchung;  der  Verfasser  selbst  denkt  sich  sein  Buch  zunächst  blos  in 
den  Händen  der  Lehrer  und,  für's  Erste  wenigstens,  noch  nicht  in  denen 
der  Schaler,  obwohl  er  annimmt,  dass  der  Inhalt  nirgends  über  das  Ver- 
ständniss  eines  Oberprimaners  hinausgehe.  Mag  dies  auch  etwas  zu  opti- 
mistisch gedacht  sein,  so  wird  doch  sicherlich  das  Buch  einem  strebenden 
Lehrer  eine  Fülle  von  Anregungen  bringen,  die  er  später  beim  Unterricht 
zu  verwerthen  in  der  Lage  ist;  aber,  davon  ganz  abgesehen,  schon  an  und 
für  sich  enthält  diese  „ Trigonometrie  im  weitesten  Wortsinne',  wie  man 
sie  wohl  nennen  könnte,  der  eigenartigen  Darstellungen  genug,  um  ihr, 
ohne  jede  Rücksicht  auf  unmittelbare  pädagogische  Verwendung,  einen 
selbständigen  Werth  zu  sichern. 

Schon  die  Einführung  der  gewöhnlichen  goniometrischen  Functionen 
vollzieht  sich  in  einer  von  dem  üblichen  Hergange  mehrfach  abweichenden 
Weise,  nämlich  durch  Vergleichung  von  Rechtecks-  und  Dreiecksflächen. 
Die  Erweiterung  der  Begriffe  Sinus  u.  s.  w.  auf  stumpfe  und  erhabene 
Winkel  betrachtet  der  Verfasser,  ohne  allerdings  dieses  Ausdruckes  sich  zu 
bedienen,  als  einfachen  Ausflass  des  HankeTschen  Permanenzgesetzes  und 
stellt  sie  der  allgemeinen  Definition  der  Potenz  a^^^  als  Analogen  zur 
Seite.  Daran  scbliesat  sich  die  Berechnung  des  schiefwinkligen  Dreieckes, 
deren  Formeln  er  da  und  dort  eine  weniger  beachtete  oder,  wie  auf 
Seite  24,  halb  und  halb  in  Vergessenheit  gerathene  Seite  abzugewinnen 
versteht.  Von  den  Halbmessern  des  Umkreises ,  des  Inkreises  und  der  drei 
Ankreise  wird,  wie  dies  jetzt  überhaupt  vielfach  geschieht,  ein  ziemlich 
ausgedehnter  Gebrauch  gemacht,  um  die  früher  entwickelten  Formeln  ge- 
schmeidiger und  eleganter  zu  gestalten ,  und  auch  die  Lehre  von  den  Drei- 
eckstransversalen wird  gründlich  abgehandelt.  Während  sonst  gewöhnlich 
das  Additionstheorem  an  die  Spitze  gestellt  wird,  leitet  es  der  Verfiftsser 
durch  einen  sehr  einfachen  und  uns  persönlich  in  dieser  Form  neuen  Ge- 
dankengang aus  der  Formel  a  =  hco8Y  +  ccosß  her  und  führt  so  den 
Nachweis^  dass  die  gesammte  ebene  Trigonometrie  in  dem  von  ihm  auf- 
gestellten Systeme  dreier  homogener  Gleichungen  enthalten  sei.     Die  Fol/- 

Digitized  by  LjO.OQIC 


Recensionen.  17 


gonometrie,  die  sich  auf  den  jetzt  erst  zugezogenen  Coordinatenbegriff 
stfttzt,  BcbliesBt  sich  an  die  Trigonometrie  an,  und  es  werden  in  diesem 
Abschnitte  zugleich  die  Formeln  für  schwingende  Bewegungen  hergeleitet, 
um  für  Ausdrücke  von  der  Form  {mn  +_a)  eine  Veranschaulichung  zu  ge- 
winnen. Die  Betrachtung  derjenigen  Curven,  welche  für  Tangens  und 
8inus  dieselbe  Bedeutung  haben,  wie  die  bekannte  Wellenlinie  für  Sinus, 
fthrt  von  selbst  zur  gleichseitigen  Hyperbel,  welche  hiermit  ihre  Stellung 
neben  dem  Kreise  angewiesen  erhält.  Indessen  werden,  ehe  'man  zu  ihrer 
nSheren  Untersuchung  schreitet,  zuvor  noch  die  Lehrsätze  von  Mo i vre 
imd  die  verschiedenen  Reihenentwicklungen  vorgenommen ,  bei  welch'  letzteren 
sich  auch  Gelegenheit  bietet,  den  Leser  mit  der  imaginären  Einheit  und 
ihren  Potenzen  vertraut  zu  machen. 

Die  Veranlassung,  hyperbolische  Argumente  und  Functionen  ins  Auge 
sn  &8sen,  ergiebt  sich  dem  Verfasser  durch  eine  üeberlegung,  welche, 
seiner  eigenen  Angabe  zufolge,  das  geometrische  Gegenstück  jener  algebraischen 
Becursionsgleichungen  darstellt,  auf  welchen  Goetting  in  seiner  Schrift 
«Die  Functionen  Cosinus  und  Sinus  beliebiger  Elemente^  (Berlin  1881)  die 
ganze  Goniometrie  aufgebaut  hat.  So  werden  die  Grundformeln  sehr  leicht 
erhalten,  die  Einerleiheit  der  cyklischen  und  hyperbolischen  Functionen 
beim  üebergange  des  Argumentes  aus  dem  reellen  in  das  imaginäre  Gebiet 
Tmd  umgekehrt  bietet  sich  gleichfalls  ganz  ungezwungen  dar;  sehr  hübsch 
ist  u.  A.  die  Anwendung  der  Hyperbelfunctionen  auf  die  Quadratur  der 
Parabel,  unter  den  einen  bedeutenden  Platz  einnehmenden  Rechnungen, 
in  denen  Kreis-  und  Hjrperbelfunctionen  vermischt  miteinander  auftreten, 
ist  uns  manches  Neue  und  nicht  minder  die  grosse  Fertigkeit  des  Verfassers 
in  der  Transformation  verwickelter  Formeln  aufgefallen.  Die  Nutzanwendung 
beschränkt  sich  auch  nicht  auf  die  Ebene,  sondern  es  wird  auch  zur  dritten 
Dimension  aufgestiegen  und  für  die  durch  die  Umdrehung  von  Kegel- 
schnitten entstandenen  KOrper  die  Inhalts-  und  Oberflächenbestimmung 
durchgeführt,  wobei  sich  die  Auflösung  cnbischer  Gleichungen  irreducibeln 
und  reducibeln  Falles  a]s  CoroUar  hinzugesellt.  Die  Projection  wird  dabei 
vielfach  und  sehr  geschickt  verwendet.  Manches,  was  wir  hier  sehen,  ist 
in  der  That  würdig,  Gemeingut  der  Lehrbücher  für  Analysis  und  höhere 
Geometrie  zu  werden,  so  z.  B.  die  Complanation  des  zweiaxigen  Rota- 
üonsellipsoides. 

Den  Schluss  des  Werkes  bildet  die  räumliche  Trigonometrie,  deren 
Begründung  nicht  minder  an  vielen  Orten  die  ausgefahrenen  Gleise  verlässt 
Vielleicht  wäre  es,  zumal  da  in  früheren  Capiteln  auf  die  Anschaulichkeit 
entschieden  Werth  gelegt  ist,  Manchem  erwünscht  gewesen,  die  Deduction 
nicht  so  ausschliessend  analytisch  gehalten  zu  sehen,  wie  sie  es  in  Wirk- 
lichkeit ist.  Die  zur  Darlegung  des  Nutzens  dieser  Disciplin  in  ziemlichem 
umfange  eingestreuten  sphärisch -astronomischen  Aufgaben  werden  durchweg 
ancb  mit  Zuhilfenahme  der  hyperbolischen  Functionen   aufgelöst,   die  sich 
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in  vielleicht  unerwarteter  Weise  gerade  für  die  Probleme  der  nantischeii 
Astronomie  sehr  forderlich  erweisen.  Sodann  aber  geht  der  Verfiuser  za 
einer  Einführung  in  die  SphSnk  selbst  über  und  erledigt  deren  wichtigste 
Sätze,  überall  an  das  graphische  Bild  anknüpfend,  mit  einem  yerhfiliniss- 
mfissig  geringen  Aufgebote  von  eigentlichem  CalcuL  Sogar  das  apollonische 
Taktionsproblem  auf  der  EugelflSche  und  die  sphärischen  Kegdschnitte 
werden  in  den  Ereis  der  Erörterung  gezogen.  Nachdem  dann  gezeigt  ist, 
wie  sich  für  den  Eugebradius  unendlich  alle  Wahrheiten  der  sphärischen 
in  solche  der  ebenen  Trigonometrie  verwandeln,  reiht  sich  noch  eine  An- 
wendung der  Baumtrigonometrie  auf  die  Eörperlehre  an,  welche  in  der 
Bestimmung  der  wichtigen  Elemente  für  die  Construction  der  fünf  regel- 
mässigen Polyeder  gipfelt  Literargeschichtliche  Noten  beenden  das  Buch 
und  machen  den  Leser  mit  Erscheinungen  des  Büchermarktes  von  ver- 
wandtem Charakter  bekannt« 

Eenntniss  der  Infinitesimalrechnung  wird  nicht  vorausgesetzt,  die  alge- 
braische Vorbildung  dagegen  mnss  immerhin  eine  etwas  tiefer  gehende  sein, 
nicht  sowohl  der  thatsächlichen  Anforderungen  halber,  sondern  mehr  des- 
halb, weil  der  Verfasser  einen  geübten  Formelrechner  allenthalben  voraus- 
setzt. Von  den  Determinanten  wird  nur  ganz  gelegentlich  ein  ziemlich 
beschränkter  Gebrauch  gemacht.  Die  Liersemann'schen  Anschauungen 
über  das  unendlich  Grosse  und  Eleine,  zu  denen  sich  auch  Herr  Hu  ebner 
bekennt,  haben  uns  niemals  behagt  und  können  es  auch  jetzt  nicht,  denn 
wir  vermögen  erstens  nicht  einzusehen,  dass  damit  ein  wirklicher  Gewinn 
erzielt  werde,  und  befürchten  femer,  dass  der  Anfänger  durch  die  Aus- 
drücke e,  ß  und  n  sich  sehr  leicht  verleiten  lassen  könnte,  veränderliche 
Grössen  als  constante  zu  behandeln.    Doch  dies  nur  nebenbei. 

München.  Dr.  8.  OthrrHBE. 

BixLg*8  Kreiswinkelf  ein  Beitrag  zur  Lösung  der  Quadratur  des  Ereises. 

Bedigirt  vom  Begierungsbauführer  Dorst.     Druck  und  Verbig  von 

Schleicher  &  Schüll  in  Düren. 

Der  Unterzeichnete  würde  eine  Kritik  des  vorliegenden  Schriftchens  für 

unnöthig  halten,  wenn  dasselbe  nicht  von  Seiten  des  Verlegers  mit  folgender 

Beolame  ausgestattet  wäre  (S.  4): 

Nachstehendes  Gutachten  ging  uns  von  einer  Autorität  ersten 
Banges  zu: 

j,Ich  halte  den  Ereiswinkel  für  ein  sehr  nützliches  Instrument,  da 
die  Anwendung  desselben  die  rasche  und  ezacte  Lösung  einer  grossen 
Zahl  mathematischer  Aufgaben  ermöglicht,  ohne  dass  man  nöthig  hai^ 
umständliche  Bechnungen,  gegebenen  Falls  unter  ZuhilfeDahme 
trigonometrischer  Tabellen  durchzuführen.^ 

L.  Pinzger, 

Prot  d.  MAMhlaaiibftiikiind«  am  kOnigl.  PoljUehiilkiim  im  AMkM. 
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Wie  viel,  oder  besser,  wie  wenig  an  diesen  Behauptungen  ist,  wird 
das  Folgende  zeigen. 

Im  Vorworte  sagt  der  Erfinder  Ed.  Bing  (technisclier  Director  einer 
Waggonüabrik  in  Biga),  dass  die  Bemühungen,  den  Kreis  dnrch  Construc- 
tionen  za  rectificiren  und  quadriren,  4,noch  heutzutage  fortgesetzt 
werden*'  — ;  das  gilt  allerdings  für  unwissende  Dilettanten,  nicht  aber  für 
Mathematiker,  denen  bekannt  ist,  dass  n  nicht  Wurzel  einer  algebraischen 
Gleichung  sein  kann. 

Unter  „Ereiswinkel  a"  versteht  der  Verfasser  den  durch  die  Gleichung 
eostt^^yn  bestimmten  spitzen  Winkel,  welcher  (auf  Bruchtheile  Yon 
Secunden  genau)  =27^35^50''  ist  und,  in  Hartgummi  ausgeführt,  yon  dem 
Verleger  bezogen  werden  kann.  Für  einen  über  dem  Durchmesser  d  be- 
schriebenen Kreis  ist  nun  dcasa  die  Seite  des  Quadrats  von  gleicher  Flfiohe, 
deo^a  die  Lftnge  des  Kreisquadranten;  ebenso  leicht  lassen  sich  die  um- 
gekehrten Aufgaben  durch  Projeetionen  lösen,  und  es  mag  dies  bequem 
f&r  solche  Zeichner  sein,  die  viele  Kreise  zu  quadriren  bez.  zu  rectificiren 
haben. 

Die  Quadratur  einer  ans  den  Halbaxen  a  und  h  constmirten  Ellipse 
wird  auf  die  Quadratur  des  Kreises  vom  Durchmesser  a  +  h  zurückgeführt 
(Nr.  5),  so  dass  die  Ellipsenflache  =-i^n{a  +  hy  sein  mflsste.  Hier  zeigt  sich 
eine  grobe  Unwissenheit,  die  nicht  selten  zu  riesigen  Fehlern  führt;  beispiels- 
weise ist  im  Falle  a^U^  h  =  S  die  wahre  EUipeenflSche  =  33n;  =  103,67, 
die  nach  der  vorigen  Formel  berechnete  ts=  49  9c=a  153,94,  also  um  circa 
^7o  2^  gross  und  überdies  grösser  als  die  Fl&che  des  um  die  Ellipse 
oonstruirten  Bechtecks  22.6^132.  — 

Das  Problem  der  „Verwandlung  eines  Kreisbogens  in  eine  gerade  Linie ^ 
bezeichnet  der  Verfasser  als  „ein  höchst  wichtiges,  welches  bis  jetzt 
nicht  graphisch  gelöst  werden  konnte;  sich  ab^r  überraschend 
leicht  mittels  des  Kreiswinkels  löst."  Dazu  erh&lt  man  folgende 
Anweisung:  Ziehe  im  Kreise  vom  Halbmesser  CÄ  =  1  die  zu  einander  senk- 
rechten Durchmesser ÄVB  und  D OE,  nehme  den  Peripheriewinkel  BÄG=sa^ 
lege  GH  normal  zu  AB  (so  dass  ÄH^in)^  schneide  von  D  nach  C  hin 
die  Strecke  DJ=ÄH  ab,  beschreibe  aus  H  und  J  mit  dem  Radius  AH 
Kreisbögen,  die  sich  in  K  schneiden;  wird  nun  von  dem  festen  Punkte  K 
nach  irgend  einem  Punkte  F  des  Kreisquadranten  AD  die  Gerade  KF  ge- 
zogen, welche  die  Sehne  AD  in  L  schneidet,  und  wird  femer  durch  L 
eine  Parallele  zu  DH  gelegt,  die  AB  in  M  trifft,  so  ist,  „fast  mathematisch 
genau ^,  AM=arcAF.*  Durch  Einfachheit  überrascht  diese  Construction 
Bicberlich  nicht,  da  sie  das  Ziehen  von  7  Geraden  und  2  Kreisbögen  ver- 
langt; sie  ist  aber  auch  überflüssig,   da  man  seit  200  Jahren  eine  sehr 


*  Die  Bugehörige  Fig.  5  passt  insofern  nicht  zum  Texte,  als  darin  F  in  einer 
Geraden  mit  K  und  C  liegt,  w&hrend  der  Text  ein  beliebiges  F  voranssetst. 
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elegante  und  leicht  zu  merkende  graphische  Lösong  des  besprochenen  Pro- 
blems kennt,  von  der  freilich  der  Verfasser  nichts  zu  wissen  scheint.* 

Hieran  knüpft  sich  die  Trisection  dee  Winkels,  „die  als  unlösbares 
Problem  gilt",  sowie  die  Theilung- eines  Bogens  in  beliebig  viel  gleiche 
Theile ,  mithin  auch  die  Gonstruction  r^elmttssiger  Vielecke.  Ein  paar  Bei- 
spiele hierzu  sind  folgende. 

Die  Seite  des  regelmftssigen  Siebenecks  soll  in  einem  Dreiecke ,  welches 
den  Badius  1  zur  Basis  und  die  Winkel  60®  und  a  zu  anliegenden  Winkeln 
hat,  die  Gegenseite  zu  L  60®  sein,  uud  der  begangene  Fehler  |^^^, 
s=  0,000085  betragen.    Dieser  Gonstruction  würde  die  Siebenecksseite 

w!?n?I  x-0>86679 

Wl»(b0"+a) 
entsprechen,  welche  von  der  wahren  Siebenecksseite  0,86777  um  0,00098 
difFerirt.   Der  wirkliche  Fehler  beträgt  demnach  mehr  als  das  Zehnfache 
der  vorigen  Angabe. 

Für  das  13 -Eck  wird  schlechtweg  «  =  27®  35' 50"  statt  des  wahren 
Centriwinkels  27°  41' 32"  genommen  und  als  Fehler  8^0=0,00327  an- 
gegeben.   Hier  ist  der  wirkliche  Fehler  =0,00161,  also  nur  halb  so  gross. 

Die  Sectio  mirea  einer  Geraden  ÄBs==l  will  der  Verfasser  gleichfalls 
mittels  des  Ereiswinkels  bewerkstelligen;  man  soll  nftmlich  ein  Dreieck 
ABD  aus  AB,  Z.^^2)  =  30®,  LABD^a  construiren  und  an  dessen  HShe 
DE  den  Ereiswinkel  in  D  so  anlegen,  dass  der  freie  Schenkel  desselben 
die  Gerade  AB  zwischen  E  und  B  in  C  trifft,  wo  nun  AC  der  grossere 
Abschnitt,  imd  der  begangene  Fehler  "nVi  =  0,000568  sein  soll.  Abgesehen 
davon,  dass  hier  die  bekannte  einfache  und  genaue  Gonstruction  von  AC 
durch  ein  Nfiherungsverfahren  ersetzt  wird,  das  ein  besonderes  Instrument 
verlangt,  enthftlt  das  angegebene  Verfahren  einen  starken  Irrthum.  Das^ 
selbe  liefert  n&mlich 

^0=^1^^^  ton«  =  0,618677 

statt  des  wahren  Werthes 

AC=^{y5  - 1)  =0,668035, 

mithin  beträgt  der  Fehler  0,049458,  d.  h.  circa  das  Achtundachtzig- 
fache  der  Angabe.  Schon  bei  so  kleinen  Dimensionen  wie  AB  ^=6  Centi- 
meter  erreicht  der  Fehler  die  sehr  merkliche  Grösse  von  fast  3  Millimetern, 
die  weit  über  das  erlaubte  Maass  hinausgeht. 

Nach  dem  Mitgetheilten  bleibt  es  geradezu  rSthselhaft,  wie  Herr  Ptof. 
Pinzger  ein  so  kl&gliches  Dilettantenmachwerk  empfehlen  konnte. 

*  Ist  PQ  ein  aus  dem  Mittelpunkte  0  beschriebener  Kreisbogen,  so  nimmt 
man  l&ngs  PO  die  Strecke  PB  =  SPO  und  sieht  BQ  hh  zum  DnrdiBohnitte  S 
mit  der  Ereistangente  an  P;  für  Z.POQ <46<»  ist  dann  sehr  nahe  PS-arePQ- 
Bei  grösseren  Winkeln  rectificirt  man  den  halben  oder  Viertelbogen  u.  s.  w. 

SOHIiOMILCH. 
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Der  XTuterricht  in  der  analytisohen  Geometrie.  Für  Lehrer  and  zum  Selbst- 
unterricht von  Dr.  Wilhelm  Kbummb,  Director  der  Ober-Bealschole 
zu  Braonschweig.  Mit  53  Figuren  im  Text.  Braonsohweig  bei  Otto 
SaUe.  1889.  XYI,  311  S. 
Der  durch  sein  Lehrbuch  der  Physik,  sowie  durch  zahlreiche  Abhand- 
langen  im  pädagogischen  Archiv  wohlbekannte  Yerfietöser  beabsichtigt  durch 
das  Yorliegende  Werk ,  die  erfahrungsmttssig  mit  grossen  Schwierigkeiten  ver- 
knüpfte erste  Einführung  in  die  analytische  Geometrie  der  Ebene 
Lehrer  und  Schülern  zu  erleichtern.  Dasselbe  ist  vorzugsweise  und  sein 
erster  (allgemeiner)  Theil  ausschliesslich  für  Lehrer  bestimmt.  Hinsicht- 
lich der  Methodik  des  Unterrichtes  stellt  der  Verfasser  Anschaulich- 
keit und  Eflrze  in  den  Vordergrund.  Er  verwirft  daher  das  rein  analy- 
tische Verfahren ,  dem  Anschaulichkeit  ganz  und  Kürze  je  nach  umständen 
abgesprochen  werden  muss.  Vielmehr  soll  der  Schüler  analytisches  und 
Enklidisches  Verfahren  wie  zwei  stets  bereite  Werkzeuge  zur  Hand  haben 
und  Beohnnngen  vermeiden,  wo  es  nur  geht.  Weiter  fordert  der  Verfiasser, 
dass  auf  der  obersten  Unterrichtsstufe  hauptsächlich  das  Auffinden  von 
Sfttzen  geübt  werde,  weniger  das  Beweisen  derselben,  und  zeigt  hierauf  an 
einzelnen  Musterbeispielen,  wie  er  sich  die  praktische  Durchführung  dieser 
Grundsätze  denkt.  Was  sodann  die  Anwendungen  betrifFt,  so  idenüficire 
man  nicht  analytische  Geometrie  und  Eegelschnittslehre;  wem  es  nur  um 
letztere  zu  thun  ist,  der  verfahre  lieber  nach  Euklidischer  Methode,  die 
das  Ziel  rascher  erreichen  lässt.  Vielmehr  soll  der  Schüler  durch  Beispiele 
aas  der  Physik,  astronomischen  GTeographie  u.  s.  w.  „in  der  analytischen 
Geometrie  ein  nothwendiges  und  unersetzliches  Hilfsmittel  zur  Erforschung 
und  zur  Darstellung  von  Vorg&ngen  in  der  Natur  kennen  lernen ''.  üeber 
diesen  Punkt  spricht  sich  der  Verfasser  besonders  eingehend  aus.  Von  den 
hierher  gehörigen  Aufgaben  seien  genannt:  Brechung  des  Lichtes  durch 
Kalkspath,  Gestalt  der  Erdbahn,  Gestalt  des  Erdkörpars,  hyperbolische 
Figur  zwischen  zwei  Platten  durch  Haarröhrchenkraft  entstanden,  para- 
boloidische  Oberfläche  eines  mit  Wasser  gefüllten  Cylinders  im  Drehungs- 
zustand n.  8«  w.  Besonderes  Gewicht  legt  er  endlich  auf  die  graphische 
Wiedergabe  numerischer  Gleichungen  und  bietet  namentlich  ein  reich- 
haltiges üebungsmaterial  quadratischer  Gleichungen  mit  zwei  Veränderlichen, 
aus  welchen  Mittelpunkte,  Axen  u.  s.  w.  der  zugehörigen  Kegelschnitte  be- 
stimmt werden  sollen.  Um  nun  dem  analytisch -geometrischen  Unterricht 
den  zum  Gedeihen  noth wendigen  Baum  zu  verschaffen,  schränke  man 
die  geometrischen  Concurrenzfächer  nach  Möglichkeit  ein. 
Uan  verschone  den  Schüler  der  Oberclassen  mit  besonders  schwierigen  Auf- 
gaben und  mit  Kunstgriffen,  die  ziemlich  werthlos  und  sogar  bedenklich 
sind.  Ebenso  sei  die  planmässige  Untersuchung  der  Kegelschnitte  nach 
Euklidischer  Art  als  vollständig  überflüssig  zu  verwerfen  und  auch  die  so- 
genannte neuere  Geometrie  vom  Unterricht  auszuschliessen.    Da  indess  die 
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LehrplSne  von  1882  fttr  Bealgymnasien  und  Oberrealschulen  die  Omndlehren 
der  synthetischen  Geometrie  verlangen,  so  möge  man  die  Sfttze  Yon  den 
harmonischen  Gebilden  und  den  polaren  Beziehungen  beim  Kreis  durch- 
nehmen,  die  Betrachtung  der  Kegelschnitte  als  Kreisprojectionen  und  als 
Erzeugnisse  projectivischer  Punktreihen  und  Strahlenbüschel  aber  habe  bei 
ihrer  geringen  Verwendbarkeit  auf  anderen  Gebieten  für  die  Schule  keinen 
Werth. 

Diesem  allgemeinen  Theil  folgt  als  besonderer  ein  auf  den  obigen 
Grundsätzen  aufgebautes  Lehr-  und  üebungsbuch.  Dasselbe  ist  so 
gründlich  bearbeitet,  dass  es  auch  sehr  wohl  zum  Selbstunterricht  benutzt 
werden  kann.  Es  zerfällt  in  drei  Stufen,  von  denen  jede  folgende  an  die 
Denkarbeit  des  Schülers  grossere  Anforderungen  stellt,  als  die  Torhergehende. 
Die  erste  Stufe  umfasst  die  Capitel,  welche  man  gemeiniglich  auf  der 
Schule  durchzunehmen  pflegt.  Hierbei  ist  fast  durchgängig  das  recht- 
winklige Coordinatensystem  benutzt,  ausserdem  sind  mehrfach  Uebersichten 
aufgestellt,  welche  den  Stoff  enthalten,  der  dem  Gredfichtniss  durch  fort- 
gesetzte üebungen  einzuprägen  ist.  Auf  der  zweiten  Stufe  werden  die 
abgekürzte  Bezeichnungsweise  der  Gleichangen  gerader  Linien,  polare  Be- 
ziehungen beim  Kreis  und  Kegelschnittsgleichungen  fttr  schiefwinkliges 
System  behandelt,  endlich  auf  der  dritten  die  allgemeine  Gleichung 
zweiten  Grades ,  ihre  Entstehung,  ihre  Anwendung  auf  Kegelschnitts -Eigen- 
schaften und  ihre  geometrische  Bedeutung. 

Aus  den  obigen  Angaben  wird  man  wohl  zur  Genüge  erkennen,  dass 
das  Torliegende  Buch  die  Frucht  einer  reichen  pädagogischen  Erfahrung  ist 
Yon  den  Grundsätzen  des  Verfassers  wollen  wir  namentlich  die  Verbindung 
der  analytischen  Geometrie  mit  der  Euklidischen  hervorheben,  da  wir  gerade 
diese  fttr  einen  wesentlichen  Fortschritt  unseres  heutigen  analytisch -geo- 
metrischen Unterrichts  halten.  Ist  doch  auch  in  der  hQheren  Geometrie  der 
Gegensatz  zwischen  analytischem  und  synthetischem  Verfahren,  der  m 
Steiner's  und  Magnus'  Zeiten  in  der  schärfsten  Weise  hervortrat,  sohon 
seit  Jahrzehnten  zum  Ausgleich  gebracht.  Man  versäume  daher  nie,  den 
Schüler  darauf  hinzuweisen,  wie  oft  sich  ein  durch  mühsame  Rechnung  ge* 
fundenes  Resultat  auf  synthetischem  Wege  durch  ein&che  und  anschauliebe 
Betrachtungsweise  herleiten  lässt. 

Die  beiden  einzigen  Punkte,  in  welchen  wir  mit  dem  Verfasser  nieht 
übereinstimmen,  sind  die  Anwendungen  der  Euklidischen  und  neugeometrisehen 
Methode  auf  die  Kegelschnitte.  Erstere  soll  nur  im  Dienst  der  analytischen 
Geometrie  auftreten,  eine  selbständige  Verwendung  derselben  aber  wird  ter- 
worfen.  Nun  giebt  es  aber  eine  nicht  geringe  Anzahl  von  Sätzen,  welche 
sich  rein  Euklidisch  weit  einfocher  beweisen  lassen,  als  selbst  mittels  ge- 
mischter Methode,  ^e  z.  B.  auf  S.  37,  S.  151  etc.  Wenn  nun  auch  in 
solchen  Fällen  der  Verfasser  der  letzteren  das  Wort  redet,  so  befindet  er 
sich  im  Widerspruch  mit  der  an  verschiedenen  Orten  (z.  B.  auf  derselben 
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8. 37)  geftnsserten  Ansicht,  immer  den  einÜEKshsten  Weg  zn  w&blen.  unseres 
Erachtens  führt  man  den  Schüler  am  besten  nach  der  Yon  ihm  bereits  als 
bewShrt  erkannten  Euklidischen  Methode  in  die  Kegelschnittslehre  ein,  und 
iwar  in  der  Classe,  in  welcher  die  Kreislehre  eingeübt  wird,  da  er  schon 
in  dieser  sehr  wohl  im  Stande  ist,  die  ersten  einfachen  Constructionen, 
namentlioh  die,  welche  sich  auf  die  Tangente  beziehen,  zu  verstehen  und 
anzuwenden.  Sodann  behandle  man  die  Kegelschnitte  in  der  Stereometrie 
als  Schnittfiguren  des  ümdrehungskegels  und  zwar  nach  der  jetzt  allgemein 
Terbreiteten  Methode  der  Dandelin'schen  Kugeln.  Die  graphische  Deu- 
toiig  numerischer  quadratischen  Gleichungen,  auf  welche  der  Verfasser  mit 
Becht  Gewicht  legt,  würden  wir  ebenfalls  lieber  als  Vorbereitung  zum  Unter- 
richt der  analytischen  Geometrie,  und  zwar  in  der  Algebra  durchgenommen 
sehen.  Man  würde  sich  auf  diese  Weise  mehr  dem  historischen  Weg  ntiiem, 
dessen  allgemeine  Ignorirung  sich  zweifellos  in  der  Schule  rftchi  Denn  als 
Bedfirfoiss  tritt  die  analytische  Geometrie  erst  in  der  Curvenlehre  auf,  in 
der  Lehre  von  der  Geraden  und  dem  Kreis  wird  sie  dem  Anflbiger  immer 
gekünstelt  erscheinen.  Ist  aber  erst  der  Schüler  in  der  angegebenen  Weise 
stofflich  und  methodisch  Yorbereitet,  so  werden  die  Schwierigkeiten,  welche 
sich  ohne  diese  Vorbereitung  zeigen,  von  selbst  verschwinden.  Was  endlich 
die  Gründe  betrifft,  welche  der  Verfasser  gegen  die' neuere  Geometrie  geltend 
macht,  so  stimmen  wir  ihm  nur  dann  bei,  wenn  er  letztere  im  Sinne 
Stein  er  *s  auffosst.  Warum  will  man  aber  nicht  statt  deren  die  Central- 
projection  Poncelet's  wfthlen?  Letztere  ist  unbedingt  vom  p&dagogischen 
Standpunkt  aus  der  ersteren  vorzuziehen.  Ist  nun  der  Schüler  mit  den  har- 
monischen Gebilden  und  den  polaren  Beziehungen  beim  Kreis  bekannt  ge- 
worden, was  ja  der  Verfasser  dem  Schulunterricht  noch  zugestehen  will, 
weiss  er  femer  (S.  210) ,  dass  sich  jeder  Kegelschnitt  centrisch  zum  Kreis 
projiciren  Iftsst,  so  ist  das  gesammte  Material  entwickelt,  um  die  Haupt- 
sätze der  neueren  Geometrie  am  Kegelschnitt  ohne  irgendwelche  Schwierig- 
keit auffinden  und  beweisen  zu  können.  Der  Schüler  lernt  nun  in  sehr 
wenig  Stunden  den  ganzen  Giltigkeitsbereich  der  Sfttze  von  den  polaren 
Gebilden  kennen  und  findet  zugleich,  dass  der  Satz  vom  ebenen  Schnitt  des 
geraden  Kreiskegels  nicht  allein  „an  sich  interessant**  ist,  sondern  dass  er 
eine  fundamentale  Bedeutung  hat.  Aber  gerade  da,  wo  Lehrer  und  Schüler 
die  Fracht  ihrer  gemeinsamen  Arbeit  gemessen  können  —  schneidet  der 
Verfasser  den  Faden  ab,  damit  die  analytische  Geometrie  nicht  leide.  Dem 
können  wir  allerdings  nicht  beipflichten. 

Indess  berührt  diese  Meinungsverschiedenheit  den  analytisch-geometrischen 
nntenicht  selbst  zu  wenig,  und  es  sind  der  Vorzüge  des  Buches  so  viele, 
^  wir  ihm  im  Interesse  des  mathematischen  Unterrichts  eine  weite  Ver- 
breitung ¥rün8chen. 

Tharandt.  Ph.  Weinmeistbb. 
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Methodik  der  stetigen  Oeformation  von  zweibl&ttrigen  Biemann^tolien 
Flächen.  Ein  üebungsbnch  für  den  geometriBchenTheil  der  Functionen- 
theorie.    Von  Fritz  Hofhann.    Halle,  Louis  Nebert.     1888. 

Gestalt  und  Deformation  der  Biem an  naschen  Flächen  stellen  an  die 
Vorstellungskraft  des  Studirenden  der  Functionentheorie  hohe  Anforderungen. 

Mit  der  vorliegenden  Schrift  will  der  Verfasser  diese  Schwierigkeiteo 
überwinden  helfen,  indem  er  in  anschaulicher  Weise  die  Vorgänge  bei  der 
Umformung  der  sich  unmittelbar  darbietenden  Typen  in  andere  besser  in 
übersehende,  sogenannte  Normalflächen  auseinandersetzt  Viele  durch 
ßchattirung  gut  plastisch  wirkende  Figuren  lassen  die  verschiedenen  Prooesse 
des  „ümstülpens",  des  „Ansetzens  und  Beseitigens  von  Henkeln^*  u«  s.  w. 
leicht  verfolgen.  Kurz,  das  Buch  bietet,  was  es  bieten  soll.  Im  Interesse 
der  Leser  desselben  sei  es  erlaubt,  auch  an  dieser  Stelle  auf  eine  richtig- 
stellende Bemerkung  des  Herrn  Dyck  (Math.  Ann.  Bd.  32  S.  458)  beztig- 
lich  §  8  hinzuweisen. 

Hannover.  C.  Bodbnbbbo. 


Die  synthetischen  Onindlagen  der  Theorie  des  Tetraedroid-CompleieB. 
Von  Fritz  Hofmann.  (Separatdruck  aus  Grunert's  Archiv  der 
Mathematik  und  Physik,  2.  Beihe  Theil  V.)  Leipzig  1887,  G.  A.  Koch*8 
Verlag. 

Der  untersuchte  Complez  ist  vom  zweiten  Grade  und  wird  gebildet 
durch  die  Gesammtheit  der  Geraden,  welche  zwei  Flächen  zweiten  Grades 
in  vier  harmonischen  Punkten  schneiden. 

Der  Inhalt  des  ersten  der  beiden  Abschnitte,  in  welche  die  Arbeit  zer- 
fällt, gipfelt  in  dem  Nachweise,  dass  der  Complex  vom  zweiten  Grade 
sei.  Hierbei  legt  der  Verfasser  besonderes  Gewicht  darauf,  zu  zeigen,  dass 
eine  als  von  der  zweiten  Ordnung  erkannte  Curve  sich  auch  wirklich  darch 
projective  Büschel  erzeugen  lasse.  Auf  die  Pflicht  des  Sjnthetikers,  einen 
solchen  Nachweis  zu  erbringen,  machte  früher  Schur  schon  einmal  auf- 
merksam. 

Der  zweite  Abschnitt  ist  der  Singularitätenfläche  gewidmet.  Der  Ver- 
fasser sagt  zwar,  dass  die  Ermittelung  der  Knotenpunkte  einfacher  synthe- 
tischer Behandlung  noch  ganz  gut  zugänglich  sei,  aber  er  construirt  sie 
nicht  und  entnimmt  ausserdem  wichtige  Sätze  der  analytischen  Geometrie. 
Dasselbe  gilt  für  die  Doppelebenen,  denn  die  Angabe  einer  CollineatioD, 
welche  die  eine  der  gegebenen  Flächen  zweiten  Grades  in  eine  Kugel,  die 
andere  in  ein  Botationshyperboloid  überfuhrt,  fehlt.  Durch  diese  CoUineatioB 
wäre  aUerdings  eine  Doppelebene  in  die  unendlich  ferne  transformirt  and 


*  Vergl  über  diese  Dinge  auch  Klein:  „üeber  Biemann*8  Theorie  der 
algebraischen  Functionen",  iusbesondere  Seite  28. 
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die  dieser  entsprechende  Ebene  wftre  die  gesuchte.  Da  also  der  Zweck,  an 
den  man  bei  Heranziehnn^  metrischer  Eigenschaften  denken  kOnnte,  näm- 
lich eine  wirkliche  Durchführang  der  Constrnction,  doch  nicht 
erreicht  wird,  so  ist  es  nicht  recht  Yorständlich,  weshalb  der  Boden  der 
rein  projeetiven  Geometrie  verlassen  wurde. 

Auf  die  bekannten  synthetischen  Behandlungsweisen  der  allgemeinen 
Complexe  zweiten  Grades  ist  kein  Bezug  genommen.  Die  Schrift  wird  da- 
her ihren  Leserkreis  unter  Denjenigen  suchen  mttssen,  welche  sich  speciell 
für  den  Tetraedroid  -  Complez  interessiren. 

Hanno  Ter.  C.  Bodbnbbbg. 

Beiträge  n  graphisehen  Ausgleichungen.  Inauguraldissertation  von  Gabl 
GsNQB.    Zürich,  1887. 

Die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  stellt  bei  der  Bestimmung  der 
wahrscheinlichsten  Lage  eines  Punktes,  für  welchen  mehr  als  zwei,  nicht 
durch  denselben  Punkt  gehende  Bestimmungsgeraden  derselben  Ebene,  als 
sich  widersprechende  geometrische  Oerter  gegeben  sind,  die  Bedingung  auf, 
dass  die  Summe  der  Quadrate  aller  Abstände  des  gesuchten  Punktes  von 
jenen  Geraden  ein  Minimum  sein  müsse.  Bei  ungleichen  Gewichten  sind 
den  Abständen  noch  constante  Faotoren  beizufügen.  Die  genannte  Quadrat- 
Bumme  ist  für  jeden  Punkt  der  Ebene  eine  ganz  bestimmte  Grösse.  Trägt 
man  sie  als  Ordinate  senkrecht  zur  Ebene  in  dem  betreffenden  Punkt  auf, 
80  liegen  die  Endpunkte  dieser  Ordinaten  auf  einer  krummen  Fläche,  und 
das  gewünschte  Minimum  entspricht  einem  Flächenpunkt,  dessen  Tangenten- 
ebene parallel  der  gegebenen  isi  Für  eine  gegebene  Gerade  erhält  man 
einen  parabolischen  Gylinder,  welcher  die  Ebene  längs  dieser  Geraden  be- 
rfihrt,  für  zwei  Punkte  ein  elliptisohes  Paraboloid,  dessen  Scheitel  der 
Schnittpunkt  der  beiden  Geraden  ist,  welche  ihrerseits  Spuren  oonjugirter 
Durchmesserebenen  sind.  Bei  drei  und  mehr  Geraden  erhält  man  immer 
noch  eine  solche  Fläche,  deren  Aze  senkrecht  zur  Ebene  steht,  aber  das 
Minimum  ist  jetzt  nicht  mehr  Null,  sondern  die  Entfernung  des  Scheitels 
Ton  der  Ebene.*  Die  Methode  des  Verfassers  zeigt  nun,  wie  man  aus  den. 
Involutionen  coigugirter  Durchmesserebenen  der  Paraboloide  von  (n  —  1) 
Geraden  diese  Involution  des  Paraboloids  von  n  Geraden  ableiten,  und 
damit  die  Bestimmung  der  gesuchten  Scheitelprojection  durch  allmäliges 
AuÜBteigen  bis  zur  gegebenen  Anzahl  erledigen  kann. 

Gegeben  ist  das  Paraboloid  durch  sechs  Ordinaten,  da  der  unendlich 
ferne  Punkt  mit  seiner  Tangentenebene  drei  Constanten  äquivalent  ist 
Jene  Ordinaten  kOnnen  zweckmässig  gewählt  werden  auf  den  Seiten  eines 

*  Direct  aus  den  Fehlergleichnngen  wurde  das  Paraboloid  gefhnden  von 
Jordan.    Yergl  d.  ZeitMdir.  1871,  S.  164—167. 
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Rechtecks ,  von  dem  zwei  Ecken  mit  Schnittpankten  gegebener  Geraden  zu- 
sammenfallen,  wodurch  sich  noch  Manches  vereinfacht. 

üeber  den  praktischen  Werth  der  Methode  mögen  die  Geodftten  ent- 
scheiden. Beachtung  verdient  die  interessante  Schrift  schon  wegen  der 
strengen  Systematik  im  Oange  der  Entwickelung. 

Hannover.  C.  Bodbnbebq. 

Hetze  znm  Anfertigen  serlegbarer  Xryttallmodelle.  Fttr  den  Unterricht  an 
höheren  Lehranstalten  herausgegeben  und  erläutert  von  Dr.  W.Wabgb, 
ordenÜ.  Lehrer  am  EönigstSdtischen  Gymnasium  zu  Berlin.  Neun 
Tafeln  und  Text.     Berlin  1888,  B.  6&rtner*s  Verlagsbuchhandlung. 

Beim  Entwürfe  der  vorliegenden  Netze  war  hauptsächlich  der  Gesichts- 
punkt massgebend,  ein  Anschauungsmittel  zu  schaffen,  durch  welches  die 
Schüler,  welche  keine  Kenntnisse  der  Stereometiie  und  ProjectioDslehie 
haben,  während  des  kurzen  mineralogischen  Unterrichts  ein  klares  Bild  von 
den  einfachsten  Gesetzen  der  Krystallographie  gewinnen  können.  Die  Modelle 
sollen  aus  Pappe  und  zwar  vom  Schüler  selbst  hergestellt  werden.  Das 
einfachste  selbstgefertigte  Modell  kann  gewiss,  was  den  Nutzen  fOr  den 
Schüler  anlangt,  mit  dem  vielleicht  viel  eleganteren  käuflich  erworbenen 
concurriren  und  so  ist  der  zu  Grunde  liegende  Gedanke  ein  guter.  Es  ist 
nur  die  Frage,  ob  sich  Zeit  zu  Derartigem  erübrigen  lässt.  Eine  zweck- 
mässige Arbeitstheilung,  wie  sie  der  Verfasser  vorschlägt,  lässt  wohl  eine 
Bejahung  dieser  Frage  zu,  namentlich  da  die  Netze  in  geeigneter  Grösse 
gezeichnet  vorliegen  und  nur  ein  üebertragen  mit  Copimadel  noth- 
wendig  ist. 

Von  den  Gestalten  sind  33  dem  regulären  und  11  dem  hezagonalen 
System  entnommen.  Die  einzelnen  Theile,  aus  welchen  ein  Modell  auf* 
gebaut  wird,  lassen  an  letzterem  einerseits  die  verschiedenen  wichtigen 
Schnitte  erkennen ,  andererseits  bringen  sie  IQarheit  über  die  Entwickelung 
einer  Erystallform  aus  einer  andern.  Z.  B.  lässt  sich  die  Combination  von 
Würfel  und  Octaeder,  ein  als  Cubo  •  Octaeder  bezeichneter  Körper,  durch 
Aufsetzen  von  Pyramiden  sowohl  zur  einen  als  der  andern  Grundgestalt 
ergänzen.  Die  Sammlung  ist  jedenfalls  des  Versuchs  einer  Einführung  werth. 
üebrigens  will  der  Verfasser  noch  im  nächsten  Schulprogramm  (1889,  Gärt- 
ner's  Verlag)  seine  Ansicht  über  die  Methodik  des  elementaren  krystallo- 
graphischen  Unterrichts  ausführlich  darlegen. 

Hannover.  C.  Rodenbbro. 

Projectiviache  Kaaasstäbe.  Ein  Hilfsmittel  zum  Studium  der  synthetischen 
Geometrie  von  Dr.  Felix  Buka,  Oberlehrer  am  städtischen  Beal- 
progymnasium  zu  Charlottenburg  und  Privatdocent  an  der  k5nigl. 
technischen  Hochschule  zu  Berlin.  Berlin,  Winkelmann  &  Söhne. 
1888. 
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Die  Theilung  der  beiden  auf  Carton  angeftlhrten  projectivischen  Maass- 
atSbe  besteht  aus  Punkten  zweier  projectivischer  Punktreihen.  Die  Punkte 
sind  80  gewählt,  dass  zu  jedem  Paar  auch  die  beiden  ihm  zugeordneten 
entsprechend  gleichen  Strecken  abgelesen  werden  können.  Durch  Verschieben 
der  Maassstäbe  an  einander  kann  man  folglich  nach  und  nach  alle  diese 
Streckenpaare  zur  Deckung  bringen.  Es  ist  gewiss  gut  und  lehrreich  für 
den  Anfänger,  wenn  ihm  dieser  Vorgang  einmal  vor  Augen  geführt  wird. 
Ebenso  nützlich  ist  es,  zu  sehen,  wie  bei  Coincidenz  zweier  entsprechender 
Punkte,  aber  nicht  vereinigten  Trägem,  die  Verbindungslinien  beliebiger 
entsprechender  Punkte  genau  durch  einen  Punkt  gehen.  Allgemeine  Lagen 
der  Maassstäbe  führen  unmittelbar  zu  einer  Tangentenschaar  eines  Kegel- 
schnitts, die  Parabel  natürlich  ausgenommen..  Vereinigt  man  im  Schnittpunkt 
der  Träger  zwei  Theilpunkte,  so  kann  man  unmittelbar  zwei  conjugirte 
Durchmesser  angeben.  Sind  jene  Punkte  insbesondere  Endpunkte  entsprechend 
gleicher  Strecken,  so  erhält  man  die  Axen.  Auf  diese  und  andere  Benutzunge- 
arten wird  im  begleitenden  Texte  hingewiesen,  unter  häufiger  Bezugnahme 
auf  Steiner-Schröter's  „Kegelschnitte^. 

Als  Anschauungsmittel»  aber  nur  als  solches  ist  das  Gebotene 
recht  empfehlenswerth.  Kegelschnitte  aus  beliebig  gegebenen  Elementen 
kann  man  nicht  mit  den  Maassstäben   construiren.     Ich  finde,   dass  alle 

Kegelschnitte  der  Gleichungsform  -ö  +  f«  ^  l  erhalten  werden  kGnnen ,  für 

a       tr 

welche  26  <  Abstand  der  Potenzpunkte  der  beiden  Beihen  ist. 

Hannover.  C.  Bodbnberg. 

Uebnngsstoff  für   den   praktisoben  TTnterricht  in   der  Projectionslehro 

(Parallel -Perspective,    Central  -  Perspective  und   Schattenlehre),    von 
Dr.  Guido  Haück,  geh.  Begierungsrath  und  Professor  an  der  Tech- 
nischen  Hochschule   zu   Berlin.     Zwei   Hefte.     Berlin    1888,    JuL 
Springer. 
Für  das  planimetrische  „gebundene  Zeichnen**  ist  längst  durch  Entlehnung 
von  Kunstformen  des  architektonischen  und  textilen  Flächenornamentes  ein 
reichhaltiger  üebungsstoff  geschaffen  worden,  der  neben  den  abstract  geo- 
metrischen Constructionsaufgaben  verwerthet  wird  und  durch  die  ihm  inne- 
wohnende Kraft  auf  die  Ausbildung  des  Formensinnes  des  Schülers  von  wohl- 
thfttiger  Wirkung  ist  Mit  den  vorliegenden  Heften  hat  der  Verfasser  begonnen, 
bezüglich  der  körperlichen  Gebilde  etwas  Aehnliches  zu  schaffen.  Die  gebotenen 
Beispiele  sind  dadurch  gewonnen,  dass  architektonische  Motive  unter  Wahrung 
ihres  ursprünglich  ästhetischen  Gehaltes  auf  ihren  stereometrischen  Grund- 
gedanken zurückgeführt  wurden.    Die  dargestellten  Gegenstände  sind  Kreuze, 
Denksteine,    gegliederte    Obelisken,    Altar,    Fachwerkhäuschen,    gothische 
Thflrme,  Gesimse  im  Style  der  Benaissance  u.  dergl.     Die  Gliederungen 
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sind  durchweg  so  einfoch  wie  möglich  gehalten,  meist  geradlinig;  Curren 
(Kreisbögen)  kommen  nur  da  zur  Verwendung,  wo  es  aus  Ssthetiachen 
Gründen  unerlässlich  erscheint.  Die  Formen  sind  sehr  geschickt  gewfthlt. 
Das  Auftreten  vieler  einspringender  Winkel  macht  es  dem  Anfänger  nicht 
leicht ,  aus  dem  gegebenen  Grund  -  und  Aufrisse  die  rSumliche  (Jestalt  heraus- 
zulesen ,  und  diese  Schwierigkeit  fordert  zur  selbstSndigen  Ableitung  weiterer 
Ansichten  durch  Anwendung  der  verschiedenen  Transformationen,  beziehungs- 
weise zur  Herstellung  der  Perspective  oder  Angabe  der  Beleuchtung  auf. 
Das  häufige  Auftreten  von  Wiederkehren  veranlasst  zu  einer  steten  Benutzung 
des  wichtigen  Diagonal -(Gehrungs-)  Fluchtpunktes  in  der  Perspective. 

Der  Berichterstatter  benutzt  die  Hefte  in  den  üebungsstunden ;  die 
Gegenstände  werden  gern  gezeichnet  und  der  Preis  von  1  Mark  ffir  das 
Heft  (eines  genügt)  ist  ein  so  niedriger,  dass  von  jedem  Studirenden  die 
Anschaffung  erwartet  werden  darf.  Dann  kann  man  während  des  Vortrags 
an  einem  einfachen  Beispiele  die  Verwendung  zeigen  und  sich  umsomehr 
das  Anzeichnen  verwickelter  Figuren  ersparen,  als  überall,  wo  es  wünschens- 
werth,  die  Construction  auf  dem  Blatte  selbst  kurz  angegeben  ist. 

Die  Benutzung  des  gebotenen  Stoffes  kann  allen  Lehrern  der  darstellenden 
Geometrie  wärmstens  empfohlen  werden. 

Hannover.  C.  Rodbnbbbg. 


Lehrbuch  der  Differential- Oleiohnngen  von  Dr.ANDRBW  Russell  Fobstth, 
Professor  am  Trinity  College  zu  Cambridge.     Mit  einem  Anhange: 
Die  Besultate  der  im  Lehrbuche  angeführten  Uebungsaufgaben  ent- 
haltend,   herausgegeben  von  H.  Maser.     Autorisirte  üebersetzuog. 
742  S.  Braunschweig,  Druck  und  Verlag  von  Friedr.  Vieweg  &  Sohn- 
1889.    Preis:  14  M. 
Bei  dem  Mangel  an  ausführlicheren  deutschen  Lehrbüchern  über  die 
Integration  der  Differentialgleichungen  ist  es    mit  Freuden   zu  begrüssen, 
dass   Herr    H.    Maser    eine    gelungene    üebersetzung    des    vortrefflichen 
Buches  von  Forsyth  geliefert  hat. 

Das  Werk  zerföllt  in  zehn  Capitel  und  behandelt  auf  circa  46  Druck- 
bogen in  elementarer  Weise  die  Theorie  der  Differentialgleichungen ,  wo- 
bei das  Integrationsproblem  betont  ist,  während  eigentliche  functionen- 
theoretische  Untersuchungen  ausgeschlossen  sind. 

In  leicht  fasslicher  Weise  führt  der  Verfasser  den  Studirenden  in  die 
Vorbegriffe  ein  und  erledigt  sodann  im  zweiten  Capitel  die  einfachsten 
Integrationsmethoden  der  Gleichungen  erster  Ordnung.  -^ 
Hervorgehoben  sei  die  Behandlung  der  singulären  LOsung  mit  geometrischen 
Anwendungen.  —  Man  wird  in  diesem  Capitel  eine  kurze  Theorie  des  inte- 
grirenden  Factors  erwarten.  Indessen  bemerkt  der  Herr  Herausgeber  ün 
Vorwort,    „dass  die   theoretisch    allerdings   sehr  wichtige,   praktisch  aber 
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immerhin  nnr  fraglichen  Werth  besitzende  Methode  des  integrirenden  Factors 
gani  übergangen  isf« 

Wir  möchten  dem  nicht  beistimmen«  Der  Begriff  des  integrirenden 
Fftctors  ist  nnn  einmal  ein  so  fundamentaler ,  dass  er  in  einem  umfassenden 
imd  selbetSndigen  Lehrbuch  nicht  fehlen  darf,  und  wenn  man  auch  "^ jenen 
IWtor  bei  dem  eigentlichen  Integrationsproblem  zur  Noth  entbehren  kann, 
80  bleibt  er  doch  —  selbst  vom  praktischen  Standpunkt  aus  —  ausserordent- 
lich wichtig  durch  seine  specifische  Bedeutung  in  der  Geometrie  und 
Mechanik.  —  üebrigens  ist  an  manchen  Stellen  des  Lehrbuches,  z.B.  S.20 
imd  99  vom  integrirenden  Factor  Gebrauch  gemacht  worden. 

Ln  dritten  Capitel  findet  man  die  allgemeine  lineare  DifTerential- 
gleichnng  mit  constanten  Coefficienten.  Hier  tritt  uns  Forsyth 
als  englischer  Originalmathematiker  entgegen:  Er  benutzt  daselbst  das  Sym- 

d  tP 

bol  2>  fttr  —  j  JD*  für  -r^  n.  s.  w.    Dieses  Symbol   gehorcht   bekanntlich 

den  Grundregeln  der  Algebra  und  darf  auch  mit  negativem  Index  —  als 
Integral  —  eingeführt  werden,  so  dass  durch  selbiges  die  erheblichsten  und 
elegantesten  Vereinfachungen  gegeben  sind. 

Merkwürdiger  Weise  hat  diese  Bezeichnungsart  in  den  deutschen  Lehr- 
bflchem  bisher  fast  gar  keine  Berücksichtigung  gefunden,  obschon  dieser 
Calcfll  durch  Cayley,  Boole,  Harley  u.  A.  seit  längerer  Zeit  streng 
imd  sorgfmtig  ausgebildet  ist 

Im  yierten  Capitel  sind  vermischteMethoden  aufgeführt.  Zunächst 
werden  behandelt  die  Gleichungen ,  in  denen  y^^^  eine  Function  von  o;,  oder 
y,  oder  y^"~*\  oder  y^*'"*^  ist,  überhaupt  Gleichungen,  für  welche  die 
Ordnung  erniedrigt  werden  kann.   Dann  findet  man  die  ezacten  Gleichungen. 

Weiterhin  kommt  Verfasser  gelegentlich  der  Beducüon  einer  linearen 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  in  die  Normal  form  auf  die  In- 
variante der  Coefficienten  und  auf  die  Schwarz'sche  Abgeleitete 
xn  sprechen,  dann  auf  die  Aequiv alenz  zweier  Gleichungen.  Den  Schluss 
dieses  Capitels  bilden  die  bekannten  allgemeinen  Sätze  über  lineare  Diffe- 
rentialgleichungen (Variation  der  Constanten)  und  geometrische  Anwendungen 
(Trajectorien). 

Das  fünfte  Capitel  bringt  die  Integration  durch  Reihen.  Zuerst 
wird  die  Differentialgleichung  der  hypergeometrischen  Functionen 
höherer  Ordnung,  symbolisch: 

in  Betracht  gezogen.  Dann  aber  werden  die  in  der  Physik  so  wichtigen 
Gleichungen  von  Legendre  und  Bessel  durch  Reihen  integrirt,  ihr  Zu- 
sammenhang erOrtert,  die  Eugelfunctionen  P„  und  Qn  eingeführt,  in- 
gleichen die  Bessel'sche  Function  Ju  und  endlich  gewisse  von  der 
Differentialgleichung  abhängige  Eigenschaften  dieser  Functionen  entwickelt. 
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Schliesslich  wird  aach  die  Biccati'sche  Oleichung  beha&delt;  zaent 
ihre  SonderföUe,  zaletzt  aber  der  allgemeiiie  Fall  mittels  Besserscher 
Functionen. 

Das  sechste  Capitel  ist  der  hypergeometrischen  Reihe  von  Gauss 
gewidmet.  Es  werden  24  particulSre  Integrale  aufgestellt  und  deren  Be> 
Ziehungen  zueinander  untersucht;  hierbei  wird  die  Gauss 'sehe  27- Function 
eingeführt  Zuletzt  werden  jene  Fälle  besprochen,  bei  welchen  die  Inte- 
gration in  endlicher  Form  mOglich  ist. 

Die  letztgenannten  beiden  Capitel  Y  und  YI  bilden  eine  yorzfigliche 
Grundlage  für  gewisse  Studien  über  mathematisch -physikalische  Probleme 
und  dürften  auch  eine  sehr  geeignete  Yorbereitung  auf  eine  grosse  Anzahl 
von  wichtigen,,  die  hjpergeometrischen  Functionen  betreffenden  Original- 
abhandlungen von  Kummer,   Schwarz,   Cayley,  G cur sat  u.  A.  sein. 

Im  siebenten  Capitel  wendet  sich  Yerfasser  den  Lösungen  durch  be- 
stimmte  Integrale  zu. 

Diese  interessante  Methode  der  Integration,  wie  sie  von  Euler,  La- 
place,  Kummer  u.  A.  ausgebildet  worden  ist,  erfreut  sich  nicht  so  vieler 
Anhänger,  als  man  erwarten  sollte.  Dies  scheint  seinen  Grund  darin  zu 
finden ,  dass  jene  Integralformen  zuweilen  schwer  discutirbar  sind ,  zuweilen 
einen  präcisen  Sinn  überhaupt  nicht  besitzen;  hierzu  kommt,  dass  die  neuere 
Functionentheorie  —  im  Sinne  der  Untersuchungen  von  Fuchs  —  die  Eigen- 
schaften der  Integrale  direct  aus  der  Differentialgleichung  abzuleiten  ver- 
sucht. 

Aber  der  Herr  Yerfasser  bemerkt  mit  Becht,  dass  die  ei*w&hnten  Inte- 
gralformen bei  einigen  Aufgaben  der  mathematischen  Physik  ^die  einzigen 
bisher  erhaltenen  Lösungen*'  bilden  (insbesondere  bei  gewissen  linearen 
partiellen  Differentialgleichungen). 

Im  vorliegenden  Capitel  kommen  indessen  nur  gewöhnliche  Differential- 
gleichungen vor,  nämlich  zunächst  die  Gleichung  von  Laplace 

welcher  genügt  wird  durch  ys=Je*^Tdt. 

Eben  dasselbe  Integral  wird  sodann  gebraucht  zu  einer  Transforms.- 
tion  der  linearen  Gleichung  n^*'  Ordnung  mit  algebraischen  Coefficienten 
vom  höchstens  ni^*°  Grade  in  eine  andere,  in  welcher  Grad  mit  Ordnung 
vertauscht  ist 

Weiter  wird  die  Biccati'sche  Gleichung 

durch  bestimmte  Integrale  gelöst.     Den  Schluss  bildet  die  geschlossene 
Integration  der  Differentialgleichung  der  hypergeometrischen  Reihe. 
Capitel  Yni    bringt:     Gewöhnliche    Differentialgleichungen 
mit  mehr  als  zwei  Yeränderlichen. 


Digitized  by  LjOOQ iC 


Becensionen.  31 

Daselbst  wird  zunächst  jene  Differentialgleichang  integrirt,  welche  das 
Additionstheorem  der  elliptischen  Functionen  darstellt;  dann 
wird  nach  einem  andern  Verfahren  der  allgemeine  Fall  eines  Systems 
von  n  — 1  Gleichungen  (AbeTäche  Transcendente)  zwischen  n  Veränderlichen 
behandelt. 

Nach  diesem  kommen  die  totalen  Differentialgleichungen  mit 
mehr  als  zwei  Veränderlichen,  für  welche  die  Bedingung  der  Inte. 
.||iftbilität  aufgestellt  und  die  Integration  geleistet  wird.  Die  geometrische 
Interpretation  fehlt  nicht 

Endlich  wird  die  Methode  ausgedehnt  auf  Gleichungen  mit  n  Ver- 
änderlichen. 

Der  zweite  Theil  dieses  Capitels  ist  den  simultanen  Differential- 
gleichungen gewidmet 

Behandelt  werden: 

1.  Die  linearen  Gleichungen  mit  constanten  Coefficienten 
in  der  symbolischen  Form 

derselbe  Fall  für  drei  abhängige  Veränderliche.     Hierbei  ist  Rücksicht  ge- 
nommen auf  die  BeelHtät  resp.  Gleichheit  der  Wurzeln   der  Charakteristik. 

2.  Simultane  Gleichungen  mit  veränderlichen  Coefficienten. 
—  Nachdem  gezeigt  ist,  dass  es  genügt,  ein  System  von  n  Gleichungen 
der  ersten  Ordnung  zu  betrachten,  wird  dieses  auf  eine  einzige  Gleichung 
»*•'  Ordnung  zurückgeführt 

Die  Sonderfälle,  in  denen  sich  Vereinfachungen  ergeben ,  sind  durch 
passende  Beispiele  gekennzeichnet 

3.  Das  der  Dynamik  entnommene  Gleichungssystem,  welches 
die  Bewegung  eines  Punktes  bestimmt,  den  ein  Eräftecentrum  nach  dem 
Gravitationsgesetze  anzieht 

Wir  kommen  nun  zu  den  beiden  Schlusscapiteln  IX  und  X  des  Buches, 
in  welchen  die  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung, 
dann  diejenigen  der  zweiten  und  höheren  Ordnung  abgehandelt  werden. 
Hier  überrascht  die  Vollständigkeit  des  Dargebotenen,  und  eine  sach- 
gemässe  Gliederung  erleichtert  das  Eindringen  in  die  Methoden  ungemein. 
Nach  den  nöthigen  allgemeinen  Erörterungen  und  der  Classi- 
fication der  Integrale,  wobei  auf  die  geometrische  Deutung  stete 
BUcksicht  genommen  ist,  wird  die  Integration  von  Lagrange's  linearer 
Differentialgleichung  vorgeführt  und  das  Verfahren  auf  Gleichungen 
iqH  n  unabhängigen  Veränderlichen  ausgedehnt 

Dann  kommen  die  sogenannten  Haupt  formen,  gewisse  leicht  inte- 
gnrbare  Gleichungen,  die  sich  durch  ihre  geometrische  Bedeutung 
ftitözeichnen ,  wie  die  Differentialgleichung  der  abwickelbaren  Flächen,  der 
Cjlinderflächen,   die  Gl air aufsehe  Form   u.  s.  f.      Das  sich  durch  geo- 
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metrische  Betrachtungen  von  selbst  darbietende  DaalitStsprincip  findet 
Berttcksichtigang. 

Für  die  Auflösung  der  allgemeinen  Gleichung 
Fix,  y,  e,p,  q)  =  0 
wird  die  Methode  von  Lagrange  und  Charpit  vorgeschlagen  und  ihr 
Erfolg  an  den  Hauptformen  gezeigt.  —  Die  allgemeinste  Differentialgleichung 
mit  beliebig  vielen   unabhängigen  Veränderlichen  wird  nach  der  Methode 
Ja  CO  bi 's,  wie  sie  sich  in  dessen  Dynamik  vorfindet ,  integrirt. 

Den  Schluss  des  neunten  Capitels  bildet  die  Bour 'sehe  Methode  fftr 
simultane  partielle  Differentialgleichungen. 

Nun  die  partiellen  Differentialgleichungen  höherer  Ordnung. 
NachFest8tellungderBegriffej9VollstSndigesIntegral*'und  „Zwischen- 
integral**  werden  die  einfachsten  Fälle  der  linearen  Oleichung 

Sr  +  S8+Tt=  V 
integrirt.     Hierauf  wird  auf  eben  dieselbe   Oleichung  die  Methode  von 
Monge  angewendet,  wobei  die  allgemeinere 

von  selbst  in  den  Kreis  der  Betrachtung  hineingezogen  wird.  Aus  dieser 
Oleichung  wird  schliesslich  mittels  des  Dualitätsprincipes  die  ent- 
sprechende abgeleitet. 

Jetzt  folgen  die  Methoden  von  Laplace  für  lineare  und  von 
Poisson  für  homogene  Gleichungen.  Die  linearen  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen mit  Constanten  Coefficienten  werden  mittelst  sym- 
bolischer Methoden  integrirt.  Die  Analogie  dieser  Differentialgleichungen 
mit  den  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  tritt  deutlich  hervor;  der 
ganze  Calcul  ist  höchst  elegant. 

unter  den  vermischten  Methoden,  die  Capitel  X  abschliessen ,  sei 
die  Integration  der  Gleichung 

erwähnt.  Diese  in  der  Theorie  der  Wärmeleitung  auftretende  Gleichung 
wird  zunächst  durch  Reihen ,  dann  durch  bestimmte  Integrale  (nach  Bie- 
mann  und  Laplace)  gelöst. 

Durch  Beihen  wird  femer  die  wichtige  Gleichung 

integrirt.  Endlich  wird  an  dieser  Stelle  noch  die  Ampäre'sche  Auf- 
lösungsmethode  der  Gleichung 

Br  +  S$  +  Tt+  ü{rt  -  5«)  =  7 
mitgetheilt. 

Nun  auch  ein  Wort  über  die  Aufgaben  des  Forsyth'schen  Boches. 

Man  findet  über  achthundert  üebungsbeispiele  den  verschiedenen 
Capiteln  einverleibt;  viele   derselben   sind  den  Originalabhandlungen 
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hervorragender  (citirter)  Mathematiker  entnommen  nnd  dürften  zum  TheO 
dassischen  Werth  besitzen.  Manches  der  Beispiele  bietet  so  viel  Inter- 
essantes, dass  es  anstandslos  in  den  Haupttezt  hätte  gestellt  werden  können. 

Der  Herr  Herausgeber  hat  sich  im  Verein  mit  Herrn  A.  Baerthel  der 
Mflhe  unterzogen,  in  einem  ca.  250  Seiten  starken  Anhang  die  Anleitung 
xnrLQsnng  der  Aufgaben  zu  geben,  sowiß  die  Resultate  beizufügen. 
Das  Buch  wird  daher  schon  jenen  Studirenden,  die  das  Studium  der  Diffe- 
rentialgleichungen eben  erst  beginnen,  ein  vorzüglicher  Rathgeber  sein. 

Aber  auch  sehr  weitgehenden  Ansprüchen  ist  Genüge  geschehen,  und 
dort,  wo  sich  der  Herr  Verfasser  Beschränkung  auferlegen  musste,  hat  er 
durch  reichliche  Quellenangaben  und  sonstige  Bemerkungen  werthyolle 
Winke  gegeben. 

Am  Schlüsse  des  Buches  findet  sich  ein  Autorenyerzeichniss  mit 
Bezug  auf  Lehrbücher  nnd  Zeitschriften. 

Bemerkt  sei  noch  Folgendes :  Der  Herr  Verfasser  beabsichtigt  später  in 
einem  zweiten  Bande  speciellere  und  moderne  Probleme  aus  dem  Gebiete 
der  Differentialgleichungen  zu  erörtern,  wobei  er  insbesondere  auf  die  ünter- 
BQchungen  von  Fuchs,  Hermite,  Halphen,  Klein,  Lie,  Ma7eru.A. 
zurückzukommen  gedenkt. 

Ein  solches  unternehmen  würde  gewiss  sehr  freudig  begrüsst  werden. 
Zunächst  aber  sei  der  erste  Band  auf  das  Angelegentlichste  empfohlen. 

Plauen  i.V.,  12.  April  1889.  Woldbmar  Hbymann. 


Ch.  Harms  ,  Zwei  Abhandlungen  über  den  Reobenunterricht.  Oldenburg, 
Stalling.  1889.  72  S. 
Die  erste  Abhandlung:  „Das  Bechnen  mit  den  Zahlen  von  1  bis 
100"  ist  ein  methodisch  geordneter  Stufengang  der  hierher  gehörigen 
üebungen.  Der  Verfasser,  ein  Gegner  der  Gr übersehen  Methode,  hat  zwar 
keine  eingehende,  yemichtende  Kritik  an  ihr  geübt  (wie  wir  in  unserer 
Methodik  d.  prakt  Arithm.  S.  191  flgg.),  ihre  Schwächen  aber  hinreichend 
aufgedeckt ,  dass  die  Widematürlichkeit  dieser  üuterrichtsmanier  in  die  Augen 
springen  muss.  Wenn  ein  Schulmann ,  der  auf  eine  fast  5  Jahrzehnte  um- 
spannende Erfahrung  zurückblickt  und  dessen  Name  einen  guten  Klang  in 
der  Rechenliteratur  hat,  gegen  eine  Methode  seine  Stimme  erhebt,  so  fällt 
diese  Stimme  besonders  ins  Gewicht  Leider  hat  die  Grube'sche  Methode 
trotz  ihrer  Verkehrtheit  noch  manche  Freunde,  freilich  sind  darunter  Viele, 
welche  nicht  darnach  zu  unterrichten,  sondern  nur  anzuordnen  haben,  und 
die  innerlich  seufzenden  Lehrer  schweigen  lieber,  damit  ihre  Klage  über 
wenig  Erfolg  bei  saurer  Arbeit  nicht  als  Ungeschick  gedeutet  werde.  Der 
von  Harms  aufgestellte  Stufengang  mit  den  eingestreuten  Bemerkungen 
iBsst  Schritt  für  Schritt  den  gewiegten  Praktiker  erkennen.  Die  Haupt- 
Übungen  Werden  von  den  nebensächlicheren  geschieden,  die  nach  jeder  Ab- 
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theilung  festznhaltendeB  Ergehnisse  zusammengestellt,  die  nenanftretenden 
Schwierigkeiten  markirt  und  die  heqnemsten  Wege  zu  ihrer  üeherwindniig 
gezeigt,  Addition  und  Snhtraction  sind  anfangs  wegen  ihres  engen  An* 
Bchltisses  ans  Aufwärts  -  und  AhwSrtszfthlen  mit  Recht  hevorzugt.  Nur  hStien 
wir  gewünscht,  dass  der  Satz  (S.  25):  „Die  Grundlage  alles  Rechnens  ist 
das  Zählen **  an  die  Spitze  gestellt  und  dass  die  Reihenühungen  (8.27)  als 
sprungweises  Zählen  aufgefasst  und  auf  sie  ebenso  grosses  Gewicht  gelegt 
woisden  wäre,  als  auf  das  „Vollmachen  des  Zehners''.  Da  alles  Rechnen 
ein  Schreiten  von  Zahl  zu  Zahl  (in  verschieden  grossen  Schritten)  ist,  so 
müssen  die  verschiedenen  Schritte  geübt  werden,  und  wir  halten  es  nach 
dem  Grundsatze  vom  Leichten  zum  Schweren  fQr  zweckmässig,  wenn  nach 
dem  Einerschritt  (dem  Zählen)  der  Zweierschritt  (d.  i.  das  Zählen  in  geradeo 
und  in  ungeraden  Zahlen),  dann  der  Dreierschnitt  etc.  in  entsprechend 
grossen  Zahlgebieten  geübt  wird.  Die  Reihenübungen  und  die  dekadischen 
Ergänzungen  bilden  eine  sichere  Grundlage  für  alle  Species. 

In  der  zweiten  Abhandlung:  „Ueber  Rechenunterricht  und 
Rechenbücher*'  giebt  der  Verfasser  einen  geschichtlichen  Ueberblick  über 
seine  schriftstellerische  Thätigkeit  'auf  dem  Gebiete  des  Rechnens.  Ent- 
stehung, Bestimmung  und  Einrichtung  seiner  Rechenbücher,  sowie  die  Ver- 
änderungen derselben  bei  Neuauflagen  sind  kurz  angegeben.  Auch  werth- 
voUe  Winke  für  den  Unterricht  findet  man  hier  und  da.  Die  weite  Ver- 
breitung der  Rechenbücher  von  Harms  resp.  Harms-Kallius  beruht  nicht 
zum  geringsten  Theile  auf  ihrem  inneren  Werthe. 

Leipzig -Reudnitz.  Dr.  Ungeb. 

Der  Brooard*8Che  Winkel  des  Dreiecks.  Eine  geschichtliche  Studie  von 
Dr.  A.  Emmbbioh.  Beilage  zum  36.  Jahresberichte  des  Realgymnasiums 
zu  Mühlheim  a.  d.  Ruhr.     (1889.    Progr.  Nr.  455.)    24  S. 

Ist  ii  ^  0  ein  gegebenes  Dreieck ,  so  giebt  es  in  dessen  Innerem  zwei  Ponkte 
iQ ,  Sl\  welche  folgende  Winkelbeziehungen  eintreten  lassen : 

LSIÄB=SIBC=^SICÄ  und  LSl'ÄC=Sl'CB=' Sl' BÄ. 

In  beiden  Fällen  ist  der  dreimal  auftretende  Winkel  derselbe.  Er  wird 
durch  den  Buchstaben  od  bezeichnet  und  heisst  seit  1883  der  Brocard'sehe 
Winkely  nachdem  seit  1881  die  Punkte  i2,  i2' den  Namen  der  Brocard- 
schenPunkte  erhalten  haben.  Diese  Punkte  und  dieser  Winkel  sind  aller- 
dings nicht  erst  durch  H,  Brocard  den  Mathematikern  gekennzeichnet 
worden.  Grelle  hat  sie  1816  entdeckt.  C.  F.  A.  Jacobi  (von  Pforta)  hat 
ihnen  1825  ein  gehaltvolles  Schulprogramm  gewidmet.  Andere,  vorwiegend 
deutsche  Schriftsteller  folgten  bis  1855.  Dann  aber  traten  die  Pookte 
wieder  in  Vergessenheit.  H.  Brocard  hat  sie  1875  neu  entdeckt,  und  an 
seine  Verö£fentlichung  reihten  sich  so  viele  andere  an,  immer  nene  ond 
neue  Eigenschaften  des  Dreiecks  enthüllend,  dass  man  berechtigt  ist,  tob 
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einer  seit  jener  Zeit  entstandenen  neusten  Geometrie  des  Dreiecks  zu  reden, 
nnd  dass  man  die  Ehre ,  einigen  ihrer  Gebilde  den  Namen  gegeben  zu  haben, 
ftiglich  Demjenigen  gCnnen  darf,  der  sie  thatsttchlich  erst  zum  Allgemein- 
gut der  Geometer  machte.  Mit  den  Brocard*schen  Gebilden  in  nahem 
Zusammenhang  stehen  weitere  Punkte,  Gerade,  Kreise,  denen  die  neuere 
Literatur  die  Namen  der  Herren  Grebe,  Lemoineu.  s.  w.  beigelegt  hat. 
Herr  Emmerich  hat  sich  die  dankbare  Aufgabe  gestellt,  eine  Geschichte 
dieser  neuen  Forschungen  zu  schreiben.  Er  beginnt  mit  der  Geschichte  des 
Brocar duschen  Winkels  und  verspricht  die  Geschichte  jener  anderen  hier  nur 
beiläufig  erwähnten  Gebilde  folgen  zu  lassen.  Wir  hoffen  sehr,  er  werde 
sein  Versprechen  lösen,  zudem,  da  er  selbst  als  Schrifteteller  auf  dem 
angedeuteten  Gebiete  wiederholt  aufgetreten  ist  und  es  vollständig  be- 
herrscht. -, 

Cantor. 


Aufgabe  nnd  Anschauung  besonders  in  der  Stereometrie,  vom  Oberlehrer 
Professor  Dr.  K.  Sohwbrino.    Beilage  zum  Jahresbericht  des  königl. 
Gymnasiums  zu  Coesfeld.     1888—1889.    (1889.    Progr.  Nr.  335.) 
Coesfeld.     11  S. 
Der  Inhalt  dieser  Programmabhandlung  macht  sie  zu  einer  solchen  in 
doppelter  Bedeutung.     Sie  ist  nicht  blos  einem  Jahresberichte  beigegeben, 
sie  enthält  das  Programm  ihres  Verfassers  über  manche  Fragen  des  mathe- 
matischen Mittelschulunterrichts.    Beferent  war  wiederholt  in  der  Lage,  sich 
entschuldigen  zu  sollen,  wenn  er  glaubte,  in  derartige  Dinge,  für  die   er 
keinerlei  Erfahrung  mitbringt,  als  solche,  die  er  sehr  mittelbar  sich  erwarb, 
hineinreden  zu   dürfen.     Auch  heute  können  wir  nur  unter  dem   gleichen 
Vorbehalte,  unter  diesem  aber  vollständig  unsere  Meinungsübereinstimmung 
mit  Herrn  Schwering  aussprechen.   Mancherlei  Worte  haben  wir  in  seiner 
Abhandlung  gelesen,  die  wir  vollgiltig  unterschreiben.     Das  Hauptgewicht 
legt  er  auf  die  Untersuchung,  wie  wohl  der  jetzt  fast  widerspruchslos  an- 
genommene Satz,  dass  die  Aufgabe  es  sei,   in  welcher  der  mathematische 
Unterricht  gipfeln  müsse,   in  der  Stereometrie  zur  Anwendung  zu  kommen 
habe.    Er  will  die  Aufgabe  so  gefasst  wissen,  dass  die  zu  Auflösungen 
nothwendigen  Zeichnungen  stets  in   der  Ebene  vollzogen  werden,   wie  sie 
ja  anch  nur  in  der  Ebene  vollzogen  werden  können.    Einige  Beispiele  er- 
örtern seine  Meinung  näher,  z.  B.  die  Aufgabe,  die  Höhe  des  Tetraeders  zu 
finden,  dessen  sechs  Kanten  gegeben  sind.   Er  will  daneben  die  Bechnungs- 
ftafgabe  auch  nicht  missen,  welche  dazu  ftLhre,  dass  der  Schüler  den  Stoff 
uch  vollends  aneigne,  der  ihm  vorher  immer  noch  mehr  oder  weniger  fremd 
gegenüberstehe.     Diese  beiden  Punkte  dürften  die  wichtigsten  sein,  welche 
Herr  Schwering  in   der  gewandten,    oft   etwas   humoristisch   geerbten 
Sprache  behandelt,  welche  unsere  Leser  an  ihm  kennen.  Cantor. 
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lieber  die  Enryen,  deren  Bogen  einer  Potenz  der  Absoisse  proportional 
ist,  von  Dr.  Bichard  Müller.     Besonderer  Abdruck  aus  dem  Pro- 
gramm des  Eönigl.  Bealgymnasiums  zu  Berlin.    Ostern  1889.    16  8- 
üeber  die  Bectification  gewisser  gegebener  Cunren  haben  in  den  letsien 
Jahren  namentlich  die  Herren  Humbert   und  de  Longchamps   in  den 
Comptes  Bendus  der  Pariser  Akademie  sehr  lesenswerthe  Untersuchungen 
yeröffentlicht.     Herr  Müller  geht  von  der  entgegengesetzten  Aufgabe  aus. 
Er  bestimmt  die  Curve,  für  welche 

8  =  aa?^  mithin (^)  =  {(la)*. a?^-* -  1 . 

Aus  8  =  axf*  folgt,  dass  nur  von  solchen  Curren  die  Bede  sein  soll, 
deren  BogenlSnge  auf  der  Ordinate  des  Anfongspunktes  beginnt,  wo  gleich- 
zeitig x  =  0  und  8  =  0.  Daraus  folgt  weiter,  dass  x  =  0  ein  endliches 
y  liefern  muss,  und  daraus  wieder,  dass  0<^<1  sein  muss.  Zunflchst 
allerdings  verlangt  die  obige  Differentialgleichung  nur  (|bia)'.d^^~^  — 1>0 
auch  bei  o;  =  0 ,  welches  2  ^  —  2  <  0  zur  Folge  hat ,  oder  fi  <  1 .  Wird  nun 
das  Integral  x^ 

0 
gebildet,  wo  x^  derjenige  äusserste  Werth  von  x  ist,  bei  welchem  dieWorzel- 
grösse  aufhört,  reell  zu   sein,   und  entwickelt  man  die  Wurzelgrösse   zum 
Zwecke  der  Integration  noch  Potenzen  von  o;^"^,   so  wird  unter  Annahme 
von  immer  positiven  Quadratwurzeln 

1        1        0?*-^ 
y^^const  +  axt*-^'^ --H , 

also  y  endlichen  Werthes  auch  bei  x^Qj   nur  wenn  2^fi^0,  wo  die 
obere  Grenze  vermöge  der  früheren  Betrachtungen  auf  1  heruntergeht 

Nachdem  so  für  ^  und  für  x  Qrenzen  gewonnen  sind ,  innerhalb  deren 
eine  wirkliche  Curve  von  der  Gleichung  s^=^axf^  vorhanden  ist,  geht  der 
Verfasser  zu  seiner  Hauptaufgabe  über,  der  Umwandlung  der  Qleichung  in 
eine  solche  von  geschlossener  Form  zwischen  x  und  y^  und  er  findet,  dass 
die  dabei  erforderliche  Integration  am  leichtesten  von  Statten  geht,  wenn 
man  eine  neue  Veränderliche  u  einführt,  durch  welche  x  wie  y  ausgedrückt 
wird.  Allerdings  genügt  hier  nicht  eine  algebraische  Beziehung  zu  diesem 
neuen  Parameter.  Trigonometrische  und  elliptische  Functionen  sind  es,  die 
in  Gebrauch  treten,  wie  an  mehreren  Beispielen  zur  Darstellung  gelangt 

Cahtob. 

Enlers's  Methode  der  Parameterdarstellnng  algebraisoher  Kurven,  von 

Hermann  Hahn,  ordentl.  Lehrer  an  der  Margarethenschule.  Wissen- 
schaftliche Beilage  zum  dritten  Jahresbericht  über  die  Margarethen- 
schule in  Berlin.    Ostern  1889.     32  S. 
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Die  Aufgabe,  eine  Besultirende  aus  eitfer  AnzaM  von  Gleichangen  za 
finden,  in  welcher  gewisse  Grössen  nicht  mehr  vorkommen,  besitzt  ein 
Oegenstflck  in  der  Aufgabe,  gegebene  Gleichungen  zwischen  mehreren 
Grössen  als  Besnltirende  aus  einem  Systeme  von  mehr  Gleichungen  mit 
noch  mehr  OrOssen  aufzufassen.  So  behandelt  die  Lehre  von  den  Raum- 
earven,  so  diejenige  von  den  Oberflächen  den  Gegenstand  ihrer  Untersuchungen. 
So  ist  das  bekannte  Joachimstharsche  Verfahren  zur  Auffindung  der  Be- 

rOhrungslinien  an  eine  ebene  Curve  mittels  der  Substitution  — r-^  =        ^^  =  e 

aufzufassen.  Im  engsten  geistigen  Zusammenhang  damit  steht  auch  die 
Parameterdarstellung  algebraischer  Curven,  wobei  man  F{x^y)—0  ersetzt 
darch  x=^q>^{B)  und  y=^^%{ß)^  wobei  F  das  Symbol  einer  algebraischen 
Functionalit&t  ist.  Die  analytische  Behandlung  der  Unicursalcurven  httngt 
damit  ebenso  zusammen,  wie  die  der  Curven  vom  Geschlecht  1.  Herr 
Hahn  ist  dem  Ursprünge  dieser  Betrachtungsweise  nachgegangen  und  hat 
ihn  bis  zu  Euler's  Einleitung  in  die  Analysis  des  Unendlichen,  Bd.  I, 
Capitel  3  §  52 flgg.  (deutsch  von  Maser,  S.  41  flgg.),  verfolgt.  Euler's 
Methode  ay^+hßP  +  cy^B^^^^O  in  zwei  Gleichungen  für  y  und  e  va  x 
ausgedrückt  umzuwandeln  besteht  darin,  dass  zunttchst  y^x^e^  gesetzt 
und  dann  in  aaj«'-iP«»  +  60/^  +  ca?y-Äy"  +  ^=O 

der  Exponent  n  der  Art  bestimmt  wird,  dass  ß  aus  dieser  Gleichung  in  x 
gefanden  werden  kann;  y  ist  alsdann  gleichfalls  sofort  in  x  gegeben. 

Kram  er  hat  in  seiner  „Introduction  k  Fanalyse  des  lignes  courbes 
slg^briques^  die  Frage  in  einer  unseren  neuesten  Anschauungen  nicht  un- 
fthnlichen  Gestalt  behandelt,  und  Baltzer  hat  vor  wenigen  Jahren  in  seiner 
ungemein  reichhaltigen  Analytischen  Geometrie  (Leipzig  1882)  sich  neuer- 
dings damit  beschäftigt.  Das  waren  die  Vorarbeiten,  auf  welche  Herr 
Hahn  sich  stfitzt.  Er  hat  die  Parameterdarstellong  für  eine  nicht  un- 
betrftehüiche  Anzahl  von  Curven  gegeben ,  insbesondere  fflr  die  Kegelschnitte, 
auch  fdr  einige  Curven  dritten  Grades ,  z.  B.  für  die  logocyklische  Curve 

(«*  +  y*)(2a-aj)  =  a«a;, 
welche  den  Parametergleichungen 

2a  a(l-r«) 

^  =  1+7«'  y^7{X+^) 

entspricht.  Manche  von  den  Beispielen  dürften  zur  Einübung  der  Eigen- 
schaften algebraischer  Curven  passende  Verwendung  finden.  Cantob 


IMe  Elemente  der  axLalytisohexi  Geometrie  der  Ebene.  Zum  Gebrauch  an 
höheren  Lehranstalten,  sowie  zum  Selbststudium  dargestellt  und  mit 
zahlreichen  Uebungsbeispielen  versehen  von  Dr.  H.  Gaktbr,  Professor 
an  der  Kantonschule  zu  Aarau,  und  Dr.  F.  Budio,  Professor  am 
Polytechnikum  zu  Zürich.   Leipzig  1888,  B.  G.  Teubner.   VIII,  166  S. 
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Wir  befinden  nns  in  der  angenehmen  Lage,  dem  in  der  XTebenchrift 
genannten  Buche  ein  uneingeschränktes  Lob  spenden  zu  müssen.  Es  ist  klar, 
fasslich  bei  aller  Wissenschaftlichkeit  und,  was  bei  dem  so  unzählige  Mal 
breitgetretenen  Inhalt  fast  Wunder  nehmen  kann,  es  ist  reich  an  Eigen- 
thümlichkeiten.  Der  Inhalt  erstreckt  sich  bis  zur  allgemeinen  Gleichung 
zweiten  Grades  ausschliesslich,  und  wenn  wir  zugleich  auch  angeben  sollen, 
welche  Hilfsmittel  die  Verfasser  sich  anzuwenden  gestatten,  so  ist  es  nur 
das  einfachste  Buchstabenrechnen,  sowie  die  Auflösung  von  linearen  und 
quadratischen  Gleichungen,  aber  ohne  Determinanten,  welches  sie  als  be. 
kannt  voraussetzen,  üeber  die  Abgrenzung  hat  jeder  Verfasser  allein  zu 
entscheiden.  Er  ist  dabei  von  den  Verhältnissen,  innerhalb  deren  er  lebt, 
von  den  Kreisen ,  innerhalb  deren  er  zunächst  seine  Leser  sucht ,  abhängig. 
Wir  dürfen  also  nicht  darüber  rechten,  ob  wir  die  Ausschliessung  der  all- 
gemeinen Gleichung  zweiten  Grades  billigen,  ob  wir  nicht  Determinanten 
benutzt  sehen  mSchten.  Von  den  Eigenthümlichkeiten  des  Buches  wollen 
wir,  fast  auf  das  Gerathewohl,  nur  zwei  herrorheben.  Meistens  wird  als 
selbstverständlich  vorausgesetzt,  dass  und  wie  gegebene  Längen  aufgetragen 
werden.  Die  Verfasser  unterstützen  den  Leser  im  Verständnisse  dieser  ein- 
fachsten Aufgabe,  indem  sie  zwei  Punkte  0  und  E  auf  einer  Geraden  als 
gegeben  annehmen  lassen:  den  Anfangspunkt  und  den  Einheitspunki 
Nach  Ableitung  der  bekannten  Flächenformel  für  das  n-Eck  aus  den  Co- 
ordinaten  seiner  Eckpunkte  wird  sofort  die  Folgerung  gezogen,  dass,  wenn 
neue  Eckpunkte  eines  neuen  n-Ecks  die  «gleichen  Abscissen  wie  im  ersten 
Falle,  aber  solche  Ordinaten  besitzen,  welche- zu  den  früheren  im  VerhSlt- 
nisse  l :  n  stehen ,  die  neue  Fläche  zur  alten  das  gleiche  Verhältniss  anf- 
weise.  Später  wird  dieser  Satz  zur  Auffindung  der  Ellipsenfläche  mit  Zu- 
grundelegung der  bekannten  Kreisfläche  angewandt.  Die  letztere  Ableitong 
ist  ja  keineswegs  neu ;  sie  findet  sich  beispielsweise  in  dem  bekannten  Lehr- 
buche  von  0.  Fort;  aber  dass  sie  so  frühzeitig  vorbereitet  würde,  ist  nns 
noch  nirgend  aufgefallen ,  nicht  einmal  in  dem  vollständigsten  aller  Werke, 
bei  Salmon-Fiedler.  Wir  könnten  noch  manches  Aehnliche  anführen, 
begnügen  uns  aber  lieber  damit,  dem  Buche  selbst  Leser  und  Käufer  zu 
wünschen,  die  es  entschieden  verdient.  Cantob. 
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Historisch -literarische  Abtheilung. 


Beiträge  zur  Gtesohiolite  der  Mathematik  im  Mittelalter. 

Von 

Dr.  J.  L.  Heiberg 


in  Kopenhagen. 


Hierzu  Taf.  ü. 


I. 

Lilier  ArehimeBidis  de  eomparattone  flgurarmn  eircnlarliim  ad  reetUineas. 

I.  Omnis  circnlus  orthogonio  triangulo  est  eqnalis,  cnius  nnum 
düoram  laternm  rectnm  continentiam  angnlam  medietati  diametri  circnli 
equatar  et  alterum  ipsorum  linee  circolum  continenti. 

(Fig.  1.)     Bit  itaque  circulas  ahgd  triangulo  e  equalis,   secuadum    5 
qnod  ante  narrauimus  in  propositione.     dico  itaque  ^  quod  eins  mensura 
ipsins  mensore  equatur. 

quod  si  non  ita  fuerit,  tunc  circnlus  aut  maior  aut  minor  eo  erit. 
sit  itaque  primo  maior.  faciam  autem  in  circulo  quadratum  ahgdy  secabo 
antem  arcnm  a5  in  duo  media  super  punctum  fet  arcus  ei  similes  simi-  10 
liter,  et  copulabo  af  et  fb  et  ei  similes.  iam  ergo  separatum  est  etiam 
ex  residuis  portionibus  cirouli  ahgd  plus  medietate  ipsarum  et  est  afb 
et  aibi  similes.  cum  ergo  fecerimus  ita  seoundum  illnd ,  quod  sequitur, 
remanebunt  portiones,  que  erunt  minores  quantitate  eins,  quod  circnlus 
•ddit  super  triangulum,  et  etiam  figura  tunc  rectilinea  polligonia,  quam  16 
continet  circnlus,  erit  maior  triangulo.  sit  itaque  figura  illa  afb  et  eins 
similes. 

ponam  autem  centrum  circuli  n  et  producam  perpendicnlarem  n8\ 
linea  igitur  ns  est  minor  uno  duorum  laternm  trianguli  continentium 
rectum  angulnm.  et  linea  circumdans  poligonium  est  minor  reliquo  20 
Ifttere  ipsorum ,  quoniam  ipsa  etiam  est  minor  circumferentia  circuli.  quod 
«Qtem  fit  ex  multiplicatione  unius  duorum  laternm  trianguli  continentium 
iBctnm  angulum  in  alterum  et  est  duplum  trianguli,  est  plus  aggregato 

11)  eij  8cr.  eiB. 
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en  ns  linea  in  lineam  circumdantem  poligonium  et  est  duplam  poligoniL 
cum  igitnr  illud  ita  sit,  tunc  triangulas  est  maior  poligonio.  sed  iam 
fuerat  minor;  et  hoc  quidem  est  contrariam  et  impossibile. 

(Fig.  2.)  sit  etiam  circnlus  minor  triangalo  e,  si  faerit  illud  possibile;  de- 

5  Bcribam  autem  super  circulum  ipsum  quadratum  continentem  ipsum  sitque 
quadratus  qc.  et  iam  quidem  separatum  est  ex  quadrato  qc  plus  me- 
dietate  eins  et  est  circulus.  diuidam  autem  arcum  5  a  in  duo  media  et 
arcns  sibi  similes  in  duo  media,  linee  ergo,  que  transennt  per  pnncta 
sectionum,  contingunt  circulum.    tunc  linea  gt  iam  diuisa  est  in  duo  media 

10  super  f,  et  linea  cf  est  perpendicularis  super  gt  et  similiter  linee  ei  similes. 
et  quoniam  linee  gc  et  et  sunt  maius  zt,  et  est  earum  medietas  maior 
medietate  ipsius,  tunc  linea  et  est  maior  tf^  que  est  equalis  tb,  ergo 
triangulus  fet  est  maior  medietate  figure  fcb;  et  multo  plus  illo  erit 
maior  medietate  figure  fch,  que  continetur  duabus  lineb  fc,  eh  et  arco 

16  hf.  et  similiter  erit  triangulus  efe  maior  medietate  figure  efa.  ergo 
totus  tcg  est  maior  medietate  figure  afhc^  que  continetur  duabus  lineifl 
ae,  eh  et  arcu  afh,  et  similiter  sunt  trianguli  similes  sibi  plus  medie- 
tate portionum  aliarum  sibi  similium.  cum  ergo  fecerimus  illud  in  eo, 
quod   sequitur,  remanebunt  portiones  super  circulum,   que,  cum  aggre- 

20  gabuntur,  erunt  minus  augmento  trianguli  e  supra  circulum  ahgd,  rema- 
neat  ergo  portio  fga  et  portiones  sibi  similes.  figura  igitur  rectilines, 
que  circulum  continet,  erit  minor  triangulo  6.  sed  hoc  quidem  est  im- 
possibile, quoniam  fuit  maior,  et  illud  ideo,  quoniam  nfequatur  catfaeto 
trianguli ,  et  linea  continens  poligonium  est  maior  reliquo  latere  trianguli, 

25  quod  continet  rectum  angulum,  eo  quod  sit  maior  linea  circumdante 
circulum;  illud  ergo,  quod  fit  ex  multiplicatione  fn  in  lineam  continen- 
tem figuram  poligoniam,  est  maius  eo,  quid  fit  ex  multiplicatione  aniiu 
duorum  laterum  trianguli  continentium  rectum  angulum  in  alterum.  non 
est  igitur  ci^c^l^s  minor  triangulo  e.     et  iam  quidem  ostensum  fait  in 

30  hiis,  que  premissa  sunt,  quod  ipse  non  est  maior  eo.  circulus  igitnr 
ahgd  est  equalis  triangulo  6.  Et  etiam  quia  area  trianguli  e  est  eqoalis 
ei,  quod  fit  ex  multiplicatione  perpendicularis  sue  in  medietatem  basis 
ipsius,  et  eins  perpendicularis  est  equalis  medietati  diametri  ahgd  e^ 
basis  eins  equalis  circumferencie  circuli  ahgdy  tunc  quod  fit  ex  mnlti- 

86  plicatione  eins  in  medietatem  sectionis  circumferencie,  est  area  fignre 
accepta  equalis  aree  trianguli  e.  et  propter  hoc  erit  multiplicatio  me- 
dietatis  diametri  in  medietatem  porcionis  circumferencie  area  figure,  qne 
continetur  ab  illa  porcione  et  duabus  lineis  egredientibus  a  duabus  ez- 
tremitatibus  porcionis  ad  centrum. 


9)  est]  m.  reo.  15)  cfa'\  efa  cfa.  20)  remaneatj  remanei  21)  igitur]  igitnr 
tttnc(?)  m.  rec.  28)  n/^  Ifnf,  27)  multipHoatione]  multiplioationem.  86)  acceptaj 
fort,  accepte? 
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et  est  illad,  cains  uolaimas  declarationem. 

n.   Proportio  aree  omnis  circali  ad  quadratum  diametri  ipsius  est 
sicat  proportio  undecim  ad  quatnordecim. 

(Flg.  3.)     ezempli  causa  sit  linea  ah  diametnis   circuli,  et  super 
ipsam  qnidem  faciam  qoadratum  hg  sitque  dg  medietas  de,  et  sit  linea    6 
eß  septima  gd.    et  quia  proportio  triangnli  age  ad  triangalam  agd  est 
sicat  proportio  III  ad  I,  et  proportio  triangali  a^d  ad  triangulum  ae0 
est  sicat  proportio  VII  ad  I,  tanc  propter  illud  fit  triangali  age  pro- 
portio ad  triangulum  agd  sicut  proportio  XXII  ad  VII.    quadratum  uero 
gh  est  qnadruplum  trianguli  adg^  et  triangulus  agg  est  equalis  circulo  10 
ah^  qnoniam  perpendicularis  ag  est  equalis  linee,  qae  egreditur  e  centro 
dreoli  ad  lineam  ipsum  circumdantem ,  et  basis  gg  est  equalis  circum- 
ferencie  circuli,  qnoniam  plus  est  triplo  diametri  ipsias  et  VII*  diametri 
fere.     iam   igitur  uerificatum  est,   quod  diximus,   quod  proportio  circuli 
ah  ad  quadratum  gh  est  sicut  proportio  XI  ad  XIIII.     et  illud  est,  quod  15 
nolaimus  declarare. 

III.  Omnis  linea  coutinens  circulum  addit  super  triplum  diametri  ipsius 
mxauB  septima  et  plus  X  partibus  septuaginta  unius  partium  diametri. 

(Fig.  4.)  exempli  causa  sit  linea  ag  diametrus  circuli  ag^  sitque 
eins  centrum  e^  ei  linea  de  sit  contingens  circulum,  et* sit  angulus  eeg  20 
tertia  anguli  recti.  ergo  proportio  ez  ad  eg  est  sicut  proportio  CCCVI 
ad  CLIII.  diuidam  autem  angulum  eeg  in  dno  media  linea  he,  ergo 
proportio  ee  Q.d  eg  est  sicut  proportio  eh  ad  gh.  ergo  proportio  ee  et 
cg  coniunctorum  ad  eg  est  sicut  proportio  eg  ad  gh.  fit  ergo  proportio 
^9  ad  gh  maior  proportione  quingentoram  LXXI  ad  CLIII.  ergo  pro-  26 
Portio  eh  in  potentia  ad  hg  in  potentia  est  plus  proportione  CCC  milium 
et  XLIX  milium  et  CCCCL  ad  XXIII  milia  et  CCC  et  IX.  ergo  pro- 
portio eins  ad  ipsam  in  longitudine  est  maior  quingentorum  proportione 
et  XCI  et  octaue  ad  CLIII.  et  angulum  quoque  heg  diuidam  in  duo 
media  linea  et.  ergo  secundum  similitudinem  eins,  quod  diximus,  de-  30 
claratur,  quod  proportio  6^  ad  ^^  est  maior  proportione  MCLXII  et  octaue 
ad  CLIII.  ergo  proportio  ^e  ad  ^^  est  maior  proportione  MCLXXII  et 
octaue  ad  CLIII.  angulum  quoque  teg  diuidam  in  duo  media  linea  ek, 
proportio  igitur  eg  tid  gJc  est  maior  proportione  MMCCCXXXIIII  et  qaarte 


Fig.  3  ist  zum  Theil  weggeschnitten,  so  dass  die  Buchstaben  dege  fehlen. 
6)  gd]  dgd,  quia]  '/quia,  mg.  m.  1:  Vvel  sie.  et  quia  gd  est  septupla  ...  ee  et 
^^  dapla  dg,  erit  ergo  ge  continens  ee  uicesies  et  semel.  ergo  proportio  ge  totalis 
^  ez  est  sicut  proportio  XXII  ad  I.  ergo  proportio  trianguli  age  ad  triangulum 
<>6'  est  sicut  XXn  ad  I.  17)  linea] -a  in  ras.  m.  1.  18)  Mg.  m.  1:  sudor  Archi- 
menidis.  2i)  Mg.  m.  1:  quia  linea  ee  est  dupia  ad  lineam  ^xr  ex  4  et  82  et  6 
primi  euclidis  protracta  ^<2  ad  equalitatem  dz.  28)  ee]  (alt.)  corr.  ez  0  m.  1.  et] 
^^^    26)  ad]  (alt.)  supra  scr.  m.  1.    Mg.  m.  1:  ex  a...  et  VIII  quiuti.    27)  CCC]  t 

wr.  CCCC.    29)  et]  (pr.)  supra  scr,  m.  1. 
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ad  CLIII.  et  angolum  etiam  keg  diüidam  in  dno  media  linea  le,  pro- 
portio  ergo  eg  2Ä  gl  m  longitadine  est  maior  proportione  IIII  milinm  et 
DC  et  LXXIII  et  medietatis  ad  CLIII.  et  quia  angalas  aeg  fdt  tertia 
angnli  recti,  oportet,  nt  sit  angulns  leg  quadragesima  octana  pars  an- 

6  gnli  rectL  faciam  antem  snpra  panctnm  e  angulum  equalem  angolo  leg 
sitque  angulns  gem\  angulns  igitnr  lern  est  XXIIII*  pars  recti  angnli 
linea  ergo  recta  Im  est  latns  fignre  poligonie  continentis  circnlnm  et 
habentis  XCVI  angnlos  equales.  et  qnoniam  iam  declaranimns ,  qnod 
proportio  eg  ad  gl  est  maior  proportione  IIII  milinm  et  DC  et  LXXIII 

10  et  medietatis  ad  CLIII,  et  duplnm  eg  est  linea  ag  et  dnplnm  gl  est 
linea  Zm,  et  sequitnr,  ut  sit  proportio  ag  ad  lineam  circnmdantem  fign- 
ram  poligoniam  XCVI  angulorum  maior  proportione  IIII  milinm  DC  et 
LXXIII  et  medietatis  ad  Xilll  milia  et  DC  et  LXXXYIII.  et  illnd 
qnod   est  plus  triplo  eins  secnndum  qnantitatem  sezcentomm  LXVII  et 

15  medietatis,  cnius  proportio  ad  IIII  milia  et  DC^*  et  LXXIII  et  medie- 
tatem  est  minor  septima.  oportet  ergo ,  nt  sit  figura  poligonia  contine&B 
circnlum  plus  triplo  diametri  ipsins  per  id,  qnod  est  minus  septima 
diametri  et  plus  diminutione  linee  continentis  circnlnm  a  triplo  dia- 
metri eins  et  septima. 

20  (Fig.  5.)     at  sit  circulus,  cnius  diametrus  ag. 

describam  autem  in  ipso  latns  ezagoni,  quod  sitp5.  angnlus  igitor 
gab  est  tertia  recti.  ergo  proportio  alhAhg  est  minor  proportione  Met 
CCC^'  et  LI  ad  septingenta  octoginta,  propterea  quod  proportio  agsAgl 
est  sicut  proportio  M  et  D  et  LX  ad  DCCLXXX,  qnoniam  a^  est  dnpla 

26  gh.  Diuidam  autem  angulnm  gab  in  duo  media  linea  ah,  et  quia  angalas 
hah  est  equalis  angulo  hag  angnlo  hag  communi,  ernnt  anguli  triangoli 
ahg  equales  angulis  ahg.  ergo  proportio  ah  ad  hg  est  sicut  proportio  ah 
Bd  his  ei  sicut  proportio  a^  ad  ^0  et  sicut  ga  ah  coniunctamm  ad  hg. 
et  ex  eo  declaratur,  quod  proportio  ah  ad  hg  est  minor  proportione  daorom 

30  milinm  et  DCCCC*^'  et  XI  ad  DCC*»  et  LXXX,  et  quod  proportio  ag 
ad  hg  est  minor  proportione  trium  milinm  et  XIII  et  medietatis  et 
quarte  ad  DCCLXXX.  diuidam  autem  angulnm  g ah  in  dno  media  linea 
at  declarabitnr  ergo  ex  eo,  quod  premisimns,  quod  proportio  a^  ad  <^ 
est   minor  proportione  V  milinm  et  DCCCC  et  XIIII  et  medietatis  et 

35  quarte  ad  DCCLXXX;  et  illud  est  sicut  proportio  MDCCC  et  XXIII  ad 
CCXL,  qnoniam  proportio  cuiusque  duomm  numeromm  primomm  ad 
snum  reliqnum  duomm  numeromm  posteriomm  est  sicut  proportio  triam 


10)  linea]  sapra  scr.  m.  1.  Im]  Ira?  12)  milinm]  snpra  sor.  m.  1.  U) 
quod]  ^^  fort,  quidem.  LXVII]  seq.  ras.  1  litt.  18)  et  plus  —  19)  eiasj  bis. 
83)  septingenta]  septuaginta.  24)  et  D]  ad  D.  26)  hag]  (alt)  scr.  ahg.  29)  Mg. 
m.  1:  qnoniam  proportio  ab  ad  he  est  tanqnam  ag  ad  gg  per  8  sexti  et  permn- 
tatim.    34)  XIIII]  scr.  XXIV.    36)  numerorum]  name~^.    87]  reUqnnm]  (?)  rrm. 
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et  qoarte  ad  nnam.    fit  ergo  proportio  ag  vA  gt  minor  proportione  M 
et  DCCC  et  XXXVIII  et  IX  andecimamm  partium  anius  ad  CCXL.     et 
etiam  diaidam  angulum  tag  in  duo  media  linea  ak,    ergo  proportio  ak 
ad  kg  est  minor  proportione  triam  milinm  et  DC  et  LXI  et  IX  nndeci- 
manun    onios   ad  CCXL;    et   illad    est   sicut   proportio   M    et  YII  ad    6 
LXYIy    quoniam    proportio  cuiusqne   duomm   numeromm  primonim  ad 
saom    reliqanm    duoram    numeromm    postremorum   est   sicut   proportio 
XL  ad   XL      ergo  proportio   ag   ad   kg  est  sicut  proportio  M  et  IX 
et  sezte    ad    LXYI.      angulum    quoque    kag    diuidam    in   duo    media 
linea  ah      ergo  proportio  al  sd  lg  est  minor  proportione  duum  miliom  10 
et  XVI  et  sezte  ad  LXYI.     ergo  proportio  ag  ad  ^2  est  minor  propor- 
tione duum  milium  et  XVII  et  quarte  ad  LXVI.    cum  ergo  connertimus, 
fiet  proportio  linee  continentis  figuram  poligoniam,  cuius  unumquodque 
laterum  est   latus  ezagoni,   ad  diametrum  maior  proportione  VI  milium 
CCC*«'  et  XXXVI  ad  duo  milia  et  XVII  et  quartam.     sed  proportio  VI  16 
milium  et  CCÖ  et  XXXVI  est  plus  triplo  II  milium  et  XVII  et  quarte 
secundum  plus  X  partibus  LXXI"  partium  unius.     ergo  linea  continens 
figuram    poligoniam  habentem  XCVI  angulos,    quam  circulus  contineti 
addit  super  triplum  diametri  eins  plus  X  partibus  LXXI  partium,    et  fit 
aagmentum   eins,     fit  ergo  linea  continens  circulnm  plus  tripla  diametri  20 
secundum  id,  quod  est  plus  X  partibus  LXXI  partium,  et  fit  augmentum     • 
eias  super  hanc  quantitatem  plus  augmento  laterum  figure  poligonie. 

linea  ergo  continens  circulum  addit  super  triplum  diametri  eins 
minus  septima  ipsius  et  plus  X  partibus  LXXI.  et  illud  est,  quod  de- 
ciarare  uoluimus.  26 

Voranstehende  üebersetzung  der  %vnXov  (UtQtiiSig  des  Arohimedes 
ist  dem  so  yiele  seltene  Beste  der  mathematischen  Lehrbücher  des  Mittel- 
alters enthaltenden  cod.  Dresd.  lat  Db86  entnommen,  den  Curtze  Zeitschr. 
f.  Math.  u.  Phjs.,  hist.4ii  Abth.  1883  sorgföltig  beschrieben  hat.  Sie  steht 
darin  foL  ITö""— 176^  178'.  Eine  zweite  Handschrift  derselben  ist  mir 
rieht  bekannt,  und  die  üebersetzung  scheint  im  Mittelalter  wenig  verbreitet 
gewesen  zu  sein;  wenigstens  habe  ich  nur  eine  Anführung  daraus  gefunden, 
nSmlieh  bei  Bradwardin,  Geometria  speculativa  (Paris  1530)  V,  5:  sup- 
pono  unam  propositionem  Archimenidis  de  mensura  circuli  et  erit  mihi 
petitio,  quoniam  eam  demonstrare  requireret  maiorem  tractatum,  quam  sit 
istod  capitnlum,  et  est  ista  propositio:  omnis  circulus  triangulo  orthogonio 

1)  et]  corr.  ex  ad  m.  1.  6)  CCXL]  DCCXL.  7)  reliqaum]  rPm.  11)  et  sezte  - 
12)  XVII]  mg.  m.  1.  18)  figuram]  figugram.  17)  secundum]  J^,  19)  et  fit  aug- 
laentom  eins]  sopra  haec  scr.  ya-cat  m.  1.  20)  tripla]  -a  e  corr.  m.  1.  24)  quod] 
4^*  —  Mit  qaanti-,  Z.  22,  endet  fol.  176  ▼,  mg.  m.  1:  yerte  folium  primum  i^.  Die 
FortsetkUDg  fol.  178 '  p,  Fol.  177  ist  von  dem  Anfang  einer  andern  Abhandlung 
^ofgenommen,  die  fol.  178'  fortgesetzt  wird;  ein  Vogel  in  mg.  weist  darauf  hin. 
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est  equalis,  cuias  unum  daomin  rectum  laterum  angulum  continentium  est 
semidiameter  circuli ,  et  latus  alterum  equatur  linee  continenti  circulam.  est 
autem  proportio  liuee  continentis  circulum  ad  diametrum  tripla  sesquiseptima. 
Wo  man  sonst  die  Erwähnung  derselben  erwartet,  werden  andere  Quellen 
über  Ereisquadratnr  herangezogen,  wie  z.  B.  bei  Albertus  de  Sazonia, 
Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phjs.  XXIX,  hist-lit.  Abth.  S.  91:  sexta  conclusio:  om- 
nis  circulus  est  equalis  triangulo  orthogene,  cuius  alteram  laterum  rectum 
angulum  continentium  est  equale  circumferentie  in  rectam  extense,  et  reli- 
quum  latus  rectum  angulum  continentium  est  equale  semidiametro  einsdem 
circuli,  wo  die  abweichende  Fassung  die  Verschiedenheit  der  Quelle  bewdst, 
und  ausserdem  Archimedes  nicht  als  Urheber  genannt  ist. 

Ich  habe  die  Lesart  des  Dresd.  wiedergegeben  bis  auf  einige  orthogra- 
phische Kleinigkeiten;  auch  die  Figuren  entsprechen  genau  denjenigen  der 
Hds.;  nur  ist  darin  zu  prop.  I  noch  ein  Stern  mit  Wer  Spitzen  gezeichnet» 
mit  dem  Buchstaben  h  bezeichnet,  dessen  Bedeutung  mir,  verborgen  ge- 
blieben. Zweifelhaft  ist  mir  die  Abbreviatur  rl'm  S.l44,i87  und  46,  7;  denn 
reliquum  befriedigt  den  Sinn  nicht,  vielleicht  relatum  (entsprechend). 

Dass  die  üebersetzung  nicht  direct  aus  dem  griechischen  Originaltext 
stammt,  wird  Jedem  sofort  einleuchten,  der  mittelalterliche  Uebersetzungen 
nach  dem  Griechischen  eingesehen  hat;  da  entspricht  jedes  lateinische  Wort 
einem  griechischen,  und  wenn  man  mit  der  Terminologie  der  griechischen 
Mathematiker  vertraut  ist,  fühlt  man  aus  den  lateinischen  Wörtern  leicht 
die  griechischen  Termini  heraus,  was  hier  nicht  der  Fall  ist.  Also  rnnss 
sie  durch  das  Arabische  gegangen  sein,  und  dafür  spricht  auch  schon  der 
Titel  mit  der  weitläufigen  Umschreibung  des  kurzen  griechischen  Ansdrocks 
und  mit  der  Namensform  Archimenides.  Andere  Phrasen ,  die  für  arabische 
Vermittelung  zeugen,  finden  sich  S.41,  6:  eins  mensura  ipsius  mensure  equa- 
tur, S.  41,  13:  secundum  illud  quod  sequitur  (d.h.  fortwährend),  S.41, 83: 
et  est  duplum  trianguli,  est  plus  aggregato  ex  etc.,  S.  42,  18:  in  eo  qnod 
sequitur,  S.  43,  30:  secundum  similitudinem  eins  quod  diximus  (d.  h.  in  der- 
selben Weise  wie  vorher,  die?  t«  «vtct),  S.  45,  19  flgg.  u.  s.  w. 

Nun  wissen  wir  nur  von  einer  einzigen  Üebersetzung  einer  Schrift  des 
Archimedes  nach  dem  Arabischen,  nämlich  von  Qherardo  da  Gre- 
mona,  unter  dessen  uebersetzungen  (Boncompagni,  DeUa  vita  e  delle 
opere  di  Gherardo  Cremonese.  Roma  1851)  angefahrt  wird:  Arehimenidis 
tractatus  I;  es  liegt  also  nicht  allzufern,  zu  vermuthen,  dass  der  „tractotns 
unus**  die  hvkXov  (iihgriaigy  und  dass  unsere  Üebersetzung  von  Qherardo  stf' 

Die  üebersetzung  schliesst  sich  in  propp.  II  —  III  dem  griechischen 
Text  eng  an,  in  prop.  I  weniger,  indem  sie  hier  mehrere  Erweiterungen  der 
sehr  gedrängten  griechischen  Darstellung  hat.  Schon  die  Fassung  der  ngo- 
xaaig  ist  besser  und  logischer,  als  die  unzweifelhaft  verunstaltete  (s.  Arcfai* 
medis  opp.  I  S.  259  not.  l)  unserer  Handschriften.  Auch  S.41,  5  ist  rich- 
tiger als  Archim.  I  8.  258,  6,  und  die  ganze  Vorbereitung  des  Beweises  in 
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prop.  I  8.41,  11—17,  die  darauf  hinanslttaft,  dle-^Anwea^afi^  von  Elem. 
X,  1  zu  ermöglichen,  und  die  im  griechischen  Text  hier  nur  durch  das 
riSri  I  S.  258,  9  angedeutet  ist,  ist  wenigstens  im  Geiste  des  archimedischen 
Beweises  und  ist  im  zweiten  Theil  ausführlicher  berücksichtigt  (I  B.  260, 
10 — 12),  wo  die  lateinische  Fassung  S.  42,  6figg.  ebenfalls  klarer  und  ge- 
nauer ist  Auch  die  Einleitung  (8. 41,  8)  und  der  Abschluss  (S.  42,  28  ügg.) 
des  Beweises  ist  streng  euklidisch,  während  die  griechische  Fassung  flüch- 
tiger und  summarischer  ist.  Man  könnte  also  versucht  sein,  in  der  arabisch- 
lateinischen  Bearbeitung  die  ursprünglichere  Gestalt  von  prop.  I  zu  sehen. 
Es  bleibt  doch  aber  zweifelhaft,  ob  der  arabische  üebersetzer  wirklich 
bessere  griechische  Vorlagen  hatte,  oder  ob  er  nicht  vielmehr  seiner  Ver- 
trautheit mit  der  euklidischen  Form  seine  Beeserangen  verdankt  Für  die 
letztere  Auffassung  spricht,  dass  wenigstens  die  an  sich  oorrecte  Einleitung 
des  apagogischen  Beweises  8.  41,  8:  quod  si  non  ita  fuerit,  tunc  circulus 
aat  maior  aut  minor  erit,  nicht  nur  beiArohimedes  fehlt,  sondern  auch 
in  dem  (etwas  umgestalteten)  Beferat  bei  Pappus  I  8.314,8  (Zenodor 
De  isoperimetris  bei  Hultsch,  Pappus  III  8.  1196  hat  sie),  wurde  also 
jedenfalls  vom  üebersetzer  in  seiner  Vorlage  Jiicht  vorgefunden.  Der  Schluss 
8.  42,  28  steht  allerdings  bei  Pappus  I  8.  316,  18,  aber  etwas  kürzer.  Auch 
die  verdeutlichenden,  aber  nicht  gerade  nothwendigen  Zusätze  8.  41,  21  ügg. 
and  8.  42,  26  flgg.,  sowie  8.  45,  4,  der  mit  der  Vermuthung  Wallis' 
Archim.  I  8.  270,  1  zusammentrifft,  sind  Interpolationen  nicht  unfthnlich, 
ebenso  der  auf  die  Construction  bezügliche  Zusatz  8.  44,  21,  welcher  dadurch 
besonders  verdftchtig  ist,  dass  durch  ihn  der  offenbare  Fehler  8.45,  13:  cuius 
nnnmquodque  laterum  est  latus  exagoni  (Archimedes  hat  nur  rov  »oAv- 
ytivov  I  8.  270,  6,  d..h.  des  96 -Ecks)  veranlasst  ist.  Das  Corollarium  zu 
prop.  I  8.  42,  81  ügg^j  das  allerdings  etwas  unklar  ist,  aber  doch  unzweifel- 
baft  die  Arealberechnnng  eines  8ectors  lehrt,  scheint  auch  sicher  unecht, 
da  es  hier  nichts  zu  thun  hat.  Es  fehlen  auch  nicht  andere  sichere  An. 
leichen  der  Interpolation.  8o  ist  8.  42,  8  linee  ergo  q^e  transeunt  per  puncta 
sectionum  contingunt  circulum  ungeschickt  für  I  8.260,8  xal  fjx^möav 
h^nxoiitvai  dia  xmv  örifidmvy  und  der  folgende  Beweis  (8.  42,  11 — 12)  für 
ct>tf]Bi  zu  weitlttuftig;  s.  Archim.  I  8. 260,  9.  Ebenfalls  8.  44,  26  Agg.  ist 
der  Beweis  für  die  Proportion  ga  +  ah:hg^=ah:hg  nicht  der  ursprüngliche; 
denn  selbst  nach  Berichtigung  des  falschen  hag  Z.  26  paßst  communi 
QTir  für  die  Fassung  des  Beweises  bei  Archimedes  I  p.  268,  Iflgg.;  die 
Dreiecke  ahg^  ahg  haben  eben  keinen  angulus  communis.  Weniger  ent- 
«sbeidend  ist  die  Aenderung  8. 44,  8  =  Archim.  I  8.  266,  4  und  der  umstand, 
^  im  Lateinischen  prop.  I  zwei  Figuren  hat  und  infolge  dessen  im  zweiten 
"l^sil  des  Beweises  andere  Buchstaben,  als  der  griechische  Text,  der  nur 
eine  Figur  kennt. 

Ba  also  einige  der  Abweichungen  entschieden  dem  arabischen  Bearbeiter 
^angerechnet  werden  müssen ^  ist  es  nicht  unwahrscheinlich,  dass  die  Nen- 
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gestaltang  von  prop.  I  überhaupt  von  ihm  herrührt.  Und  diese  AalÜEusniig 
findet  darin  eine  Stütze ,  dass  die  Uebersetzung  sonst  dieselbe  Ueberlieferong 
und  dieselben  Fehler  bietet,  als  unser  griechischer  Text.  Nicht  nur  steht 
prop.  II  vor  prop.  IH,  was  gewiss  ursprünglich  nicht  der  Fall  war,  da  sie 
Ton  prop.  III  abhängt;  sondern  aach  im  Einzelnen  finden  wir  dieselben  In- 
terpolationen,  wie  farJKBi  I  S.  266,  2  (fehlt  bei  Eutooius)  »  8.44^2  in 
longitudine,  der  falsche  Zusatz  I  S.  266,  21^22  ss  8.  44,  23  (nur  angepasst 
durch  propterea  quod  statt  di),  ebenso  I  8. 262,  13—16  =  8.  43,  Hflgg.  (nur 
etwas  besser  gestaltet).  Endlich  deutet  das  unrichtige  est  sicut  8.45,8 
darauf,  dass  dem  üebersetzer  ein  ähnlich  corrumpirter  Text  vorlag,  als  uns 
Archim.  I  8.  270,  2. 

Nicht  schwer  wiegen  dagegen  die  Stellen,  wo  offenbare  Fehler  der 
griechischen  Hdss.  in  der  uebersetzung  nicht  wiederkehren  (wie  I  8.  264,  3, 
wo  das  unrichtige  rj  des  Cod.  F.  fehlt,  I  8.  264,  6—7,  wo  die  Interpolation 
ivaXXa^  xttf  avv^ivvi  fehlt,  wohl  auch  I  8.  262,  13,  wo  statt  ATJZ  ans 
regelmässige  ag0  steht).  Denn  da  der  arabische  Üebersetzer  jeden&lls  den 
Inhalt  vollkommen  verstand  und  die  griechische  geometrische  Form  voll- 
ständig beherrschte,  kann  er  selbst  diese  Verbesserungen  vorgenommen 
haben,  ebenso  wie  die  Richtigstellung  der  in  unseren  Hdss.  oft  verschrie- 
benen Zahlen  (I  8.  266,  2,  21;  268,  12,  U,  15,  16;  270,  1,2,7,  8,  9, 12). 
Direct  anwendbar  für  die  Herstellung  der  ursprünglichen  Gestalt  der  kvxIov 
liivgtiaig  ist  unsere  uebersetzung  also  kaum ;  sie  steht  im  Wesentlichen  auf 
demselben  Boden ,  als  unsere  griechische  üeberliefemng.  Aber  als  eine  der 
sparsamen  Quellen  des  mathematischen  Wissens  im  Mittelalter  scheint  sie 
mir  doch  interessant  genug,  um  der  Herausgabe  gewürdigt  zu  werden.  She 
das  Material,  das  noch  vielfach  in  Handschriften,  namentlich  alter  Kloster- 
bibliotheken,  verborgen  liegt,  ans  Tageslicht  gezogen  worden  ist,  können 
wir  uns  ja  überhaupt  nur  eine  blasse  Vorstellung  von  dem  mathematischen 
Wissen  und  8treben  des  Mittelalters  bilden  und  die  beiden  Kanäle,  wodurch 
.  ihm  dieses  zugeführt  .worden  (direct  vom  Griechischen  oder  durch  Vermitte 
lang  des  Arabischen),  nicht  verfolgen,  noch  ihre  Ergiebigkeit  bemessen. 


EnUid's  Elemente  im  Mittelalter. 

Für  die  schwierige  Frage,  wie  die  üebersetzungen  Adelhard*s  und 
Gampano*8  von  den  Elementen  sich  zu  einander  verhalten,  hat  bekanntlich 
M.  Curtze,  Philolog.  Bundschau  I  (1881)  8.  943  flgg.  neues  Material  bei- 
gebracht. In  diesem  Aufsatze  berichtet  er  nämlich  nach  Mittheilungen  Ton 
Herrn  G.  Meyer,  damals  Bibliothekssecretär  in  München,  über  zweiMOn- 
ebener  Handschriften  cod.  lat.  13021  {R)  und  cod.  lat.  560  (q  bei  Fried- 

DigitizedByLjOOQle 


Beitrage  zur  Geschichte  der  Mathematik  im  Mittelalter.  49 

leio,  Boetius  p.  373)   and  entwickelt  in   Anschluss  an  Meyer  folgende 
Ansichten  tther  ihr  Verhfiltniss  zu  Adelfaard-Campano: 

B  stimmt  sehr  oft  mit  dem  Wortlaut  der  S&tze  in  den  gewöhnlichen 
Handschriften  der  üehersetzung  von  Adelhard-Campano,  aber  in  mehreren 
Sfttzen  weicht  er  davon  ab  und  stimmt  dann  mit  dem  griechischen  Text 
und  mit  dem  sogenannten  Boetius,  Schriften  d.  röm.  Feldmesser  I  S.  377 flgg. 
Wir  haben  also  in  R  eine  ältere  lateinische  üehersetzung,  die  fttigmenta- 
risch  auch  in  q  vorliegt  und  von  Adelhard  für  die  Sätze  benutzt  wurde, 
während  er  die  Beweise  (und  den  Wortlaut  der  mit  B  nicht  stimmenden 
Sätze)  aus  dem  Arabischen  übersetzte. 

Durch  eine  Nachprüfung  dieses  Materials,  die  ich  in  diesem  Sommer 
in  München  vornahm,  bin  ich  in  Bezug  auf  i2  zu  einem  wesentlich  andern 
Resultat  gekommen,  und  da  die  Sache  für  die  Geschichte  der  Euklid -Stu- 
dien im  Mittelalter  von  Wichtigkeit  ist,  werde  ich  hier  meine  Auffassung 
darlegen. 

Zuerst  einige  weitere  Notizen  über  die  fraglichen  Münchener  Hand* 
Schriften. 

Cod.  Monac  lat.  13021,  fol.,  pergam.,  saec.  XII  besteht  aus  zwei  ver- 
schiedenen Handschriften,  von  denen  die  zweite  (fol.  212flgg.  Ghalcidius  in 
Timaeum) ,  von  einer  andern  Hand  geschriebene  uns  hier  nicht  angeht.    Der 
erste  Theil   enthält  eine  Sammlung  von  Lehrbüchern  für  das  Quadrivium, 
wie  sie  im  Mittelalter  gebräuchlich  waren,  nämlich  für  Arithmetik  fol.  1  die 
Arithmetik   des   Boetius,  für  Astronomie   fol.  27   ein  anonymes  Lehrbuch, 
fol.  69  Heremanni  de  astrolabio,  fol.  72  Gerbert  von  demselben  Instrument, 
fol.  79  Heremanni  de  compositione  horolog.,  fol.  87  liber  iudiciorum  Mes- 
sehahlach,  für  Musik  fol.  97  Boetii  musica^   fol.  150  Guidonis  michrologus, 
fol.  157  Guidonis  musica,  fol.  163  anonymus  de  fistularum  mensura,  für  Geo- 
metrie endlich  fol.  164  die  propositiones  von  Euklid's  Elem.  I— XV,  das  uns 
hier  beschäftigende  Stück,  foL  188   „Gerberfs**  Geometrie  ohne  Verfasser- 
luunen,  fol.  194  die  sogenannte  Geometrie  des  Boetius.      Am  Schluss  der 
Handschrift  auf  der  sonst  leeren  Seite  fol.  211^  steht  folgende  Bemerkung: 
umo  domini  MCG  nonagesimo  VII    feria  secunda  in  annuntiatione  beate 
virginis  sub  domino  ulrico  abbate  huius  loci  XVI  ^  magister  wemherus  me- 
dicus  canonicus  veteris  capelle  Bat(isbonensi8)  amicus  domini  abbatis  et 
omnium  fratrum  specialissimus  hunc  librum  ex  diuersimoda  secessione  ante 
moltos  annos  perditum  et  a  memoria  omnium  quasi  funditus  substractum 
snä  pecunia  aput  quendam  aurificem,   qui  ipsum  venalem  publice  portabat, 
comparauit   et  ipsum  pro  remedio  anime  sue  ad   honorem   [sancti  Georgi 
patroni  nostri   ecclesie   in  Prufening]*  restituit  sine  omni  ipsius  dampno 
^beraliter  et  precise,  unde  etatuimus,  ut  nullus  ipsum  deinceps  extra  septa 
^esie  audeat  commodare.     Die  Handschrift  entstammt  also  dem  Kloster 


^  Die  eingeklammerten  Worte  in  Rasur,  doch  von  derselben  Hand. 

Digitized  by  VjOOQ IC 


50 


Historisch  -  literarische  Ahtheilang. 


Prüfening  bei  Begensburg  (von  dessen  Bibliothek  s.  Becker,  Gatalogi  biblio- 
thecarum  antiqni  nr.  95  p.  209figg.  und  nr.  198  p.  291)  and  ist  ohne  allen 
Zweifel  daselbst  geschrieben. 

Cod.  Monac.  lat.  560,  4^  pergam.  saec.  XI  ex  libris  H.  Schedelii,  dann 
der  alten  bibliotheca  electoralis  angehörig,  enthält  fol.  1'  astronomische 
Tafeln,  fol.  1^  eine  Abhandlung  über  das  Astrolabium,  fol.  14^  de  orol(og)io 
secundum  Alchoram,  fol.  20  Firmicus  Matemus,  fol.  61  Astrologisches, 
fol.  89  astronomia  auctoritato  cniusdam  Arati,  fol.  97  Arati  genas,  fol.  98 
bis  121  Scholia  in  Aratum,  und  schliesst  fol.  149^—150  mit  einer  Auf- 
zählung slavischer  Völker.  Der  näheren  Beschreibung  des  uns  hier  allein 
interessirenden  Theiles  fol.  122 — 149'  stelle  ich  gleich  die  Beschreibung 
eines  eng  verwandten  Bamberger  Codex  zur  Seite.  Es  ist  Cod.  Bamberg. 
HJ.  IV,  22,  4®  pergam.  saec.  X  (worüber  vergl.  L.  v.  Jan,  Zeitschrift  ftr 
die  Alterthumswissenschaft,  1844  Nr.  55). 

Monac. :  Bamb. : 

fol.  122-128'=  Schriften  d.  röm.  Feldmesser  I  S.  393  fol.  l'-6' 

bis  406  (ohne  Ueberschrift). 
fol.  128^—129'  incipiunt  capitulationes  huius  libri.    tu 

qui   vis   perfectus    esse   geometricus   lege   ista 

omnia  . . .  des.  nam  qui  ignorant  regulam  huius 

artis  multa  opponunt  falsa  pro  ueris.    expliciunt 

capitulationes,  =  Boetius*  p.  1541. 
fol.  12U':    incipit   liber   Anicii    Manilii  Seuerini  Boetii 

geometricorum  elementorum  ab  Eudide  trans- 

latorum   ad    omnem    plenitudinem   huius  artis 

geometrie.     primum. 


fol.  129'— 129^:  quomodo  inventa  est  geometria.  unde 
Yocata  est  geometria.  quid  est  geometria.  quae 
utilitas,  qui  ordo,  qui  titulus  prescriptionis,  si 
proprius  codex,  in  quot  partes  eins  diuisio. 
Darauf  die  Antworten:**  inventam  esse  geo- 
metriam  . . .  des.  demonstratio  et  conclusio, 
=  Boetius  p.  1541—42. 

fol.  129^—132^:  Ueber  Zahlen,  ine.  restat  autem  nobis 
profundissimum  ...  des.  multitudinemque  pro- 
tenditur,  a=  Boetius  p.  1542—44. 


fol.  6^ 

(capitulationes]  ca- 
pitula). 

expliciunt  capitula- 
tiones] om. 

fol.  7'  (eine  rotbe 
Ueberschrift  weg- 
radirt,  darauf): 
explicit  liber  pri- 
mus.  incipit  de 
figuris. 

fol.  15^-16'. 


fehlt 


*  Opera  omnia,  Basil.  1670,  fol. » 

**  Z.  B.  fol.  129^:  tituli  inscriptio.  tituli  prescriptio  est  elementorum  qae 
figure  simpliciores  sunt  ex  bis  alie  componuntar  que  in  bis  etiam  resoluoutur.  ei 
proprius  codex,  codex  iste  secandam  dispositionem  Euclidis  esse  dicitur,  sccud- 
dum  demonstrationem  uel  inuentionem  figurarum  aiiomm  plerumque  esse  dicitar. 
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fol.  132^—134':  de  paribus  et  imparibae  nnmeris.  ine. 
discriptio  aatem  quae  subposita  . . .  des.  propo- 
sitnm  conuertamna,  =  Boetius  p.  1544—46. 
Darauf:  über  primae  geometrie  explicit. 

fol.  134i^:  ineipit  liber  secundus  artis  geometriae  de 
figuris. 

fol.  134^-137^:  =  Boetius  ed.  Friedlein  S.  373,  27  prin- 
cipium  —  S.  379,  24  mit  den  dort  aDgefQhrten 
Varianten  ^d.  i.  Elem.  I  defiP.,  postul.,  communes 
not;  Elem.  Ildeff.;  II,  1  propositio;  IIIdefT.; 
IV  deff.,  VI,  1  prop.;  2  deff.  von  Elem.  HI, 
die  vorher  defect  waren ;  vgl.  Friedlein  S.  379). 

fol.  137^—140':  ineipit  de  trianguli  ratione  et  linear  um 
=  Boetius  ed.  Friedlein  S.  380,  2-385,  3  (d.  i. 
die  Sätze  von  Elem.  I). 

fol.  140^-141'  =  Boetius  S.  385,  4-386,  23  (d.  i.  die 
Sätze  von  Elem.  II).  AmSchluss:  explicit  liber 
geometrice  artis  secundus.  Darauf:  ineipit  liber 
III  Anicii  Manilii  Seuerini  Boetii  geometrico- 
rum  ab  Euclide  translatorum. 

fol.  14I'-143'=  Boetius  8.  387,  1-389,  16  (Agrimen- 
Borisches,  einige  Sätze  aus  Elem.  III— IV).  Am 
Schluss:  explicit  liber  III  Anicii  Manilii  Seue« 
rini  et  Boetii  geometricorum  ab  Euclide  trans- 
latorum qui  continet  numeromm  causas  et  diui- 
siones  circulornm  et  omnium  figurarum  rationes 
extremitatium  et  summitatium  genera  angulo- 
rum  et  mensurarum  expositiones. 

fol.  143' — 144^:  ineipit  altercatio  duorum  geometrico- 
rum de  figuris  lineis  et  mensuris. 

Schriften   der  rOm.  Feldm.  I  S.  407,  3  bis 
409,  17. 

Am  Schluss:  explicit  altercatio. 

fol.  144^-145»  =  Schriften  der  röm.  Feldm.  I  S.  409, 18 
bis  410,  7. 

fol.  145'— 145'':  einige' Sätze  aus  Elem.  III;  am  Schluss 
einige  Zeilen  Agrimensorisches. 

fol.  146*— 149':  Agrimensorisches  in  dialogischer  Form, 
ine.  qnoniam  diuersae  formae  agrorum  . . .  des 
in  demonstratione  summitas  et  in  conclusione 
extr^mitas  (vergl.  Schriften  der  röm.  Feldm.  1 


fehlt. 

vgl.  fol.  7'  oben, 
fol.  7'-8\ 


fol.  8^-10» 
ineipit]  om. 

fol.  10' flgg. 

fehlt. 

fehlt. 


bis  fol.  12';  dann 
eine  kleine  leere 
Stelle. 

fehlt 


fehlt 

fol.  12' 

fehlt. 

bis  fol. 

13'. 

fol.  13' 

-13\ 

fol.  13» 

-15'. 
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S.  412).  Am  Schluss:  explicit  Anioii  Manilii 
Senerini  et  Boetii  liber  artis  geometriae  ab 
Euclide  de  greco  in  latinom  translaius  qoartns. 


fehlt  (über  foL  15^ 
bis  16'  8.  oben, 
fol.  16^  ist  leer, 
darauf  folgt  As- 
tronomisches, 
Stücke  von  Ma- 
crobios  u.  s.  w.). 

Aas  dieser  Zusammenstellung  ergiebt  sich  bei  der  sonstigen  üeberein- 
Stimmung  der  beiden  Handschriften,  auch  in  einzelnen  ßchreibfehlem,  und 
bei  dem  höheren  Alter  des  Bamb.,  dass  der  Schreiber  von  q  seine  Vorlage 
mehrfach  umgestaltet  hat.  Erstens  hat  er  einen  ganzen  Abschnitt  arith- 
metischen Inhalts  (fol.  129^ — 134')  eingeschaltet,  wohl  um  etwas  zu  geben, 
das  den  ersten  Angaben  des  Capitelverzeiohnisses  entsprftche,  welche  (nach 
Boetii  opera  omnia.  Basil.  1570  p.  1541)  so  lauten:  nam  in  primis  scire 
oportet  arithmeticam  artem ,  quae  continet  numerorum  causas  ac  diuisiones, 
id  est  qualis  est  diffinitio  ac  diuisio  de  paribns  imparibus  numeris,  qnalis 
est  compositus  numerus  et  qualis  incompositus,  qualis  est  perfectus  numenu 
et  qualis  imperfectus,  qualis  est  diuisibilis  numerus  et  qualis  indiuisibilis, 
qaalis  est  particularis  numerus  et  qualis  superpartiens ,  qualis  est  superfluos 
numerus  et  qualis  diminutiuas,  qualis  est  multiplex  numerus  et  qualis  sub* 
multiplex,  qualis  est  solidus  numerus  et  qualis  sphaericus. 

Diese  Absicht,  den  Rahmen  des  GapiteWerzeichnisses  auszufallen,  ist 
nan  allerdings  nicht  erreicht;  denn  das  arithmetische  Excurs  besteht  nur 
aus  willkürlich  zusammengestöppelten  Brocken  aus  verschiedenen  Stellen  der 
Arithmetik  des  Boetius  (in  Friedlein's  Ausgabe  p.  66,  5— 17;  4 ,  30  bis 
5,  6;*  66,  17—18;  3,  10—18;  9,  8-11;  10,  10-80;  12,  14-19,  6-12;  10, 
27-11,  1;  66,  18-67,  21;  39,  28—42,  10;  46,  6-17;  49,  23-26;  28,  6  bi« 
30,3;  52,22  —  57,6),  worin  keine  der  Fragen  des  GapitelverzeichnisBes 
ordentlich  beantwortet  ist.  Aber  eben  dadurch  ist  die  andere  Möglichkeit 
ausgeschlossen,  die  auch  sonst,  wie  wir  sehen  werden,  wenig  Wahrschein- 
lichkeit hat,  dass  nSmlich  das  arithmetische  Stück  wirklich  ein  echter  Be* 
standtheil  deijenigen  Schrift  sein  sollte,  wofür  jener  Capitelindex  ursprüng- 
lich yerfasst  wurde. 

Weiter  hat  der  Bedactor  in  q  die  Unterschriften  der  einzelnen  Bücher 
mit  dem  Namen  des  Boetius  hinzugesetzt,  wovon  in  Bamb.  keine  Spur  ist; 
denn  eine  solche  in  der  wegradirten  üeberschrift  fol.  7'  suchen  zu  wollen, 
ist  gänzlich  unbegründet  Die  Unterschrift  unter  lib.  III  ist  sachlich  unn 
treffend;  von  numerorum  causae  et  diuisiones,  mensurarum  expositiones 
u.  s.  w.  ist  in  diesem  Buche  keine  Bede;   es  könnte  eher  Unterschrift  des 


*  Diese  Stelle  lautet  p.  1542:  nos  tarnen  quae  de  numeris  a  Nicomaeho  dif 
fusiuB  disputata  sunt  uel  a  Varrone  de  mensuris  ostensa  sunt  moderata  breoitsie 
coUegimus.    In  der  Arithmetik  ist  von  Varro  keine  Bede. 
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ganzen  Werkes  sein.  Wahrscheinlich  ist  der  Bedactor  ehen  durch  die  Arith- 
metik, woraus  er  Ezcerpte  aufnahm,  darauf  gebracht  worden,  den  Kamen 
des  Boetius  auch  hier  anzubringen.  Die  Angabe  über  Euklid  als  Verfasser 
konnte  er  der  oben  S.  50  Anm.  angeführten  Stelle  entnehmen,  und  An- 
Isitung  dazu,  den  Boetius  als  Uebersetzer  aus  dem  Griechischen  zu  bezeichnen, 
hatte  er  in  dem  analogen  Verhältniss  bei  der  Arithmetik  (vgl.  z.  B.  8. 3,  10 
ea  quae  ex  Qraecaram  opulentia  litterarom  in  Bomanae  orationis  thesaurum 
sumpta  conueidmus). 

Endlich  scheint  derselbe  die  Umstellung  des  Stückes  fol.  129''^  vor- 
genommen zu  haben;  denn  gegen  Lachmann,  BOm.  Feldm.  II  S.  85,  halte 
ich  die  Anordnung  im  Bamb.  fUr  ursprünglicher,  weil  die  darin  erhaltene 
Dialogform,  wodurch  die  Zusammengehörigkeit  mit  dem  Stück  fol.  146 — 149 
(»  fol.  13 — 15  Bamb.)  gesichert  wird,  leichter  ausgemerzt,  als  künstlich  her- 
gestellt werden  konnte,  üeber  den  Wortlaut  des  Bamb.  kann  man  sich  bei 
Boetius  Opera  p.  1541—42  unterrichten,  nur  ist  den  Fragen  ein-D(iscipulu8), 
den  Antworten  ein  M(agister)  vorgesetzt. 

Wenden  wir  uns  nunmehr  zur  reineren  Ueberlieferung  des  Bamb«,  so 
springt  die  auch  von  Lachmann,  Böm.  Feldm.  II  S.  87,  hervorgehobene 
Thatsache  sofort  in  die  Augen,  dass  in  der  Vorlage  dieser  Handschrift 
Blfttterversetzungen  stattgefunden  haben;  denn  fol.  13^  steht:  quadrilaterum 
figurarum,  quae  circulis  ambiuntur,  was  den  Anfang  von  Elem.  III,  22  bildet; 
die  Fortsetzung  aber  findet  sich  einige  Blätter  früher  (zwischen  fol.  10  und 
fol.  12')  so:  (sed  ab  aeterno  creatore  formata)  ex  aduerso  sibimet  anguli 
constituti  duobus  rectis  angulis  (anguli  fügt  Bamb.  hier  hinzu,  während  es 
in  q  fol.  142'  mit  Becht  fehlt)  sunt  aequales.  Hieraus  ergiebt  sich,  dass 
das  Stück  fol.  13'~^  ursprünglich  vor  dem  andern  (=  Boetius  ed.  Friedlein 
p.388,  Sflgg.)  stand.  Wenn  wir  es  dahin  versetzen,  erhalten  wir  eine  bis  auf 
einige  Auslassungen  und  Umstellungen  regelmässig  fortlaufende  Reihe  von 
Sätzen  aus  Elem.  IH,  nämlich  III,  12,  10,  13,  14,  16,  18,  19,  23,  24, 
22,  27,  30,  31,  32;  dann  folgen  inmitten  einer  corrumpirten  Stelle  Beste 
vonHI,  33  (ex  hoc  igitur  manifestum  est  quoniam  si  a  puncto  circuli  due 
linee  recte  sese  contingant  et  sibi  inuicem  sunt  equales  super  dectas 
rectas  lineas  circuli  describere  partes,  que  dato  rectilineo  an- 
gulo  unus  quis  suas  intus  circulo  oportet  accipere  portiones),*  dann  IV, 
1-4,  6,  8,  12,  13. 

Durch  Blätterversetzung  kann  auch  der  Capitelindez  fol.  6^  von  der 
«altercatio*'  fol.  13^ — 16'  abgetrennt  sein.  Aber  schon  Jan  S.  439  hat 
bemerkt,  dass  wir  mit  der  blossen  Annahme  von  Blätterumstellnngen  nicht 
auskommen;  dafür  ist  die  Zerrüttung  allzugross.  Die  Einschiebsel  Fried- 
lein  p.  375,  1  lapides  finales  (mit  Figuren),  p.  375,  18  finitima  autem  linea 


^  Aehnliche  unverständliche  Worte  stehen  schon  früher;  b.  Friedlein,  pag. 
387,32  quas  unusquisque  intus  forma  oportet  accipere  portiones. 
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mensuralis  est,  qaae  aut  aliqaa  observatione  aat  aliquo  terminomm  ser- 
vatar,  p.  378,  7  nemo  resistere  uUo  tempore  parti  conyenienti  poterii, 
p.  378,  14  faic  de  eztracluso  loco  dicit  —  hie  de  trigono  dicit,  p.  379,  18 
hie  trigonus  (es  war  wohl  eine  Figar  da)  können  noch  ganz  gut  als  Feder- 
proben oder  Glossen  betrachtet  werden,  die  vom  Bande  in  den  Text  ge- 
kommen,  wenn  auch  der  Znsatz  p.  375,  11*  wegen  seiner  Stellung  als  ab- 
sichtlich aussieht  Aber  die  Zerstückelung  von  Elem.  III  kann  kaum  durch 
einen  ungünstigen  Zufall  erklärt  werden.  Ausser  der  oben  angefühlten 
Reihe  finden  sich  nftmlich  Spuren  davon  sowohl  in  dem  dieser  vorangehen- 
den Stück  (Friedlein  p.  387,  1  —  388,  2)**  als  fol.  12"^«=  B»m.  Feldm.  I 
p.  408,  3—7  (Elem.  III,  17,  9,  beide  cormmpirt).  Auch  ist  es  auffallend, 
dass  die  fremdartigen,  meist  agrimensorischen  Zusätze,  die  oft  nur  wenige 
Zeilen  umfassen,  fast  regelmässig  bei  dem  Ende  eines  Abschnittes  wieder- 
kehren, das  doch  nicht  immer  mit  dem  Blattende  zusammengefallen  sein 
wird;  so  nach  II  deff.  Friedlein  p.  378  habebere  possessores,  nach 
III  deflF.  p.  379,  18  hie  trigonus  (s.  oben),  nach  IV  deff.  p.  379,  24  die  Wie- 
derholung von  III  deff.  6,  8  (die  oben  p.  379,  6— 9  in  defecter  Gestalt  in  q 
überliefert  sind,  s.  die  Varianten  bei  Friedlein),  nach  Elem.  II  das  ganz 
verworrene  Stück  S.  387,  nach  Elem.  IV  die  hierher  nicht  gehörigen  Worte 
S.  389,  12—16,  endlich  fol.  13^  nach  dem  ersten  Theil  von  Elem.  III  einige 
Zeilen  Agrimensorisches.  Vergl.  auch  die  Einleitung  Friedlein  p.  373,  27  bis 
374,  1.  Es  bleibt  also  wohl  nur  übrig,  mit  Jan  anzunehmen,  dass  der  Com- 
pilator  die  ihm  vorliegende  Euklid  -  üebersetzung  excerpirte,  mit  seinen  agri- 
mensorischen Zusätzen  ausstattete  und  mit  dem  dabei  herauskommenden 
Unsinn  zufrieden  war.  Für  diese  Erklärung  der  Genesis  der  CompilatioD 
spricht  noch  ein  anderer  Umstand.  Nach  II  deff.  (Friedlein  p.  378, 13)  folgt 
in  q***  11,  1  etwas  verstümmelt  (s.  die  Varianten  bei  Friedlein),  und  ebenso 
nach  IV  deff.  (Friedlein  p.  379,  24)  IV,  1,  obgleich  beide  auch  unten  bei  den 
übrigen  Sätzen  von  II  und  IV  wiederholt  werden  (Friedlein  p.  385,  4;  388, 
23).  Das  kann  doch  nur  so  erklärt  werden,  dass  der  Compilator  eine 
Euklid -üebersetzung  vor  sich  hatte,  wo  die  Definitionen  und  Sätze  |der 
einzelnen  Bücher  beisammen  standen;   daraus  hat  er  dann  zuerst  die  Defi- 


*  Ich  citire  hier  und  im  Folgenden  den  Wortlaut  nach  s,  weil  ich  vom 
Bamb.  keine  vollständige  Collation  habe;  im  Wesentlichen  stimmen  sie  aber  genan 
überein. 

♦•  Friedlein  p.  387,  1—4  ist  in  sehr  corrumpirter  Fassung  -  s.  die  Varianten 
aus  q  —  Elem.  111,  3;  p.  .387,  e-8  erinnern  an  IlT,  9,  vergl.  Rom.  Feldm.  I  p.  408, 
6-«;  p.  387,  10  ist  der  Anfung  von  III  def.  11;  p.  897,  is  -21  scheint  111,  32  %a  sein, 
wenn  auch  die  Lesart  von  q  sehr  abweicht. 

**«  Auch  Bamb.  hat  II,  1  an  derselben  Stelle  —  Varianten:  his  quae]  his 
qaibuB,  qui]  qua,  rectiangulo]  rectiangula,  habebere]  conuenit  habere —,  lässtsie 
aber  dann  unten  p.  385,4  weg.  IV,  1  scheint  Bamb.  dagegen  wie  q  an  beiden 
Stellen  zu  haben;  an  der  ersten  hat  Bamb.  dieselben  Fehler  als  q,  nur  exitad 
statt  ezdtat. 
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Ditionen  s&mmtlicher  Bücher  zusammengestellt  und  darauf  die  SStze  folgen 
lassen,  nahm  aber  aus  Versehen  die  Sfitze  II,  1  und  IV,  1,  welche  den  be- 
treffenden Definitionen  unmittelbar  folgten,  schon  bei  diesen  mit. 

Wir  gelangen  also  zu  dem  Resultat ,  dass  der  Compilator  sein  hübsches 
Werkchen  ans  zwei  verschiedenen  Schriften  zusammenstellte.  Erstens  be- 
nutzte er  einen  in  Dialogform  abgefassten  Katechismus  des  Feldmessens. 
Ueber  dessen  Inhalt  sind  wir  durch  den  Capitelindex  fol.  6^  ==  Boetii  opera 
p.  1541  unterrichtet.  Darnach  ist  der  ganze  arithmetische  Theil  verloren 
gegangen;  er  war  natürlich  auch  in  Fragen  mit  kurzen  Antworten  in  De. 
finitionsform  abgefasst,  so  dass  auch  von  dieser  Seite  her  das  arithmetische 
Excerpt  in  q  sich  als  unecht  erweist  Von  dem  übrigen  Theil  des  Eate- 
chiamuB  haben  wir  üeberreste  in  der  „altercatio*'  Bamb.  fol.  13^ — 16'^ 
worin  die  meisten  Fragen  des  Capitelverzeichnisses  beantwortet  werden ;  nur 
ist  die  Ordnung  eine  andere,  und  die  üeberlieferung  hat  auch  sonst  gelitten. 
Zweitens  lag  dem  Compilator  eine  Euklid -üebersetzung  vor,  die  wenigstens 
Definitionen  und  Sfttze  von  Elem.  I— IV  enthielt.  Davon,  dass  sie  auch  die 
übrigen  Bücher  enthalten  hätte^  ist  keine  Spur  vorhanden;  dagegen  ist  es  nicht 
unwahrscheinlich,  dass  auch  die  Beweise  dabei  waren;  sicher  ist  es  jeden- 
ÜEÜls,  dass  sie  Beweise  fttr  I,  1  —  3  hatte.  Das  geht  daraus  hervor,  dass 
cod.  Gudianns  gr.  21  saec.  X  (Ebert,  Zur  Handschriftenkunde  II,  S.  12 flgg.; 
Böm.  Feldm.  I  S.  X)  von  derselben  Üebersetzung  die  Definitionen,  Postulate 
tund  xoival  Svvotui  von  Elem.  I  enthält  nebst  Elem.  I,  l — 3  mit  den  Be- 
weisen Rom.  Feldm.  I  S.  377—381,  21).  Da  Gud.  weder  die  übrigen  Sätze 
von  Elem.  I  noch  II  —  IV  hat,  welche  doch,  wie  wir  aus  q  Bamb.  ersehen, 
in  der  Debersetzung  da  waren,  ist  es  ja  möglich,  dass  wir  in  Gud.  den 
An&ng  der  ursprünglichen  Gestalt  derselben  haben,  und  dass  also  sftmmir 
liehe  Beweise  da  waren. 

Ob  aber  diese  üebersetzung  von  Boetius  herrühre,  ist  sehr  zu  be- 
zweifeln. Nicht  nur  giebt  es  Differenzen  zwischen  ihr  und  den  Euklid- 
eitaten  in  den  echten  Werken  des  Boetius  (Philologus  XLIII  S.  518),  son- 
dern ich  möchte  auch  dem  als  Uebersetzer  aus  dem  Griechischen  so  thfttigen 
Boetius  mehr  Kenntnisse  der  Sprache  zutrauen,  als  unserem  uebersetzer  zu 
Gebote  stand,  wenn  er  zganiita  Kakovvxat  (statt  xaAf/a^oo  I  def.  22)  über- 
setzt: trapezia  calontae,  id  est  mensulae,  nominentur  (Rom.  Feldm.  I  S.  379, 
2—3  nach  Gud.,  die  Uebrigen  lassen  calontae  weg);  auch  die  Lesart  von 
q  bei  Friedlein  p.  387,  1—8:  si  in  circulo  per  centrum  linea  quaedam  recta 
dirigatur  equandam  (1.  et  quandam)  lineam  rectam  in  (1.  non  per)  centrum 
positam  in  duas  aequas  diuidet  (1.  diuidit,  et)  prorectus  eam  angulus 
secat,  et  si  proporrectos  angulos  etc.  scheint  auf  Missverständniss  von 
TtQog  Qi^ag  zu  beruhen. 

Jedenfalls  entstammt  unsere  üebersetzung  direct  dem  griechischen  Ori- 
ginal (aetimata  id  est  petitiones  p.  379,  8;  cynae  ennye  Z.  17),  und  wegen 
einiger  guten  alten  Lesarten  (Studien  üb.  Euklid  S.  217)  darf  sie  nicht  zu 
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spät  angesetzt  werden.  Vielleicht  ist  sie  der  von  Teuf  fei,  Rom.  Liter»- 
turgesch.  ^  §  489  erwähnten  wissenschaftlichen  üebersetzangsliteratnr  des 
YII. — YIII.  Jahrhunderts  beizugesellen.  Mit  dem  Fragment  bei  Haltsch, 
Censorinus  p.  60  figg.  bat  sie  nichts  zu  than.  Sie  muss  im  Mittelalter  ziem- 
lich verbreitet  gewesen  sein,  wie  die  Aufnahme  in  mehrere  Handschriften 
des  corpus  agrimensorum  zeigt.  Auch  in  der  sogenannten  Creometrie  des 
Boetius  hat  sie,  wie  schon  berührt,  Platz  gefunden.  Von  den  übrigea 
Handschriften  derselben  (Rom.  Feldm.  II  S.  64  ügg,)  ist  mir  nicht  soviel 
bekannt,  dass  ich  den  Versuch  wagen  könnte,  ihr  Verhftltniss  zur  üeber- 
lieferang  in  q  Bamb«  zu  bestimmen.  Nur  für  den  von  Friedlein  zu  Gründe 
gelegten  cod.  Erlangensis  ist  dies  möglich.  Eine  Vergleichung  zeigt,  dasf»  die 
Fassung  des  Erlang,  viel  mehr  vom  Griechischen  sich  entfernt,  also  umgestaltet 
und  weniger  rein  ist.  Doch  ist  es  unzweifelhaft  dieselbe  üebersetzung  und 
zwar  aus  derselben  Quelle  geschöpft,  der  q  Bamb.  entstammen.  Denn  bei  Fried- 
lein p.  388,  8  kommt  nur  der  letzte  Theil  von  III,  22  vor:  ex  aduerso  sibimet 
anguli  constituti  duobus  rectis  angulis  sunt  equales;  der  durch  Bltttterrer- 
setzung  in  q  Bamb.  losgetrennte  Anfang:  quadrilaterum  fignrarum  quae 
circulis  ambiuntur  fehlt  mit  dem  ganzen  abgerissenen  und  versetzten  StSck 
von  Elem.  III  (s.  oben).  Folglich  fand  der  Compilator  der  Boetius -Geo- 
metrie diese  Verstümmelung  in  seiner  Quelle  schon  vor,  sowie  überhaupt 
eine  Durchmusterung  der  unten  beigegebenen  Varianten  aus  E  ergiebt,  dass 
der  Schreiber  oder  Compilator  die  meisten  Schreibfehler  von  Bq  schon  vor- 
fand und  durch  (meist  ungeschickte)  Conjectur  beseitigte ;  wir  haben  hierin 
wiederum  einen  entscheidenden  Beweis  fUr  die  späte  Entstehung  jenes  Schrift- 
stücks. Andererseits  aber  finden  wir  in  der  Boetius -Geometrie  eine  Beihe 
von  S&tzen  aus  den  Elementen ,  welche  in  q  Bamb.  fehlen ,  und  es  ist  nicht 
der  geringste  Grund  da,  die  Zusammengehörigkeit  derselben  und  unserer 
Üebersetzung  anzuzweifeln.  Daraus  folgt  also,  dass  für  die  Herstellung  der 
Boetius  -  Geometrie  nicht  q  Bamb.  gedient  haben,  sondern  eine  gemeinsame 
Quelle 9  welche  die  alte  Üebersetzung  vollständiger  enthielt,  und  dass  somit 
auch  die  Boetius  -  Geometrie  für  die  Wiederherstellung  derselben  heranzu- 
ziehen ist.  Ob  jene  vollständigere  Quelle  auch  die  Beweise  noch  hatte,  so 
dass  Elem.  I,  1  —  3  mit  den  Beweisen  (Friedlein  p.  390—392)  daraus  in 
die  Boetius -Geometrie  flössen,  ist  sehr  zweifelhaft  Denn  der  Erlang,  ist 
ja  aus  sehr  verschiedenen  Bestandtheilen  zusammengestellt  (u.  A.  einer  agri- 
mensorischen  Aufgabensammlung  und  einer  Abacusabhandlung) ,  und  die 
Stellung  jener  drei  Beweise,  von  den  übrigen  Sätzen  aus  Euklid  abgetrennt, 
spricht  sehr  dafür,  dass  sie  einer  andern  Quelle,  etwa  einer  dem  Gud.  Shn- 
liehen  Hds.,  entnommen  sind. 

Diese  alte  üebersetzung  soll  nun  nach  der  Hypothese  von   Meyer- 
Curtze,   wenn  ich  sie  richtig  verstanden  habe,*  vollständig  für  alle  XV 

*  Der  Aufsatz  von  Curtze  ist  mir  hier  nicht  zugänglich;  ich  habe  in  Mün- 
chen einen  Auszug  daraus  gemacht« 
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Bficfaer  der  Elemente  in  B  erhalten  sein  und  dem  Adelhard  bei  seiner 
üeberBetsimg  ans  dem  Arabischen  flhr  die  Wiedergabe  der  ngoticug  gedient 
haben. 

An  und  für  sich  will  es  wenig  einleuchten,  weshalb  denn  Adelhard 
nicht  alle  nQotaaug  der  in  R  enthaltenen  üebersetznng  entnahm,  sondern 
sieh  die  Mühe  gab,  nebst  sSmmtlichen  Beweisen  auch  einige  Sfttze  nach 
dem  Arabischen  neu  zn  übersetzen.  Aber  es  können  auch  starke  positive 
Grttnde  gegen  die  genannte  Auffassang  geltend  gemacht  werden. 

Von  Bedentang  ist  hier  namentlich  die  Verschiedenheit  der  Termine 
logie,  die  sich  bei  genauerer  Untersuchung  in  R  zeigt    So  wird  nagdklriXog 
bald  mit  altemus,  bald  mit  equidistans  wiedergegeben,  z.  B  : 

I,  30  alterne  uni  iterum  ipsae  rectae  lineae  aduersus  se  ipsas  erunt 
altera  alteri  (=Boetius)*;  I,  38  triangula  que  in  coequalibns  basibus  et 
in  eisdem  alternis  lineis  sunt  constituta  equalia  sibi  inuicem  sunt 
(=  Boetins) ;  1 ,  39  omnes  'duo  trianguli  equales  si  in  eandem  basim  ex 
eadem  parte  ceciderit  inter  duas  lineas  equidistantes  erunt  (=  Campanus); 
I,  42  eqnidistantium  laterum  superficiem  designare  cuius  angulus  sit 
angulo  aasignato  equalis  ipsa  uero  superficies  triangulo  assignato  equalis 
(»  Campanns). 

An  der  zuletzt  angeführten  Stelle  heisst  nagalktiXoYQ^iiifAov  superficies 
equidistantium  laterum,  dagegen  I,  44  iuxta  datam  rectam  lineam  dato 
triangulo  dato  rectilineo  paralellogramum  equale  pretendendum  est 
(ss  Boetius). 

Ebenso  unvereinbar  sind  die  Uebersetzungen  des  griechischen  to  vno  . . . 
ntQiiXo IIB vov  oQ^oyoiviov  bald  genau  dem  Griechischen  entsprechend  mit 
rectangulum  quod  sub  ...  continetur,  wie  in  II,  8,  bald  ganz  ungriechisch 
als  Product  wie  in  II,  l:  si  fuerint  dnae  quarum  una  indiuisa  et  alia  in 
qaotlibet  partes  diuidatur  illud  quod  ex  ductu  unius  earum  in  altera 
fiet  equum  erit  bis  que  ex  ductu  linee  indiuise  in  unamquamqae 
partem  linee  diuise  particulatim  rectiangula  producuntur  (»  Campanus). 

Hierdurch  erscheint  doch  die  Einheitlichkeit  der  Uebersetzung  in  R  als 
ftosserst  unwahrscheinlich,  und  die  Abhängigkeit  der  wechselnden  Termino- 
logie von  der  jeweiligen  Uebereinstimmung  mit  dem  Griechischen  oder  mit 
Campanns,  die  oben  durch  die  parenthetischen  Zusätze  angedeutet  wurde, 
giebt  die  richtige  Auffassung  an  die  Hand:  R  ist  durch  Contamina- 
tion  zweier  Uebersetzungen  entstanden,  deren  eine  nach  dem 
Griechischen,  die  andere  nach  dem  Arabischen  gemacht  war. 
So  wird  auch  der  Umstand  erklärlich,  dass  nur  diejenigen  Sätze  in  R  mit 
Adelhard  stimmen,  welche  vom  Griechischen  beträchtlicher  abweichen,  was 
denn  doch  sehr  auffallend  wäre,  wenn  die  Uebersetzung  in  R  dem  Adelhard 
^o^elegen   hätte;    denn  wie  und   weshalb  sollte  er  gerade  alle  mit  dem 


*  D.h.  die  von  Friedlein  herausgegebene  (Geometrie. 
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griechiBchen  Text  genau  stimmenden  Sfttse  ausgemerzt  und  mit  neuen  üeber- 
Setzungen  aus  dem  Arabischen  ersetzt  haben? 

Für  diese  Entstehung  von  S  sprechen  auch  andere  Merkmale.  Dass 
dem  Schreiber  von  R  die  arabische  Tradition  geläufig  war,  muss  Meyer 
selbst  zugeben  angesichts  der  Definition  in  I:  alia  est  elinuam  (d.  h. 
helmuayn  Rhombus;  dasselbe  arabische  Wort  ist  dann  noch  auf  den  Figuren 
des  Rhombus  und  des  Rhomboids  beigeschrieben) ,  und  er  erklärt  sich  die 
Sache  so,  dass  ,)der  tüchtige  Schreiber"  von  R  den  „ihm  bekanhten*  Ter- 
minus einsetzte.  Ist  nun  schon  an  und  für  sich  diese  Erklärung  bedenklich 
{R  ist  sehr  schlecht  geschrieben  mit  vielen  argen  Fehlem,  und  die  Anwen- 
dung des  Terminus  auf  zwei  verschiedene  Figuren  zeigt  ja  eben,  dass  der 
Terminus  dem  Schreiber  nicht  bekannt  war),  so  fällt  mit  der  Annahme 
einer  Contamination  jeder  Orund  weg,  um  die  Interpolation  des  arabischen 
Wortes  in  so  künstlicher  Weise  zu  erklären.  Wir  haben  darin  nur  ein 
besonders  greifbares  Beispiel,   wie  R  überhaupt  zusammengeschweisst  ist 

Charakteristisch  ist  auch  die  Lesart  in  R  bei  den  petitiones.  Die  üeber- 
schrift  lautet  wie  bei  Boetius  und  in  einigen  griechischen  Handschriften: 
petitiones  sunt  quinque,  aber  dennoch  wird  den  fünf  auch  bei  Boetius  aof- 
geführten  noch  eine  sechste  beigefügt:  item  duas  rectas  lineas  impossibile 
est  daudere  superficiem,  welche  bei  Gampanus  vorkommt 


(Sohlait  folgt) 
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Elemente  der  analytiiolien  Geometrie  der  Geraden  und  der  Kegelschnitte. 

Fflr  den  Schal  Unterricht,  sowie  znm  Selbststudiam  bearbeitet  von 
Heinrich  Dbasoh,  Professor  an  der  k.  k.  Staats -Oberrealschale  in 
Linz.  Mit  76  in  den  Text  eingedruckten  Figuren.  VIII,  112  S. 
Wien  1889.  Alfred  Holder,  k.  k.  Hof-  und  UniTersitatsbnchhändler. 
Der  Verfasser  beschränkt  sich  anf  die  Anwendung  rechtwinkliger  Co- 
ordinaten ,  neben  welchen  nur  in  einem  kurzen  (dem  fUnfben)  Abschnitte  Po- 
larcoordinaten  auftreten.  Von  geradlinigen  Goordinaten,  die  einen  andern 
Axenwinkel,  als  den  von  90  Grad  bilden,  erfährt  der  Leser  Nichts.  Es 
ist  nahezu  selbstyerstftndlich,  dass  ihm  daher  auch  die  coigugirten  Durch- 
messer der  Kegelschnitte  unbekannt  bleiben.  Die  Asymptoten  der  Hyperbel 
kommen  als  Tangenten  an  unendlich  fem  gelegene  Punkte  vor,  andere 
Eigenschaften  derselben  werden  nicht  besprochen.  Der  sechste  Abschnitt 
behandelt  die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades,  als  welche  y*  +  axy 
'\'hs?+ey  +  dx  +  f^=0  bezeichnet  wird;  der  Fall,  in  welchem  die  Coeffi- 
cienten  von  x^  und  von  y^  verschwinden,  wird  mit  keinem  Worte  erwähnt. 
Die  .Discnssion  der  allgemeinen  Gleichung  des  II.  Grades  mit  zwei  Ver- 
änderlichen **  in  §  34  ist  dementsprechend  eine  nichts  weniger  als  vollstän- 
dige. Dagegen  sind  in  den  ersten  Abschnitten  die  Lage  von  Punkten  auf 
einer  Geraden  mit  Einschluss  der  dabei  auftretenden  Bichtnngszeichen,  har- 
monische Theilungen  und  harmonische  Strahlen,  Verbindungen  von  zwei 
Geraden  zu  einem  Geradenpaar,  Pole  und  Polaren  beim  Kreis  wie  bei  den 
Kegelschnitten  verhältnissmässig  ausführlich  behandelt.  Damit  haben  wir 
die  wesentlichen  Lücken,  den  wesentlichen  Inhalt  des  Buches  angegeben. 
An  Anstalten,  die  gerade  diese  Theile  der  analytischen  Geometrie  ihrem 
Schulplane  eingefügt  haben,  mag  man  das  Werkohen  benutzen.  Der  ge- 
schilderte Bahmen  ist  nicht  ungeschickt  ausgefüllt,  und  insbesondere  ist 
einiges  Gewicht  auf  die  LOsung  von  in  denselben  passenden  Aufgaben  und 
Zfthlenbeispielen  gelegt  Cahtob. 

Snr  nne  nonvelle  mtfthode  de  rtftolntion  des  6qnationt  Unfaires  et  snr 
Tapplication  de  cette  möthode  an  calcul  des  d6terminants  par  B.  J. 
Clabbn,  chanoine  de  la  cath6drale  de  Luxembonrg.  Paris,  Gauthier- 
Villars  et  fils,  1889.  31  pag.  [Extrait  des  Annales  de  la  8oci6t6 
scientifique  de  Bruxelles,  12»  ann6e,  1887—1888,  pp.  251— 281.] 
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Der  Grundgedanke  der  Darstellung  des  Herrn  Clasen  ist  folgender. 
Es  sei  ein  System  linearer  Gleichungen  zwischen  x^  y^  »%8^  ...  gegeben,  deren 
drei  erste  durch  die  symbolische  Schreibweise  X^^O,  7^  =  0,  Z^  =  0  sieb 
darstellen,  wo  _.  «  r      «         i  j      i 

r,  =  a,a;  +  \y  +  Cj«  +  ^2«+  •  •  •» 

Zy^a^x  +  h^y  +  c^z  +  d^s^ 

Man  sieht  sofort,  dass 

Diese  Gleichungen  enthalten  die  erste  y,  die  zweite  x  mit  einem  und  dem- 
selben Coefficienten ,  dagegen  die  erste  x^  die  zweite  y  nicht  mehr.  Ver- 
vielfacht man  daher  Zj  =  0  mit  --- (^^  b^  —  o,  b|)  und  r,  =  0  mit  bg,  sowie 
2^  =  0  mit  Og,  so  liefert  die  Addition  der  drei  Gleichungen  eine  neue 
Gleichung  Z  =0 

in  welcher  x  und  y  fehlen  und  z  einen  Coefßcienten  R  besitzt  Es  ist  ein- 
leuchtend, dass  in  ganz  ähnlicher  Weise  auch  noch  Gleichungen 

abgeleitet  werden  können ,  deren  erste  y  und  z ,  deren  zweite  x  und  z  nicht 
mehr  enthält ,  während  die  bezflglichen  Coefficienten  von  x  und  y  jetzt  B\ 
R"  heissen.  Nun  wird  behauptet,  es  sei  Rt=  R'=:zR'\  und  dieses  Prin- 
cip  der  gleichen  Coefficienten  wird  durch  den  Schluss  von  n  anf 
n  +  1  bewiesen. 

Man  sieht  sofort,  wie  der  weitere  Verlauf  des  Eliminationsverfahrens 
ist.  Die  Verbindung  von  ^ssO,  Fj^O,  Z^^^O  mit  einer  vierten  Grund- 
gleichung  S^^O  schafft  eine  neue  Gleichung  ohne  x^  y,  z  u.  s.  w.  Dass 
das  Ergebniss  dieses  Verfahrens  kein  anderes  sein  kann,  als  das  jedes  der 
üblichen  Eliminationsverfahren,  ist  selbstverständlich,  aber  die  neue  Ab- 
leitung läset  Anfänger  deutlicher  erkennen,  wie  es  kommt,  dass  die  Addition 
der  mit  gewissen  Factoren  vervielfachten  Grundgleichungen  zum  Verschwin- 
den sämmtlicher  unbekannten  bis  auf  eine  führt,  und  darin  dürfte  in  der 
That  ein  Vorzug  liegen.  Verstehen  wir  Herrn  Clasen  recht,  so  wünscht 
er  im  Unterricht  die  ganze  Determinantenlehre  auf  dieser  Grundlage  aof- 

^^*^*-  Caktor. 

An&tellnng  von  n  Königinnen  auf  einem  Schachbrett  von  n'  Feldern 

derart,  dass  keine  von  einer  andern  geschlagen  werden  kann  (von 
n  =  4  bis  fisslO),  von  Dr.  Aüg.  Pbin,  Oberlehrer  an  der  Bealschnle 
zu  Bochum.  Mit  7  Figurentafeln.  62  S.  Leipzig  1889,  in  Com- 
mission  bei  Gustav  Fock. 
Seit  1850  ist  die  in  der  üeberschrift  der  uns  vorliegenden  Druckschrift 
genannte  Aufgabe  den  Freunden  combinatorischer  Untersuchungen  vorgelegt. 
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Eine  Anzahl  von  Mathematikern  hat  ihr  Anfmerksamkeit  gewidmet,  unter 
denen  ich  nur  Gauss  zu  nennen  habe,  um  zu  beweisen,  dass  es  um  eine 
Scharüsinn  beanspruchende  und  Interesse  verdienende  Aufgabe  sich  handelt. 
Gelöst  ist  sie  bis  auf  den  heutigen  Tag  nicht,  wenigstens  nicht  theoretisch,  son- 
dern nur  praktisch,  indem  man  ein  allerdings  systematisches  Probiren  eintreten 
liesB,  statt  der  längst  ins  Arithmetische  übersetzten  Fragestellung  auch  eine 
arithmetische  Antwort  folgen  zu  lassen.  Herr  Günther  dürfte  durch  eine  sehr 
giflcklich  gewählte  Bezeichnung  das  Probiren  wesentlich  erleichtert  haben. 
An  seinen  Aufsatz,  welchen  Herr  Pein  gleich  den  Arbeiten  der  übrigen 
Vorgänger  kennt  und  auch  den  Lesern  in  vortrefflichen  Auszügen  bekannt 
macht,  schliessen  sich  spätere  Versuche ,  zuletzt  die  von  Herrn  Pein  selbst 
an.  Man  wird  sagen  dürfen,  es  sei  jetzt  wohl  das  letzte  Wort  des  Empi- 
rikers gesprochen,  und  Tabellen  wie  Diagramme  lassen  zur  Verdeutlichung 
Nichts  zu  YFÜnschen  übrig,  um  so  Wünschenswerther  erschiene  endlich 
einmal  eine  von  jedem  Probiren  freie  und  unabhängige  Behandlung  der  Frage. 

Cantor. 


Theorie  der  CongmaiiBan  (Elemente  der  Zahlentheorie)  von  P.  L.  Tsobb- 
BTBOHBFP.  Deutsch  mit  Autorisation  des  Verfassers  herausgegeben 
Ton  Dr.  Hermann  Sohapira,  a.  o.  Professor  an  der  Universität  Heidel- 
berg. Berlin  1889,  bei  Mayer  &  Müller.  XVHI,  313  S.  und  31  8. 
Tabellen. 
Die  deutsche  Bearbeitung  ist  ziemlich  genau  40  Jahre  später  als  das 
rassische  Original  erschienen.  In  unserem  schnelllebigen  Jahrhundert  ist 
das  eine  Frist,  innerhalb  deren  auch  die  TerdienstyoUsten  Werke  zu  ver- 
alten pflegen  und  nur  dann  neu  herausgegebeii  werden,  wenn  ihre  Verfasser 
za  den  Klassikern  der  Wissenschaft  gehören.  Diesen  Bang  nimmt  Tsche- 
byscheff  unzweifelhaft  ein.  Aber  auch  an  und  für  sich  war  der  wieder- 
holte Druck  eines  Buches  gerechtfertigt,  das  bei  der  geringen  Zahl  von  des 
Kassischen  kundigen  Lesern  so  gut  wie  unbekannt  geblieben  ist^  während 
es  allgemein  bekannt  zu  sein  vollauf  verdient.  Schon  die  allgemeinste  An- 
Ordnung  ist  ganz  verschieden  von  deijenlgen,  welcher  zahlentheoretische 
Werke  sonst  zu  folgen  pflegen,  und  schliesst  sich  eng  an  das  in  alge- 
braischen Werken  Gebräuchliche  an.  Nach  wenigen  einleitenden  Sätzen 
erO&et  ein  Gapitel  über  Congruenzen  im  Allgemeinen  die  Untersuchung. 
£b  folgen  die  Congruenzen  ersten  Grades,  dann  die  Congruenzen  n*^ 
Qrades,  und  nun  erst  werden  die  besonderen  Fälle  betrachtet,  welche 
einerseits  durch  n  =  2j  andererseits  durch  Einschränknng  der  Gliederzahl 
^f  zwei  (binomische  Congruenzen)  sich  ergeben.  Exponentialcongruenzen 
(oi'^Ä)  schliessen  sich  an.  Damit  ist  die  eigentliche  Lehre  von  den  Con- 
gnienzen  abgeschlossen,  und  der  Verfasser  ordnet  ihr  die  Lehre  von  den 
quadratischen  Formen  in  der  Weise  zu,  dass  er  von  Congruenzen  mit  zwei 
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UDbekannten  redet.  Wie  im  Allgemeinen ,  so  ist  anch  in  jedem  einzelnen 
Capitel  die  Darstellung  dnrchans  eigenartig.  So  führt  z.  B.  der  Satz,  dass 
in  jeder  niji^-gliedrigen  arithmetischen  Progression,  deren  Differenz  d  vi  p 
theilerfremd  ist,  immer  genau  m  Glieder  durch  p  theilbar  sein  mflssen  (8. 17), 
zur  Entwickelang  der  Gauss 'sehen  ip- Function  (S.  22);  so  liefert  der 
Fermat'sche  Lehrsatz  (S.  50)  die  Auflösung  der  Congruenzen  ersten  Grades 
(S.  57);  so  zeigt  sich  der  Wilson'sche  Satz  (S.  73)  als  Folgerung  ans  dem 
Satze,  dass  eine  Congruenz  9»^°  Grades  nicht  mehr  als  m  Wurzeln  besitzen 
könne,  es  sei  denn,  dass  alle  Glieder  Vielfache  des  Modnlus  p  zu  Coeffi- 
cienten  besitzen  (S.  70);  so  ftthrt  der  gleiche  Hilfssatz  von  der  grössten 
Anzahl  von  Wurzeln  einer  Congruenz  mf^  Grades  zum  Beweise  der  Auf- 
lösbarkeit der  Congruenz  mit  zwei  unbekannten  g?  +  Ajf^  +  B  =  0  {modp) 
unter  der  Voraussetzung,  dass  p  eine  Primzahl  und  kein  Theiler  von  Ä  ist 
(S.  208)  u.  s.  w.  Der  Uebersetzer  des  vortrefflichen  Buches,  Herr  Scha- 
pira,  ist  Busse  von  Geburt  und  seit  1878  in  Heidelberg  wohnhaft.  Er 
war  also  durch  yollstftndige  Beherrschung  beider  Sprachen  zur  Bearbeitung 
gleichsam  yorausbestimmt ,  und  er  hat  sich,  soweit  wir  aus  dem  deutschen 
Texte  allein  zu  beurtheilen  im  Stande  sind,  seiner  Aufgabe  auf's  Beste  ent- 
ledigt. Eine  ganze  Beihe  von  kleineren  und  grösseren  Zusätzen,  durch 
eckige  Klammem  kenntlich  gemacht,  dienen  dazu,  die  Bearbeitung  noch 
folgerichtiger  und  lückenloser  zu  gestalten,  als  sie  es  im  Original  schon 
war.  Wir  wissen  daf%U>,  wie  ftlr  die  ganze  Veröffentlichung  Herrn  Scha- 
pira  aufrichtigen  Dank.  Cantob. 

Zur  Lehre  vom  ünendliohen.     Antrittsrede  zur  üebemahme  der  ausser- 
ordenüichen  Professur  der  Mathematik  an  der  Universität  Tübingen, 
gehalten  am  28.  Juni  1888  von  Dr.  W.  Fbanz  Mbtir  an  der  Beig- 
akademie Clausthal.    Tübingen  1889,  bei  H.  Lanpp.    24  S. 
Als  Referent  1855  seine   „ Grundzüge  einer  Elementararithmetik"  Ter- 
öffentiichte,  stellte  er  an  die  Spitze  des  Ganzen  den  Satz,  die  Mathematik 
sei  eine  ErüeJirungswissenschaft,  und  von  diesem  Glaubensbekenntnisse  ab- 
zugehen hat  er  inzwischen  nicht  die  geringste  Veranlassung  gehabt.    Herr 
Meyer  dagegen  fordert,  die  Arithmetik  und  Analjsis  sollen,  soweit  dies 
die  Eigenart  unserer  Gebtesanlagen  nnr  irgend  zulSsst,  als  ein  Bestandtiieil 
der  reinen  Logik  auftreten.    Ist  damit  ein  so  grundsfttzlicher  Widerspruch 
der  beiden  Auffassungen   an  den  Tag  gelegt,   dass  eine  Würdigung  der 
gegentheiligen  Meinung  für  beide  ausgeschlossen  scheint?     Wir  glauben  es 
nicht    Wir  fügten  damals  sofort  hinzu,  dass  die  Mathematik  auf  gewon- 
nener Erfahrungsgrundlage    mittels  Abstractionen   weiter   baue,    und  Herr 
Meyer  verschmftht  es  keineswegs,  die  sinnliche  Wahrnehmung  zu  Hilfe  xn 
ziehen y  um  mathematische  Begriffe  zu  erlftutem,  wenn  nicht  zu  bilden,  und 
darin  stimmen  wir  Beide  gewiss  überein,  dass  das  unendliche  nicht  Erfzh- 
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mngsergebniss  allein  sein  kann,  sowie  darin,  dass  mit  einzig  philosophi- 
schen Redensarten  die  Schwierigkeit  des  ünendlichkeitsbegriffes  nicht  behoben 
wird.  Herr  Meyer  giebt  sich  in  seiner  anziehend  und  geschmackyoll  ge- 
schriebenen AntrittsTorlesnng  als  Anhänger  derjenigen  Anschanongen  zu 
erkennen,  welche  seither  vorzugsweise  in  Herrn  Georg  Cantor  und  Herrn 
Richard  Dedekind  ihre  Vertreter  fanden.  War  es  dem  Letzteren  auch 
mehr  um  eine  anfechtungsfreie  EinfQhrung  der  Irrationalzahl  zu  thun,  so 
durfte  Herr  Meyer  doch  gerade  ihm  die  Begriffsbestimmung  entnehmen, 
ein  Inbegriff  Yon  Dingen  sei  unendlich,  wenn  er  mit  einem  Theile  seiner 
selbst  gleiche  Mächtigkeit  besitzt,  im  andern  Falle  dagegen  endlich,  unter 
gleicher  Mächtigkeit  ist  dabei  diejenige  Eigenschaft  zweier  Mengen  yerstan- 
den,  welche  gestattet,  je  ein  Element  der  einen  auf  ein  solches  der  zweiten 
and  umgekehrt  zu  beziehen.  Das  Verdienstliche  an  dieser  Definition  ist, 
wie  Herr  Meyer  sehr  richtig  heryorhebt,  darin  zu  finden,  dass  sie  zum 
ersten  Male  ein  positiTCS  Merkmal  fttr  das  unendliche  ausspricht,  welches 
früher  von  der  Sprache,  wie  von  dem  Mathematiker  immer  nur  nn- endlich, 
also  mit  negativem  Namen  genannt  wurde.  Camtob. 


Cnrso  de  analyse  infinitesimal  por  F.  Oomes  Teixbira,  Director  da  Aca- 
demia  Polytechnica  do  Porto,  professor  na  mesma  Academia,  antijo 
Professor  na  Uniyersidade  de  Coimbra,  socio  correspondente  das  Aca- 
demias  Reaes  das  Sciencias  de  Lisboa,  Madrid  etc.  Calculo  Integral 
(Primeira  parte).     Porto  1889,  Typographia  Occidental.     312  pag. 
Die  Differentialrechnung  des  gleichen  Verfassers  ist  1887  erschienen 
und  8.  213—215  der  hist.-lit.  Abth.  des  XXXIII.  Bandes  dieser  Zeitschrift 
angezeigt     Der  I.  Band  der  Integralrechnung,  welcher  heute  uns  vorliegt, 
bestätigt  die  gute  Meinung,  welche  wir  bei  jener  früheren  Gelegenheit  aus- 
sprechen durften.     Herr  Teixeira  ist  Mathematiker  der  neuesten  Schule 
und  hat  dementsprechend  in  sein  Lehrbuch   Dinge  aufgenommen,  welche 
älteren  derartigen  Werken  durchaus  fremd  waren.     Dass  Herr  Teixeira 
einen  guten  Theil  seiner  Schulung  in  Paris  durchgemacht  hat,  dass  er  dem- 
entsprechend  die  Schriften  des  Herrn  Her  mite,  das  schnell  klassisch  ge- 
wordene Werk  des  Herrn  Darboux  über  Oberflächen  häufiger  als  Quellen 
benutzte,  ab  Werke,  welche  in  anderen  Sprachen  geschrieben  sind,  wollen 
vir  ihm  um  so  weniger  verargen,  je  mehr  wir  die  Hochschfttzung  der  ge- 
nannten Schriften  mit  ihm  theilen.     Wir  wollen  auch  schon  darum  nicht 
ibn  der  Vemachlftssigung  dieser  oder  jener  Untersuchungen  anschuldigen, 
weil  wir  nicht  wissen  können,  welchen  Inhalt  Herr  Teixeira  dem  II.  Bande 
der  Integralrechnung  aufgespart  hat.     Voraussichtlich  wird '  dort  die  func- 
tionentheoretische   Sichtung    mehr  eingeschlagen   werden   und   Gelegenheit 
bieten y  zu  zeigen,  dass  Herr  Teixeira  seine  für  einen  Romanen  seltenen 
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Sprachkenntnisse  nicht  daza  nur  angewandt  hat,  in  die  Zeitschriften  der 
verschiedensten  Länder  zu  schreiben,  sondern  in  jenen  Zeitschriften  anch 
die  Abhandinngen  der  Eingeborenen  zn  lesen  und  sie  da  zu  benutzen,  wo 
Yon  ihnen  aus  die  Neugestaltung  mathematischer  Auffassungen  entstanden 
ist.  Wenn  wir  oben  bemerkten,  der  Inhalt  des  gegenwärtig  erschienenen 
Bandes  gehe  vielfach  weit  über  das  hinaus,  was  man  in  älteren  Lehrbfichem 
finde,  so  hält  es  nicht  schwer,  insbesondere  aus  dem  1.,  2.  und  4.  Capitel 
Beispiele  dafür  zu  nennen.  Das  1.  Capitel  ist  der  unbestimmten  Integration 
gewidmet.     Hier  ist  die  Aufgabe  behandelt,   den  algebraischen  Theil  des 

/ip(x) 
-—^dx   zu   ermitteln,    ohne  die   Wurzeln   von   ^(a;)  =  0  zu 

kennen,  sofern  q>{x)  und  ^{x)  ganze  rationale  Functionen  bedeuten.  In 
dem  gleichen  Capitel  ist  der  Satz  bewiesen,  dass  die  Gleichung  der  üni> 
cursalcurven  in  zwei  neue  Gleichungen  zerfällt,  deren  jede  einzelne  eine  der 
Coordinaten  x,  y  vAs  rationale  Function  eines  Parameters  i  darstellt  Im 
2.  Capitel  wird,  vom  unbestimmten  Integral  ausgehend,  das  bestimmte 
Integral  ermittelt.  Wir  erwähnen  hier  einer  ganzen  Anzahl  von  Mittel- 
werthsätzen,  aus  welchen  interessante  Annäherungen  sich  ergeben.  Im 
4.  Capitel  finden  sich  Anwendungen  bestimmter  Integrale  auf  die  Lehre  von 
den  Gleichungen ,  insbesondere  zum  Beweise  des  G au ss'schen  Fundamental- 
satzes der  Algebra  u.  s.  w.  Diese  wenigen  Anführungen  dürften  genügen, 
unser  dem  neuen  Lehrbuche  günstiges  ürtheil  zu  begründen.       Camtob 


Beiträge  xnr  Theorie  und  Praxis  der  Invalidenversichening  von  Ober- 
lehrer Dr.  Aug.  Wilh.  Wolf.     Programm  des  städtischen  Realgjm- 
nasiums  zu  Leipzig  für  das  Schuljahr  von  Ostern  1888  bis  Ostern 
1889.    [1889  Progr.  Nr.  529.]    40  S.  4^  worunter  28  8.  Text  und 
12  S.  Tabellen. 
Der  Verfasser   beginnt   seine   Abhandlung,    deren  Gegenstand   er  so 
glücklich  zu  wählen  wusste,  dass  das  Erscheinen  des  Programms  fast  genaa 
mit  der  Erlangung  von  Gesetzeskraft  des  Beichsinvalidengesetzes  zusammen- 
traf ,  mit  einer  kurzen ,  aber  höchst  lehneichen  Greschichte  der  einschlagenden 
deutschen  Arbeiten.    Nachdem  Hfllsse  die  statistische  Thatsaohe  festgestellt 
hatte,    dass  gemäss  der  aus  Enappschafts-  und  Fabrikscassen   ermittelten 
Zahlen  auf  je  1000  Arbeitsfähige  jeden  Alters  durcheinander  gezählt  68 
Invaliden  vorkommen,    suchte  Karl  Heim  diese  Zahlen  zu  deuten,  be- 
ziehungsweise   in  ihre  Bestandtheile  zu  zeiiegen.     Wenn  mit  68  pro  Hiüe 
Arbeitsunfähigen  der  Beharrungszustand  hergestellt  ist,  so  muss  nothwen- 
digerweise  die'  Zahl  der  unter  1000  Arbeitern  jährlich  invalid  werdenden 
der  Zahl  der  unter  68  Invaliden  jährlich  Absterbenden  gleich  sein.    Lets- 
teren  Bruchtheil  nahm  Heim  zu  3  Prooent  an,  mithin  2,04  von  68,  nnd 
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80  gewann  er  0,002  als  Invaliditfttswahrscheinlichkeit  des  gesunden  Arbeiters. 
Aber  diese  Invaliditfttswabrscheinlichkeit  zerfftllt  nach  Heym  selbst  wieder 
in  zwei  einander  für  die  Diirohscbnittszahl  gleiche  Sammanden,  deren  einer 
Tom  Alter  des  Arbeiters  nnabhftngig  die  dnrch  Natnrkrfifte,  dnrch  das 
Gewerbe  drohende  InvaliditSt,  nahe  verwandt,  wenn  anch  nicht  flberein- 
stimmend  mit  der  ünfallsgefahr,  in  Zahlen  darstellt,  wfthrend  der  andere  in 
geometrischer  Progression  mit  dem  Alter  des  Arbeiters  wachsend  die  bei 
fortschreitenden  Jahren  regelmttssige  Krftfteabnutznng  misst.  Ist  also  die 
Inyaliditfttswahrscheinlichkeit  nicht  eines  Arbeiters  überhaupt,  sondern  eines 
x-jShrigen  Arbeiters  zu  bestimmen,  und  20  Jahre  etwa  das  Anfangsalter 
ftir  die  in  Bechnung  tretenden  Arbeiter,*  so  ist  die  Invaliditätswahrschein- 
lichkeit  ijg^^a  +  h.c*''^.  Die  Constante  a  wurde,  wie  schon  erwähnt,  zu 
^.0,002=^0,001  angenommen;  die  beiden  Zahlen  &,  c  wurden  auf  Grund- 
lage zweier  weiteren  Annahmen  berechnet:  Erstlich,  dass  mit  20  Jahren 
der  Summand  &.(j'~^=  &  =  0,00002  sei,  zweitens  dass  tfg=3l,  mithin 
0,00002. c'»-»=  1-0,001  sei  oder  c  =  ^"49950=  1,2292.  Diese  ersten 
Grundlagen  der  Untersuchung  gehen  bis  1855  zurück.  Seit  1868  etwa 
wandte  August  Wiegand  der  hochwichtigen  Aufgabe  seine  Aufmerksam- 
keit zu.  Die  79  Jahre  der  Heimischen  Bechnung  erkannte  er  in  erster  Linie 
als  zu  hoch  und  ersetzte  sie  durch  71,  wodurch  ein  entsprechend  vergrösser- 
tes  c  sich  berechnete,  üeberdies  veranlasste  er  den  Verein  deutscher  Eisen- 
bahnverwaltnngen ,  genaue  Zusammenstellungen  aller  Zahlen,  die  sich  bei 
ihren  zahlreichen  Bediensteten  (1868:  62853  Angestellte,  1869:  73342  An- 
gestellte  u.  s.  w.)  ergaben ,  zu  veröffentlichen ,  aus  welchen  weitere  Folge- 
nmgen  abgeleitet  wurden.  Herr  Wolf  hat  neuerdings  die  Erfahrungen  von 
drei  Kassen  zu  prüfen  gehabt,  um  über  die  Lebensfähigkeit  jener  Kassen 
selbst  ein  ürtheil  zu  gewinnen;  es  waren  dieses  die  Pensionsanstalt  der 
Genossenschaft  deutscher  BühnenangehOriger ,  die  Pensions- Zuschusskasse 
Ar  Beamte  der  deutschen  Beichspost-  und  Telegraphenverwaltung  und  die 
Pensions -Zuschusskasse  der  Musikmeister  des  kOnigl.  preussischen  Heeres. 
Die  Zahlen  dieser  drei  Anstalten  sind  von  ihm  erstmalig  veröffentlicht.  Ein 
gemeinschafüiches  Ergebniss  der  sftmmtlichen  seither  angestellten  Untersuch- 
ungen besteht  in  der  Unübertragbarkeit  der  Zahlen  von  einem  Berufe  auf  den 
andern.  Die  eigene  Statistik  einer  jeden  Kasse  liefert  auch  bei  weniger  reich- 
haltigen Berufen  einen  gesicherteren  Maassstab  für  die  Lebensfähigkeit  der 
Kasse,  als  die  Vermengung  mit  Zahlen,  welche  einem  andern  Berufe  an- 
gehören. Die  Invaliditätscurven,  welche  Herr  Wolf  als  Versinnlichung 
Beiner  Bechnungen  gezeichnet  hat,  sind  besonders  lehrreich.  Sie  zeigen  bei- 
spielsweise, dass  männliche  Bühnenangehörige,  Eisenbahnbeamte  und  Post- 
beamte einerseits,  weibliche  Bühnenmitglieder  und  Militärmusikmeister  an- 


*  Dem  Invaliden -Beichsgesetze  entsprechend  sollte  dieses  Anfangsjahr  aller- 
^g8  auf  das  16.  Jahr  gelegt  werden. 
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dererseits  zwei  Gruppen  bilden,  deren  zweite  eine  von  Anfiang  an  wesentlich 
steiler  ansteigende  InTaliditätscnnre  besitzt.  Bei  den  Mnsikmeistem  tritt 
ein  ganz  besonderer  Verlauf  vom  58.  bis  zum  61.  Lebensjahre  ein,  wo  die 
CurTe  fmit,  d.  h.  also  die  Invaliditätswahrscheinliehkeit  3  Jahre  lang  ab- 
nimmt, um  alsdann  freilich  um  so  rascher  zuzunehmen. 

Haben  wir  somit  etwa  die  Hälffce  des  Textes  der  Berichterstattung 
unterworfen,  so  können  wir  über  die  zweite  Hftlfte  rascher  hinweggehen, 
wiewohl  sie  die  eigentlich  wichtigere  ist.  Herr  Wolf  hat  nSmlich  hier  die 
Formeln  abgeleitet,  nach  welchen  er  seine  Berechnungen  anstellt,  und  aus 
Formeln  Iftsst  sich  der  Natur  der  Sache  nach  ein  Auszug  nicht  geben.  Die 
Ableitung  selbst  bietet  aber,  gleich  der  der  weitaus  meisten  Formeln  dee 
Versicherungswesens,  keine  eigentlichen  mathematischen  Schwierigkeiten, 
da  sie  der  Hauptsache  nach  nur  von  der  Summirung  mehr  oder  weniger 
yerwickelter  geometrischer  Beihen  abhängt.  Der  Fachmann  wird  die  For- 
meln selbst  zu  benutzen  haben,  der  Laie  —  auch  der  mathematische  Laie 
—  Iftsst  sich  daran  genügen,  dass  sie  yorhanden  sind.  Camtor 


Einführung  in  die  Wahrsoheinliohkeitslehre  von  Dr.  Bruno  Borohardt. 

Berlin  1889,  Verlag  yon  Julius  Springer.  VI,  86  S. 
In  dem  Vorworte  spricht  der  Verfasser  yon  dem  seitherigen  Mangel  an 
einem  Werkchen,  welches  eine  erste  EinfOhrung  in  die  Wahrscheinlichkeits- 
lehre als  Aufgabe  sich  setze,  und  soweit  man  den  Ausspruch  auf  in  deut- 
scher Sprache  verfasste  Schriften  einschrftnkt,  ist  derselbe  vollständig  ge- 
rechtfertigt. Hier  war  in  der  That  ein  Bedürfniss  zu  befriedigen,  und  wir 
dürfen  mit  Vergnügen  bezeugen,  dass  Herr  Borcfaardt  die  von  ihm  er- 
kannte Lücke  unserer  Literatur  auszufüllen,  verstanden  hat.  Dass  es  nur 
um  eine  Einführung  sich  handelt,  dass  auf  86  Seiten  kein  Lehrbuch  der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung  gegeben  werden  kann,  ist  selbstverständlich, 
aber  doch  geht  Herr  Borchardt  weiter  in  seinen  Ent Wickelungen ,  als  es 
mit  den  Mitteln  der  ganz  elementaren  Mathematik  möglich  ist,  und  dadurch, 
dass  er  die  Anwendung  des  Integralzeichens  ab  und  zu  sich  gestattet,  ist 
er  in  den  Stand  gesetzt,  seine  Leser  nicht  nur  in  die  Anfsrngsgründe  der 
Wahrscheinlichkeitslehre,  sondern  in  diese  selbst  einzuführen.  Das  Bücbel- 
chen  zerföUt  in  vier  Abschnitte:  I.  Von  der  Wahrscheinlichkeit;  II.  Von 
der  Hoffiiung;  III.  Von  den  Ursachen;  IV.  Anwendung  auf  die  Lebensver- 
sicherung. Die  Namen  lassen  den  Inhalt  unschwer  erkennen.  Sollen  wir 
die  äussersten  Grenzen  angeben,  bis  zu  welchen  die  Darstellung  sich  er- 
streckt, so  nennen  wir  aus  dem  ersten  Abschnitte  die  Untersuchung  über 
häufig  wiederholte  Ereignisse  und  über  die  Wahrscheinlichkeit  einer  Abweich- 
ung von  der  wahrscheinlichsten  Combination  derselben,  also  die  Grundlage 
des  Gesetzes  der  grossen  Zahlen,  wenn  dieses  selbst  auch  (unserer  Meinung 
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nach  mit  Unrecht)  nicht  genannt,  noch  ausgesprochen  ist.  Der  zweite 
Abschnitt  ftthrt  bis  zum  Petersborger  Problem.  Im  dritten  Abschnitte  ist 
▼on  der  Wahrscheinlichkeit  von  Ursachen ,  beziehnngsweise  von  der  der 
Wiederholung  eines  Ereignisses  die  Bede;  hier  wird  derselbe  Grenzpunkt 
wie  im  ersten  Abschnitte  erreicht.  Der  yierte  Abschnitt  ist  mit  17  Seiten 
etwas  stiefmütterlich  bedacht;  gleichwohl  wird  er  genügen,  dem  Leser  so- 
Tiel  von  der  Lehre  von  den  Lebensyersicherungen  beizubringen ,  als  erfor- 
derlich ist,  die  Lust  nach  weiterer  Belehrung  in  ausführlichen  Fachschriften 
in  ihm  zu  erwecken.  Cantor. 

Zum  Oeseti  der  groMen  Zahlen.     Untersuchung  der  Ziehungsergebnisse 
der  Prager  und  Brünner  Lotterie  vom  Standpunkte  der  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung, von  Emanubl  Czubbb.    Prag  1889,  Verlag  von 
H.  Dominions.    41  S. 
Das  Zahlenlotto,  bei  welchem  aus  90  Nummern  jedesmal  5  gezogen 
werden,  und  ein  Oewinn  auf  alle  Diejenigen  ftllt,  denen  es  gelang,  eine 
der   mehrere   von  den  gezogenen  Nummern  zu   errathen,    gehSrt  zu  den 
Spielen,  welche  in  fast  allen  Lehrbüchern  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung 
untersucht  werden.    Es  gestattet  die  Anwendung  verschiedener  Formeln  der 
Wahrscheinlichkeit  a  priori.    Aber  in  Staaten,  wo  es  geduldet  wirdi 
entfesselt  dieses  Lotto  auch  eine  blinde  Spielwutfa  namentlich  der  unteren 
BcTÖlkerungsschichten  I  welche  nicht  selten  den  Schein  eines  einsichtsvollen 
Spieles    anztmehmen  liebt.     So   erklärt  sich  das  Erscheinen  von  Listen,  in 
welchen    sSmmtliche  Ziehungsergebnisse  der  Zahlenlotterie  in  Prag  und  in 
Brunn   Ton  1754  bis  1886  gesammelt  und  abgedruckt  sind.     Sind  diese 
Listen  einmal  vorhanden,  so  gestatten  sie  reichliche  Verwerthung  in  der 
Lehre  von  der  Wahrscheinlichkeit  a  posteriori^  und  das  ist  die  Auf- 
gabe, welche  Herr  C  zu  her  sich  neuerdings  gestellt  hat. 

Wir  wollen  einige  von  den  Einzelfragen  hervorheben,  welche  er  der 
üntersnchung  unterworfen  hat  unter  den  90  Nummern,  aus  welchen  5 
gezogen  werden,  befinden  sich  9  einziffrige  und  81  zweiziflfrige.  Die  Wahr- 
scheinlichkeit |>^^\  dass  keine  einziffrige,  sondern  5  zweiziffrige  Nummern 
.  .,  .  .81.80.79.78.77  64701  _  .,.  ^.^^q^ 
gezogen  werden,  ^«t  apnm  ^  ^^  gg  ^^  gg  =  yyö983  oder  p*«)  =  0.58298. 

Die  Wahrscheinlichkeit  p^^\  dass  neben   1  einziffrigen  4  zweiziffirige  Num- 

.        .  ,  81.80.79.78.9.5     45,^,     _        ,„     naAn7n 
mem  gezogen  werden,  ist    99  09  go  «7  86  ^77^     ^       !><''=  0,34070 

u.  s.  w»  Die  Theorie  wurde  nun  mit  der  Erfahrung  verglichen,  welche  aus 
2854  Prager  und  2703  Brünner  Ziehungsergebnissen  bestand.  Es  wurde 
femer  die  Abweichung  der  berechneten  und  der  beobachteten  Zahlen  er- 
mittelt und  die  theoretisch  auffindbaren  wahrscheinlichen  Grenzen  dieser  Ab- 
weichung,   üeberall  zeigte  sich  eine  befriedigende  Uebereinstimmung.     Bei 
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einer  zweiten  Untersuchung  handelte  es  sich  um  die  Wahrscheinlichkeit  p, 
dass  die  fünf  gezogenen  Nummern  in  natürlicher  Orössenfolge  von  der  nie- 
dersten zur  höchsten  oder  umgekehrt  von  der  höchsten  zur  niedersten  dem 

2  1 

Rade  entnommen  wurden.     Ä  priori  ist  j>=  ■.   o  o  j."r=^5a'     Auch  hier 

waren  die  Zahlen,  welche  a  posteriori  den  Listen  entnommen  wurden,  in 
auffallender  üebereinstimmung  mit  der  Rechnung.  Das  Gleiche  zeigte  sich 
bei  der  dritten  Untersuchung,  welche  die  Erschöpfung  sämmtlicher  Nummern 
zum  Zielpunkte  hatte.  Herr  C  zu  her  hat  noch  einige  weitere  Fragen  an 
der  Hand  der  Berechnung  und  der  Erfahrung  beantwortet  und  die  Ergeh 
nisse  verglichen. 

Es  ist  ja  keineswegs  überraschend ,  dass  das  Gesetz  der  grossen  Zahlen, 
d.  h.  das  Wegfallen  von  Zufälligkeiten  bei  Häufung  der  Beobachtungen ,  sich 
bewährte,  aber  wer  Vorlesungen  zu  halten  hat,  welche  ausschliesslich  oder 
theilweise  auf  Wahrscheinlichkeitsrechnung  sich  beziehen ,  ist  vielfach  in  der 
Lage,  nach  geeigneten  Beispielen  sich  umzusehen,  die  gar  nicht  h&ofig  sich 
vorfinden.  Für  solche  Zwecke  können  wir  die  kleine  Schrifb  warm  empfeh- 
len, welche  zudem  mit  den  früheren  Veröffentlichungen  des  gleichen  Ver- 
fassers die  Tugend  theilt,  sich  leicht  und  angenehm  lesen  zu  lassen« 

Gantor. 


TTeber   die   Oenanigkeit   logarithmiBcher   Berechnnngeii  von  Dr.  Harb 

Stadthaqbn.     Berlin  1888,   Ferd.  Dümmler's  Verlagsbuchhandlung. 
82  S. 
Seien  2f  und  N+l  zwei  aufeinanderfolgende  Zahlen,  deren  Logarith- 
men L^  und  L^  aus  einer  Logarithmentafel  zu  entnehmen  sind,   sei  N+b 
eine  zwischen  jY  und  N+l  liegende  Zahl,  deren  LogarithmeX  durch  Inter- 
polation  zu  finden  ist;  unter  Benutzung  der  ersten  Differenzen  ist  alsdann 

log{N+B)^hgN  +  B{log(N+l)'-logN) 
oder 

L  =  L,  +  b{L^^L,):={1^b)L,  +  bL,. 

Nun  sind  aber  fast  alle  Logarithmen  abgekürzte,  mit  einem  Fehler  behaftete 
Zahlen,  und  der  bei  2^],  X^,  L  begangene  Fehler  möge  fj,  f,,  i^  faeissen. 
Die  Interpolation  selbst  bewirkt  noch  einen  weiteren  Fehler  ^3.  Die  ge* 
fundene  Gleichung  muss  daher  eigentlich 

i  +  J'=(l-£)(i,+/i)  +  j(X,+/i)+/i 

geschrieben  werden,  und  aus  beiden  Gleichungen  vereinigt  ergiebt  sich 

Jeder  der  Fehler  /*, ,  /*, ,  f^  liegt  aber  positiv  oder  negativ  zwischen  0  und  ^ 
der  letztgewonnenen  Decimale  in  den  Logarithmen.  Nimmt  man  /j  =  ^ 
s=  /g  =  +  4  A^ »  8<>  erscheint  der  höchstmögliche  Werth  von  F,  nftmlich 

F^  +  1. 
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Mit  anderen  Worten:  bei  jedem  in  der  Logarithmentafel  anmittelbar  auf- 
gescblagenen  Logarithmns  bleibt  der  Fehler  immer  unter  ^  der  letzten  De- 
cimale,  bei  jedem  interpolirten  Logarithmen  unter  der  Einheit  der  letzten 
Decimale,  sei  es  als  positiver,  sei  es  als  negativer  Fehler. 

Von  dieser  Grundwahrheit  geht  Herr  Stadthagen  aus,  um  die  prak- 
tisch hochwichtige  Frage  nach  der  Genauigkeit  logarithmischer  Berechnungen 
zu  erOrtem,  oder,  anders  ausgesprochen,  die  Frage,  wievielstelliger  Loga- 
rithmen man  sich  zu  bedieuen  habe,  um  den  begangenen  Fehler  des  loga- 
rithmiscben  Rechnens  in  gegebene  Grenzen  einzuschliessen? 

Er  bedient  sich  dazu  der  Formeln  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung, 
aber  er  prüft  senie  Ergebnisse  auch  an  der  Hand  der  Erfahrung.  Es  giebt 
ja  glücklicherweise  Logarithmentafeln  von  der  allerverschiedensten  Aus- 
dehnung der  Logarithmen.  Wird  nun  eine  Rechnung  das  eine  Mal  mit 
m|- stelligen ,  das  andere  Mal  mit  m2- stelligen  Logarithmen  ausgeführt,  und 
wedren  von  dem  zweiten  Ergebnisse  m^-^tn^  Decimalen  gestrichen,  die 
letzte  Decimale  aber,  welche  stehen  bleibt,  unverändert  belassen  oder  um  1 
erhöht,  je  nachdem  die  gestrichenen  Stellen  unter  ^  bleiben,  oder  diese 
Grenze  erreichen,  beziehungsweise  übersteigen,  so  ist  damit  der  Früfungs- 
maassstab  der  mit  der  geringeren  Anzahl  von  Decimalen  ausgeführten  Rech- 
nung gegeben  und  man  kann  Theorie  und  Praxis  vergleichen. 

Ausführlicheres  Eingehen  auf  die  angestellten  Rechnungen  und  Ver- 
suche würde  die  Grenzen  eines  Berichtes  überschreiten,  während  das  hier 
Gesagte  schon  genügen  dürfte,  auf  die  inhaltsreiche  kleine  Schrift  aufmerk- 
sam zu  machen,  die  namentlich  dem  praktischen  Astronomen  die  werthvoU- 
sten  Fingerzeige  zu  geben  angethan  ist.  C^ntor 


V.  Millbr-Haüenfelb,  Richtigstellung  der  in  bisheriger  Fassung  unrich- 
tigen mechanischen  Wärmetheorie  und  Orundzüge  einer  allgemei- 
nen Theorie  der  Aetherbewegungen.  Wien  1880,  Verlag  von  Manz. 
Verf.  erklärt  es  als  eine  willkürliche  Annahme,  dass  die  innere  Wärme 
blos  von  dem  Anfangs-  und  Endzustand  eines  Körpers  abhänge ,  indem  er 
die  ünzulässigkeit  speciell  bei  den  Gasen  durch  Gegenüberstellen  der  Resul- 
tate nachweist,  welche  entweder  aus  der  Theorie  gefolgert ^  oder  durch  das 
Experiment  gewonnen  wurden.  Bei  der  Aufstellung  eines  neuen  Ausdrucks 
für  die  innere  Wärme  bemerkt  der  Verfasser,  dass  wir  bei  der  Erwärmung 
des  Constanten  Volumens  eines  Gases  zweierlei  wahrnehmen:  erstens  eine 
Erwärmung  unserer  Hand  und  zweitens  ein  Wachsen  der  Spannung.  Dann 
fthrt  er  fort:  „Da  hier  deutlich  zweierlei  Wirkungen  auf  dasselbe  Sinnes- 
organ (das  Gemeingefahl  zugleich  Tastsinn)  erfolgen,  so  werden  wir  auch 
noihwendig  annehmen  müssen,  dass  jede  derselben  ihren  besonderen  Energie« 
aufwand  erfordere. **     Verf.   nimmt  daher  an,   dass  stets  ein  und  dieselben 
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Nerven  Temperatur  und  Druck  empfinden,  während  dies  von  medicinischer 
Seite  nicht  als  allgemein  giltig  betrachtet  wird.  Diesen  Einwand  ahnt  der 
Verf.  selbst,  da  er  am  Schiasse  des  ersten  Theiles  in  einem  Anhang  darauf 
zurückkommt,  indem  er  trotz  dieses  Einwandes  die  doppelte  Energieannahme 
zu  rechtfertigen  sucht. 

In  der  allgemein  mathematischen  Ausdrucksweise  für  das  Wftrmeincre- 
ment  ist  die  Temperatur  Temachlässigt|  weil  bei  ihrer  Aufstellung  die  bis- 
herige Voraussetzung  einer  allgemein  giltigen  Abhängigkeit  zwischen  Tem- 
peratur, Druck  und  Volumen  zu  Grunde  gelegt  wurde.  *  Diese  VemacUSs- 
sigung  sei  unstatthaft,  weil  sie  in  einem  besonderen  Falle  mit  der  Erfoh- 
rung  im  Widerspruch  steht,  auch  werde  man  unter  obiger  Annahme  auf 
allgemein  nicht  integrable  Werthe  geführt. 

Vorläufig  sieht  der  Verf.  von  jeder  Annahme  Ober  den  Bau  der  Mole- 
cule  und  deren  innerer,  uns  unsichtbarer  Bewegungsweise  ab  und  fasst  die 
durch  die  Wärme  an  den  EOrpem  hervorgebrachten  Erscheinungen  einfach 
nur  als  das  Ergebniss  anziehender  und  abstossender  Kräfte  auf.  Nunmehr 
werden  die  Unterschiede  zwischen  der  Massen  -  und  Molecularanziehung  her- 
vorgehoben und  darauf  der  Nachweis  geliefert,  dass  die  Molecularanziehung 
und  ihre  Unterarten,  insbesondere  die  Erystallisation  ebenfalls  dem  Gesetz 
für  Centralkräfte  unterliegen. 

Die  eigenartige  Aufstellung  der  allgemeinen  Temperaturgleichung  fOhlt 
selbst  der  Verf.,  indem  er  sagt:  allfällige  Zweifel  gegen  die  Richtigkeit 
dieser  Formel  werden  dadurch  behoben,  dass  sich  dieselbe  später  aus  der 
allgemeinen  Wärmegleichung  ableiten  lasse.  Letztere  erleidet  je  nach  dem 
Aggregatzustand  gewisse  Kürzungen.  Absichtlich  wurde  die  sogenannte 
absolute  Temperatur  vermieden,  weil  dieser  Begriff  nur  für  Gase  zulässig 
sei  und  in  diesem  Falle  als  Verdampfungstemperatur  eines  als  vollkommen 
gedachten  Gases  zu  bezeichnen  wäre. 

Bei  den  Gasen  ergiebt  sich  die  Abweichung  von  dem  Mariotte 'sehen 
Gesetz  als  eine  Zusammenwirkung  dreier  Kräfte,  der  Massen-  und  Molecu- 
laranziehung und  der  Cohäsionskraft. 

Die  Ausdehnungscurven,  d.  h.  die  Beziehung  zwischen  Volumen  und 
Temperatur,  bestehen  nach  des  Verfassers  Ableitungen  bei  Gasen  und  FlOe- 
sigkeiten  aus  Hyperbelzweigen,  bei  starren  Körpern  jedoch  aus  einem  Pa- 
rabelstück. —  Bei  dem  Versuche,  ein  Bild  von  der  Temperaturfunction  in 
den  drei  Aggregatzuständen  zu  erhalten,  dehnt  der  Verf.  das  Dulong- 
Petit*sche  Gesetz  der  constanten  Atom  wärme  bei  starren  Körpern  zunächst 
auf  Gase'  aus  und  findet  hier  als  Constante  3,431 ,  welche  Zahl  mit  Rück- 
sicht auf  die  von  ihm  aufgestellte  Formel  für  die  specifische  Wärme  bei 
constantem  Druck  der  Wahrheit  näher  komme,  als  die  Zahl  6,...,  welche 
für  starre  Körper  gefunden  worden  ist.  Auch  bei  den  Flüssigkeiten  gelte 
das  Gesetz  der  constanten  Atom  wärme,  das  sich  aber  direct  nicht  erkennen 
lasse,  weil  das  zweite  Glied  in  der  soeben  erwähnten  Formel  zu  sehr  vor- 
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herrsche.  Es  bestehe  demnach  kaum  mehr  ein  Zweifel,  dass  das  Gesetz 
der  Constanten  Atomw&rme  ein  wirkliches  Naturgesetz  sei,  nnd  es  sei  sehr 
wahrscheinlich,  dass  die  Temperatarfnnction  einen  für  alle  Körper  und  alle 
Aggregatzustttnde  gemeinsamen  Bau  besitze.  Die  Ursache  des  eigenthüm- 
liehen  Verhaltens  bei  Aenderang  des  Aggregatznstandes,  wie  es  sich  in 
Ueberschmelznng  n.  s.  w.  zn  erkennen  giebt,  ist  in  dem  Bestreben  zu  suchen, 
dem  Temperatargesetz  am  jeden  Preis  gerecht  zu  werden. 

Nachdem  noch  einmal  ausdrücklich  hervorgehoben  worden  ist,  dass 
die  Cohftsion  bei  jedem  der  drei  Aggregatzustände  einen  positiven  Werth 
besitze,  wird  die  Frage  ventilirt,  ob  denn  in  der  Schöpfang  nicht  auch  ein 
„Etwas*  existiren  könnte,  bei  welchem  die  Cohftsion  negativ  wftre.  Ein 
solches  Gebilde,  welches  sich  im  Weltall  körper-  und  nmfanglos  verbreiten 
muss,  ist  in  dem  Aether  reprftsentirt  Nunmehr  wird  der  feste  Boden  der 
naturwissenschaftlichen  Erkenntniss  völlig  verlassen.  Der  zweite,  grössere 
Theil  des  Buches  ist  lediglich  eine  mathematisch -philosophische  Ausarbeitnng 
der  OrundzOge  einer  allgemeinen  Theorie  der  Aetherbewegungen.  So  inter- 
essant auch  dieser  Theil  ist,  so  würde  hier  ein  nftheres  Daraufeingehen  zu 
weit  führen,  zumal  es  sich  schliesslich  doch  nur  um  ein  „Glauben  oder 
Nichtglanben*'  handeln  kann.  Momentan  müssen  wir  unsere  grössere  Auf- 
merksamkeit noch  dem  ersten  Theil  des  Buches  zuwenden.  Erst  wenn  hier 
eine  völlige  Einigung  stattgefunden  hat,  sind  wir  berechtigt,  weiter  zu 
gehen,  um  dem  rascheren  Gedankenfluge  des  Verf.  zu  folgen. 

So  oft  wir  auch  den  ersten  Theil  des  Buches  betrachten,  immer  kommen 
wir  wieder  auf  die  erste  Hypothese  zurück  und  können  uns  mit  derselben 
bis  jetzt  noch  nicht  ganz  befreunden,  zumal  die  oft  eigenartige  Ableitung 
specieller  Formeln  an  einigen  Stellen  den  Eindruck  macht,  als  ob  das  Re- 
sultat nur  erreicht  worden  wftre,  weil  es  schon  vorher  bekannt  war.  — 
Wenn  wir  demnach  nicht  voUstftndig  mit  dem  Verfasser  einverstanden  sind, 
so  sei  damit  sein  Verdienst  in  keiner  Weise  geschmälert,  die  mechanische 
Wftrmetheorie  von  einer  neuen ,  allgemeineren  Seite  aus  betrachtet  zu  haben, 
was  für  die  Theorie  selbst  nur  fruchtbringend  ist,  indem  dadurch  neue 
Gedanken  angeregt  werden.  ^  Nbbbl 


loNAz  WauiBntin.   Lehrbuch  der  Physik  für  die  oberen  Classen  der  Mittel- 
schulen und  verwandter  Lehranstalten.     (Ausgabe  ftlr  Gymnasien.) 
5.  verftnderte  Auflage.     Wien  1888,  Verlag  von  A.  Pichler's  Wittwe 
&  Sohn.    Preis  2  Mk.  80  Pf. 
Wenn  wir  die  vorliegende  Auflage  mit  der  im  Jahre  1881  erschienenen 
ersten  vergleichen,  so  finden  wir  allerdings  in  jeder  Beziehung  zum  Theil 
grosse  Verftnderungen.    Für  ein  Schulbuch  sind  eingreifende  Ver&nderungen 
nicht  erwünscht,  indessen  sind  wir  damit  einverstanden ,  falls  die  Nothwen- 
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digkeit  dazu  zwingt.  Leider  trifft  dies  in  dem  vorliegenden  Falle  mit  weni- 
gen Ausnahmen  nicht  zu;  denn  bei  dem  Qegenüberstellen  dieser  ftlnften 
Auflage  und  der  ersten  fehlen  oft  ganze  Partien,  namentlich  in  der  Astro- 
nomie, die  wir  sehr  ungern  vermissen.  Daftlr  ist  z.  6.  zuviel  über  die 
Planeten  und  Planetoiden  gesagt.  Auch  die  Erjstalloptik  könnte  entbehrt 
werden.  üeberaU  bemerken  wir,  dass  der  Verfasssr  eifrigen  Studien  oblag; 
nur  glauben  wir,  dass  er  dabei  übersehen  hat,  dass  ein  Schulbuch, 
welches  für  ein  gewisses  Alter  bestimmt  ist,  denselben  nicht  in  diesem 
Maasse  folgen  darf.  An  die  mathematischen  Kenntnisse  der  Schüler  werden 
hohe  Ansprüche  gemacht,  auch  die  Ausdrucksweise,  wie  z.  6.  j,ein  Beweg- 
liches befinde  sich  etc.^,  dürfte  manchmal  einfacher  sein.  —  Was  die  äussere 
Ausstattung  des  Buches  betrifft,  so  können  wir  leider  die  Bemühungen  des 
Verf.  nicht  unbedingt  anerkennen.  Mit  Bücksicht  auf  die  Augen  hat  der 
Verf.  einen  „weiteren  und  deshalb  deutlicheren  Satz^  angeordnet,  indessen 
fehlt  den  einzelnen  Buchstaben  die  Kraft,  so  dass  bei  Seiten  ohne  Unter- 
brechung die  Augen  leicht  übergehen,  wie  bei  einer  Handschrift,  welcher 
die  Grundstriche  fehlen.  Den  zahlreichen  Figuren  fehlt  in  hohem  Maasse 
die  Einheit.  Bei  den  Abbildungen,  weiss  auf  schwarzem  Qrunde,  wechselt 
zu  sehr  die  Strichdicke,  z.  B.  Fig.  204  und '205,  sodann  Iftsstder  schwarse 
Grund  oft  sehr  zu  wünschen  übrig,  wodurch  allerdings  die  schlechten  Schul- 
tafeln gut  nachgeahmt  sind.  Hftufig  sind  die  neu  hergestellten  Figuren 
weniger  scharf  ausgefallen,  so  dass  man  nicht  einsieht,  weshalb  die  alten 
verdrftngt  worden  sind,  z.  B.  Fig.  99  der  1.  Auflage  und  Fig.  73  der  5.  Auf- 
lage. Zum  Mindesten  ist  es  störend,  dass  in  Fig.  77  die  Klammem,  welche 
die  Höhen  angeben  sollen,  stärker  sind,  als  die  Gefftsswände.  Fig.  44  ist 
perspectivisch  unrichtig.  Die  Ausführung  von  Fig.  71  erinnert  sehr  an  die 
Abbildungen  in  schlechten  französischen  Witzblättern.  Bei  der  Corrector 
hätten  die  Formeln  mehr  berücksichtigt  werden  sollen ,  z.  B.  die  ungleichen 
Buchstaben  t  gegenüber  den  anderen  auf  S.  23.  So  gut  auch  das  Buch 
bezüglich  seines  Inhaltes  ist,  so  sind  wir  mit  der  äusseren  Ausstattung 
keineswegs  zufrieden,  besser  wäre  in  diesem  Falle  ein  Verzicht  aof  die 
Preisermässigung.  Mit  Bücksicht  auf  die  Bedürfnisse  der  Schule  ist  die  vor- 
liegende Physik  sehr  vollständig,  während  die  Chemie  zu  stiefmütterlich 
behandelt  ist.  B^  ^^^^^^ 


H.  Frbrichb,  Die  Hypothesen  der  Physik.    Ein  Versuch  einer  einheitlichen 
Darstellung  derselben.    2.  Aufl.  Norden  1889,   Verlag  von  H.  Fischer 
Nachfolger.    Preis  2  Mk.  50  Pf. 
Eine  eingehende  Besprechung  der  1.  Auflage  dieses  Buches  findet  sich 

im   25.  Jahrgange   dieser  Zeitschrift,    weshalb   wir   hier  darauf  verweisen 

"^^'®^°-  B.  Nebkl. 
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H.FRBRICH6,  Zur  modernen  Vatarbetraohtnug.  Vier  Abhandlungen.  2.  Aufl. 

Norden  1889,  Verlag  von  H.  Fischer  Nachfolger.    Preis  2  Mk.  50  Pf. 

Der  Inhalt  des  Buches  ist  rein  philosophischer  Natur  und  besteht  aus 

den  vier  Abhandlungen:  Zur  monistischen  Naturerklttrung.  —  Mechanismus 

und  Zweckmässigkeit  in  der  Natur.  —  Kampf  und  Entwickelung.  —  Ethik. 

B.  Nbbbl. 

DziOBEK ,  Die  mathematischen  Theorien  der  Planetenbewegnngen.  Leipzig, 
1888,  Verlag  von  J.  A.  Barth.    Preis  9  Mk. 

Der  Verf.  hat  sich  der  höchst  yerdienstlichen  Aufgabe  unterzogen ,  die 
klassischen  Arbeiten  der  grossen  Mathematiker  ttber  das  Problem  der  Be- 
wegung der  Himmelskörper  in  einem  kurzgefassten  Lehrbuche  einheitlich 
zusammenzufassen,  um  dadurch  die  Anwendung  der  analytischen  Mechanik 
auf  die  Astronomie,  das  grossartigste  Beispiel  in  der  Natur,  einer  grossen 
Zahl  von  Mathematikern  zugftnglich  zu  machen,  welche  sich  nicht  mit  dem 
Quellenstudium  befassen  können.  Die  meisten  bisherigen  Zusammenfassungen 
der  Theorien  der  Planetenbewegungen  sind  mehr  elementarer  Natur,  wäh- 
rend das  vorliegende  Werk  volle  Wissenschaftlichkeit  verfolgt  und  dabei 
zugleich  die  neuesten  Untersuchungen  mit  berücksichtigt  und  die  jetzt  schwe- 
benden Fragen  kennzeichnet.  Mit  Recht  dttrfen  wir  daher  dem  Verfl  zu- 
gestehen, mit  diesem  Lehrbuch  eine  Lücke  in  der  bestehenden  Literatur 
ausgefüllt  zu  haben. 

Was  den  Inhalt  selbst  betrifft,  so  zerfUllt  derselbe  in  drei  Abschnitte. 

Der  erste  geht  aus  von  dem  New  ton 'sehen  Gravitationsgesetz  und 
behandelt  die  Lösung  des  Problems  zweier  Körper,  dem  eine  kurze  geschicht- 
liche üebersicht  folgt.  Daran  schliesst  sich  an  das  Problem  der  n  Körper, 
für  welches  die  allgemeinen  Integrale  aufgestellt  werden.  Die  weiteren 
Untersuchungen  werden  wegen  des  symmetrischen  Formelbaues  nur  auf  das 
Problem  der  drei  Körper  ausgedehnt,  darauf  folgt  noch  die  Behandlung 
einer  Reihe  specieller  Fälle.  Den  Schluss  bilden  geschichtliche  Notizen  über 
das  Problem  der  drei  Körper. 

In  dem  zweiten  Abschnitte  werden  die  allgemeinen  Eigenschaften  der 
Integrale  einer  nftheren  Betrachtung  unterzogen.  Den  Ausgang  hierzu  bilden 
die  Poisson'sche  und  die  Lagrange 'sehe  Formel  mit  ihrer  Entwickelung 
für  die  Elemente  der  elliptischen  Bahn  der  Planeten  um  die  Sonne.  Am 
Schlüsse  erhalten  wir  wieder  einen  geschichtlichen  üeberblick  über  den 
Inhalt  des  zweiten  Abschnittes. 

Der  dritte  Abschnitt  umfasst  die  Theorie  der  Störungen.  Zunächst 
wird  unser  Sonnensystem  betrachtet  als  ein  System  von  n  Punkten,  woran 
sich  die  Bahnen  der  Planeten  um  die  Sonne  anschliessen.  Dies  giebt  den 
Anhiss  zu  der  Theorie  der  absoluten  Störungen,  ftlr  deren  Berechnung  sich 
verschiedene  Formeln  aufstellen  lassen.   Nachdem  die  analytischen  Ausdrücke 

eut-lit.  Abthlg.  d.  Z^Uobr.  f.  M»lb.  n.  Vhj^  XXXV.  2  ^^   ^^  ^^  L^OOgle 


74  Historisch -literarische  Abtheilung. 

der  SiOningen  ermittelt  sind ,  wird  zu  der  Variation  der  Elemente  und  einer 
angenäherten  Integration  der  fdr  diese  aufgestellten  Differentialgleichungen 
fibergegangen,  unmittelbar  darauf  folgen  die  sftcularen  Werthe  der  Elemente 
und  deren  Variation ,  sowie  eine  Verbindung  der  Theorie  der  absoluten  StS- 
rungen  mit  der  Theorie  der  Variation  der  Elemente.  Trotz  dieser  Störungen 
bleibt,  aber  die  Stabilität  des  Planetensystems  erhalten ,  und  ebenso  wird  die 
ünveränderlichkeit  der  grossen  Axen  nachgewiesen.  Nach  einer  kurzen  Oe- 
schichte  der  StOrungstheorien  macht  der  Verfasser  noch  einige  Bemerkungen 
zu  den  am  Schlüsse  beigefügten  Tabellen,  welche  nach  Leyerrier  und 
New  comb  fttr  unser  Planetensystem  die  numerischen  Werthe  der  in  der 
allgemeinen  Theorie  eingeführten  Grössen  enthalten. 

Es  ist  wohl  als  sicher  anzunehmen,  dass  sich  dieses  Werk  bald  eine 
grosse  Zahl  von  Freunden  erwerben  wird ,  und  wir  sehen  gern  den  weiteren 
Theilen  entgegen,  welche  die  Theorie  der  Rotation  der  Körper  um  ihren 
Schwerpunkt»  die  Theorie  von  Ebbe  und  Fluth,  der  Gestalt  der  Körper 
umfassen  werden. 

Nicht  unerwähnt  mag  die  vorzügliche  Ausstattung  des  Werkes,  ins- 
besondere der  übersichtliche  und  ezacte  Druck  der  Formeln  bleiben. 

B.  Nebel. 


C.  BoHN,    TTeber  LintenEUBammeiiBtellungen  und  ihren  Ersatz  durch  eine 
Linse  von  yernachlässigbarer  Dicke.    Leipzig  1888,  Verlag  von  B.  G. 
Teubner. 
In  dem  vorliegenden  Werkchen  wird  die  Lehre  von  der  einer  Linsen- 
zusammenstellung  äquivalenten  einfachen  Linse,  welche  Bilder  derselben  Art» 
Stellung  und  Grösse,  wie  die  Zusammenstellung,  aber  an  anderem  Ort  wie 
diese  liefert,  erweitert  durch  die  Untersuchung  über  eine  Linse,  welche  eine 
Bedingung  mehr  als  die  äquivalente  erfüllt,  nämlich  die  Bilder  auch  am 
richtigen   Orte  entwirft.      Dabei  ergiebt  sich,   dass   die  Brennweite   dieser 
Ersatzlinse   und  die  ihr  anzuweisende  Stellung  mit  der  Gegenstands  weite 
sich  ändern,  dass  der  Ersatz  nicht  immer  vollständig,  zuweilen  nur  unvoll- 
ständig, zuweilen  gar  nicht  möglich  ist. 

In  dem  allgemeinen  Tbeile  wird  ein  Vergleich  zwischen  der  Aequivalent- 
linse  und  der  Ersatzlinse  angestellt,  wobei  sich  die  Bedingungen  ergeben, 
unter  welchen  die  Aequivalentlinse  zugleich  Ersatzlinse  werden  kann.  Nach 
Berechnung  der  Fundameutalpunkte  werden  die  Bilder  und  deren  Artände- 
rung für  die  drei  Gruppen  von  Linsenzusammenstellungen  einer  eingehenden 
Discussion  unterzogen  und  dabei  der  Symptose  besondere  Aufmerksamkeit 
geschenkt.  Indessen  sind  die  gewonnenen  mathematischen  Ausdrücke  keines- 
wegs übersichtlich,  so  dass  es  angezeigt  war,  in  dem  „besonderen*',  weitaus 
grösseren  Tbeile  des  Buches  eine  Reihe  von  Sonderfällen  über  den  Abstand 
der  Linsen  für  sich  zu  behandeln ,  wobei  sich  eine  Menge  interessanter  Be- 
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uehnngen ,  wie  z.  B.  für  die  teleskupiscben  Systeme ,  ergeben.  Dnrch  sorg- 
föliig  durchgerechnete  Zahlenbeispiele,  welche  in  tabellarischer  Form  zu- 
sammengestellt sind,  erhält  man  fdr  die  betreffenden  SonderfftUe  eineiT 
genauen  Einblick  in  die  Veränderungen,  welche  die  verschiedenen  GrOsseUi 
die  Bilder  und  deren  Art  infolge  einer  zunehmenden  Gegenstandsweite  er- 
leiden. Gleichzeitig  ergeben  sich  hierbei  die  Grenzen,  innerhalb  welcher 
eine  Ersatzlinse  überhaupt  möglich  ist.  —  Wenn  auch  die  Ersatzlinse  für 
die  praktischen  Bedürfnisse  von  keiner  so  grossen  Bedeutung  ist,  wie  die 
Aeqoivalentlinse,  so  gewährt  sie  doch  manchen  wünschenswerthen  Aufschluss, 
weshalb  das  vorliegende  Buch  nur  bestens  empfohlen  werden  kann. 

B.  Nbbbl. 


The  elastioal  retearches  of  Barr^  de  Saint -Venant  (Eztract  from  Vol.  II 
of  Todhunter's  Historj  of  the  theory  of  Elasticity)  by  K.  Pbarson. 
Cambridge,  üniversitätsdruckerei.  1889. 
Den  vorliegenden  Band  müssen  wir  gleichsam  als  einen  Theil  des 
2.  Randes  von  Todhnnter's  Geschichte  der  Elasticitätstheorie  betrachten; 
er  trägt  seinen  Titel  zu  Ehren  von  Baint-Venant,  welcher  innerhalb  35 
Jahren  zahlreiche  Untersuchungen  auf  diesem  Gebiete  geliefert  und  Anderen 
dadurch  Anregung  gegeben  und  neue  Ideen  geweckt  hat.  Somit  darf  Saint- 
Yeoant  mit  Recht  als  Bepräsentant  in  diesem  Zweige  der  Wissenschaft 
während  des  genannten  Zeitraumes  bezeichnet  werden.  Seine  Untersuch- 
QDgen,  welche  sich  durch  Schärfe  und  Klarheit  auszeichnen,  sind  insofern 
von  grosser  Bedeutung,  als  sie  neben  der  Theorie  auch  der  Praxis  Bech- 
nuDg  tragen.  Vervollständigt  werden  dieselben  durch  die  Arbeiten  seiner 
Zeitgenossen,  so  dass  wir  es  wirklich  mit  einer  Geschichte  zu  thun  haben. 
Gerechtfertigt  wird  aoch  die  Herausgabe  dieses  Sonderbandes  dadurch,  dass 
nach  dem  ursprünglichen  Plane  von  Todhunter  nur  zwei  Bände:  die  Theorie 
nnd  die  Geschichte  der  Elasticität  in  Aussicht  genommen  waren,  womaoh 
sich  eine  Reihe  wichtiger  Abhandlungen  weder  in  dem  einen,  noch  in  dem 
andern  Bande  unterbringen  Hessen.  Sicher  hätte  Todhunter  seinen  Plan 
noch  geändert,  wäre  er  nicht  zu  früh  durch  den  Tod  abberufen  worden. 
In  richtiger  Beurtheilung  der  Verhältnisse  ist  der  Verfasser  von  dem  ur- 
sprflnglichen  Gedanken  abgewichen,  was  nur  im  Interesse  des  ganzen  Werkes 
Bein  kann,  denn  nunmehr  ist  dasselbe  bis  auf  die  neueste  Zeit  ausgedehnt. 

B.  Nbbbl. 


L.  Manh,  Der  Feaerstoff.  Sein  Wesen,  seine  bewegende  Kraft  und  seine 
Erscheinungen  in  der  unorganischen  und  organischen  Welt.  Berlin 
1888,  Verlag  von  H.  Steinitz.    Preis  2  Mk. 
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Das  vorliegende  Werkchen  zerfällt  in  zwei  Abschnitte,  von  welchen  der 
erste  die  moderne  Potentialtheorie  amfasst.  Der  Yerfiasser  sacht  darin  die 
Hinfälligkeit  derselben  nachzuweisen,  indem  er  dabei  eingehender  behandelt 
die  Massenanziehnng  und  den  Aether,  die  Messung  der  Kraft,  die  potentielle 
Energie ,  die  relativen  Bewegungen ,  die  kinetische  Wärmetheorie.  Als  Ersatz 
dafür  denkt  er  sich  einen  Feuerstoff,  welcher  die  inüamolecularen  Bäume 
ausfallt  und  durchstrOmt.  Dem  Wesen  und  den  Wirkungen  dieses  Feuer- 
stoffes ist  der  zweite  Abschnitt  gewidmet  Ausgehend  von  der  Gestalt  und 
räumlichen  Lagerung  der  Atome,  kommt  der  Verf.  auf  das  Wesen  des 
Feuerstoffes,  welchem  die  merkwürdige  Eigenschaft  zugeschrieben  wird,  dass 
er  in  verschiedenen  Aggregatzuständen  ezistiren  kann.  Den  Schluss  bilden 
die  Kräfte  des  Feuerstoffs  in  der  unorganischen  Welt  und  die  Erscheinungen 
des  Feuerstoffs  in  der  organischen  Welt.  So  eigen Ihüml ich  uns  auch  dieser 
zweite  Abschnitt  berühren  mag,  so  anregend  wirkt  doch  der  erste,  indem 
er  gleichsam  anfeuert,  selbst  Kritik  an  den  vorhandenen  Theorien  ausiu- 

^^^  B.  Nebel. 

Daurbb,    üebungsbueh  sum  Studium  der  elementaren  Meohanik.    Eine 
Aufgabensammlung  für   Lehrer   und   Studirende   an   mittleren  und 
höheren  ünterrichtsanstalten.    Mit  52  Abbildungen.     141  8.    Wien 
1889,  Veriag  von  A.  Holder.    Preis  2  Mk.  40  Pf. 
Vorliegende  Aufgabensammlung  soll  dazu  dienen,  die  Mechanik  auch 
schon  in  den  Mittelschulen  einzuführen,  damit  der  Schüler  durch  die  prak; 
tischen  Anwendungen  für  diese  Wissenschaft  erwärmt  wird.     Die  Aufgaben 
selbst  sind  so  gefasst,  dass  sie  zum  Nachdenken  auffordern.     In  506  Auf- 
gaben werden  die  Lehren  der  Oeo-,   Hydro-  und  A6rpmechanik  eingeübt, 
deren  Lösungen  im  Anhang  zu  finden  sind.     Zuletzt  sind  noch  eine  Beihe 
Wünschenswerther  Tabellen  beigefügt 

Die  gediegene  Ausstattung  und  die  klaren  Figuren  empfehlen  schon 
äusserlich  auf's  Beste  dieses  Buch.  ^   Nbbbl 


C.  Pabst,  Leit&den  der  theoretisohen  Optik  zum  Gebrauche  auf  höheren 
ünterrichtsanstalten  und  beim  Selbstunterricht  100  8.  Halle  a.  S. 
1888,  Veriag  von  H.  W.  Schmidt.    Preis  1  Mk.  25  Pf. 

Gewöhnlich  versteht  man  unter  „theoretischer  Optik*'  etwas  ganz  An- 
deres, als  Das,  was  der  Verf.  hier  zusammengestellt  hat;  er  hätte  sich  mit 
einem  bescheideneren  Titel  begnügen  sollen. 

Der  Verf.  glaubt,  dass  in  den  gebräuchlichen  physikalischen  Lehr- 
büchern die  Optik  meist  nur  experimentell  dargestellt  sei,  weshalb  er  die 
mathematische  Behandlung  der  wichtigsten  Gesetze  der  Optik  eines  beson- 
deren Buches  würdigt  und  dasselbe  mit  zahlreichen  Aufgaben  ausstattet 
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Mit  Rücksicht  auf  die  Anforderung  der  Gymnasien  erstreckt  sich  das 
Werkchen  nar  auf  die  Gesetze  der  Reflexion ,  der  Brechung  und  Dispersion 
des  Lichts.  Fflr  die  Anordnung  und  Behandlung  des  Stoffes  können  wir 
uns  nicht  erw&rmen;  das  Ganze  erinnert  zu  sehr  an  ein  Geometriebuch : 
zuerst  Lehrsatz,  dann  Beweis.  Die  Spiegel-  und  Linsengesetze  gehören  nach 
unserer  Ansicht  von  einem  Gesichtspunkte  aus  behandelt,  wie  es  z.  B.  in 
Jochmann *s  Physik  theilweise  angedeutet  ist,  damit  der  Schüler  das  Ganze 
leichter  übersehen  kann ,  statt  genöthigt  zu  sein ,  sich  durch  eine  Masse  von 
Lehrsätzen ,  Beweisen ,  Folgerungen  u.  s.  w.  durchzudr&ngen.  Der  Verf.  ist 
eben  ein  Mathematiker  und  kein  Physiker,  sonst  hätte  er  nicht  in  der  vor- 
liegenden todten  Weise  die  Optik  behandeln  können.  Die  elegante  gra- 
phische Bestimmung  der  Brechung  in  Prismen  und  Linsen  scheint  dem  Verf. 
nicht  bekannt  zu  sein.  g^  Nebel. 


A.  Steinhausbb,   Die  Lehre  von  der  Aufttellnng  empirischer  Formeln 
mit  Hilfe  der  Methode  der  kleinsten  ttnadrate  far  Mathematiker, 
Physiker  und  Techniker.     Mit  15  Figuren.     292  S.     Leipzig  1889, 
Verlag  von  B.  G.  Teubner. 
Verf.  theiit  in  dem  Vorwort  mit,  dass  er  an  keine  seiner  vielen  lite- 
rarischen Arbeiten  mit  solcher  Lust  gegangen  sei,  wie  an  die  Bearbeitung 
dieses  Werkes.     Das  Nämliche  könnten  wir  bezüglich  der  Becension  sagen; 
denn  wer   sich   experimentell  beschäftigt,  ist  vielfach  genöthigt,  seine  Be- 
obachtungen in   empirischen  Formeln  auszudrücken.     Die  Anleitung  hierzu 
musste  man  sich  bisher  meistens  selbst  geben  oder  sich  mühsam  aus  anderen 
Arbeiten  erwerben.    Es  ist  deshalb  ein  grosses  Verdienst  des  Verf.,  diesem 
zeitraubenden  üebelstand  abgeholfen  zu  haben,  wodurch  er  sich  den  Dank 
namentlich  von  Seiten  der  studirenden  Jugend  in  hohem  Maasse  erworben  hat. 
Zahlreiche  Beispiele  dienen  zur  Erleichterung  des  Verständnisses,  üben 
gleichzeitig  die  Anwendung  der  Formeln  und  gewähren  einen  Einblick  über 
den  umfang  der  Rechnung. 

Es  würde  zu  weit  führen,  wollten  wir  auf  den  Inhalt  näher  eingehen, 
zumal  schon  der  Titel  hinreichend  erwähnt,  um  was  es  sich  hier  handelt, 

B.  Nbbel. 

A.  Dabhb,   Vene  Theorie  der  Flugbahn  von  Langgesehossen  auf  Grund 
einer  neuen  Theorie  der  Drehung  der  Körper.     63  S.    Berlin  1888, 
Verlag  von  B.  Eisenschmidt. 
Gleich   von  vornherein  erklärt  der  Verf.,  dass  das  von  ihm  erzielte 
Resultat  keineswegs  eine  Lösung  des  Problems  der  mathematischen  Bestimm- 
barkeit der  Flugbahn  sei,  im  Gegentheil,  dass  es  zeige,  wie  weit  man  noch 
von  dem  erwünschten  Ziele  entfernt  sei. 
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In  dein  ersten  Theile,  welcher  sich  mit  der  Theorie  der  Drehung  der 
Körper  beschäftigt,  geht  der  Verf.  von  der  irrthttmlichen  Anwendung  des 
Princips  der  Stabilität  der  Drehaze  aus,  welche  sich  in  directem  Wider- 
spruch mit  dem  Gesetz  über  die  Zusammensetzung  der  Kräfte  befindet,  und 
erläutert  dann  eingehend  das  Gesetz  yom  Parallelogramm  der  Drehungen. 
Die  Ursache  der  Ablenkung  der  Drebaxe  rotirender  Körper  wird  auf  den 
Einfluss  der  rotirenden  Luft  zurückgeführt.  Von  den  allgemeinen  Beispie- 
len, wie  Cy linder,  Kugel,  Kreisel  u.  s.  w.,  welche  in  dem  ersten  Theile  in 
die  Betrachtungen  aufgenommen  wurden ,  sieht  der  zweite  Theil  vollständig 
ab,  indem  hier  ausschliesslich  die  Form  des  Langgeschosses  in  Erwägung 
gezogen  wird.  Nachdem  die  Einzelheiten  der  Geschossbewegung  auf  Grund 
der  neuen  Theorie  erläutert  sind,  werden  auch  die  bisherigen  irrigen  An- 
schauungen hervorgehoben,  die  zu  fehlerhaften  Folgerungen  Anlass  gegeben 
haben.  Schliesslich  wird  die  Vertheilung  der  Geschossmasse  auf  die  bestehende 
Form  der  Kritik  unterzogen  und  dadurch  ein  noch  ideales  Geschoss  erdacht, 
dessen  Axe  von  der  Tangente  der  idealen  Bahn  möglichst  wenig  abweicht. 
—  Eine  präcisere,  mehr  mathematisch  gehaltene  Ausdrucksweise  dürfte  das 
Lesen  an  manchen  Stellen  erleichtem.  ß  Nbbbl 
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Berichtigung. 

Zufolge  eines  Schreibfehlers  steht  in  meiner  Besprechung  von  „Bing*8  Kreis- 
winkel'' (S.  18  der  histor.-literar.  Abth.  von  Heil  1  des  laufenden  Jahrg.)  die  irr- 
thämliche  Angabe 

1(^6     1)  =  0,668036  statt  0,618085. 

Dies  hat  jedoch  keinen  Einfluss  auf  meine  tadelnde  Bemerkung,  dass  Herr  Bing 
die  sehr  einfache  und  mathematisch  genaue  Constmction  der  Sectio  attrea  durch 
ein  weniger  genaues  Verfahren  ersetzen  will,  wozu  noch  ein  besonderes  Instrament 
erforderlich  «t  Schlömilch. 


Digitized  by  LjOOQ iC 


Historisch -literarische  Abtheilung, 


Beiträge  zur  Geschichte  der  Mathematik  im  Mittelalter. 

Von 

Dr.  J.  L.  Heiberg 

in  Kopenhagen. 
(Boblme.) 


Für  genauere  Bestimmung  der  Art  und  des  ümfanges  der  Contamina- 
tion  ist  es  ein  wesentliches  Hinderniss,  dass  die  ursprüngliche  Gestalt  der 
in  den  Handschriften  sehr  verschieden  überlieferten  Adelhard  -  üebersetzung 
noch  nicht  ermittelt  ist.  Wo  R  mit  dem  gedruckten  Campanus  stimmt,  ist 
die  Sache  klar;  schwieriger  ist  die  Frage  da,  wo  i?  weder  mit  Campanus, 
noch  mit  dem  griechischen  Text  sich  deckt.  Doch  können  wir  im  All- 
gemeinen festhalten,  dass  diejenigen  Sätze  in  R^  welche  mit  dem  Griechi- 
schen nicht  stimmen,  einer  dem  Compilator*  vorliegenden  Hds.  der  Adel- 
hard -  üebersetzung  entnommen  sind,  so  dass  R  zu  berücksichtigen  sein 
wird,  wenn  die  Reconstrnction  jener  üebersetzung  in  Angriff  genommen 
wird.  Hier  werde  ich  die  Sache  von  der  andern  Seite  fassen  und  zunächst 
die  der  alten  üebersetzung  nach  dem  Griechischen  entnommenen  Bestand- 
theile  von  R  heraussuchen. 

Zuerst  gebe  ich  aber  eine  üebersicht  der  üebereinstimmung  mit 
Adelhard  -  Campanus  (von  dem  ich  die  Ausgabe  Basel  1 546  benutze)  in  den 
Hanptzügen. 

Was  ich  aus  Elem.  III  notirt  habe,  stimmt  meist  mit  Campanus;  so 
III,  15  (altero]  alterutro  R,  recta]  om.  Ä,  est]  om.  Ä,  rectam]  om.  R,  esse 
amplissimum]  amplissimum  esse  /?,  unde  —  contingere]  om.  Ä),**  III,  17 
(linea  recta]  recta  linea  Ä,  super  liueam]  que  supra  lineam  est  Ä),  III,  18 
(linea  recta]  recta  linea  Ä,  esse  necesse  est]  necesse  est  esse  Ä),  III,  21 
(eins  duos  angulos]  duos  angulos  eins  Ä,  necesse  est]  conuenit  Ä),  III,  22 
(similes  circnli]  circuli  similes  Ä,  rectam]  om.  Ä,  assignatam]  om.  Ä,  cadere] 
eandem  Ä),  III,  25   (das  erstere  seu]   om.  Ä,   circumferentiam  /?,   anguli 


•  Bei  der  grossen  Fehlerhaftigkeit  des  Textes  ist  es  wenig  glaublich,  dass 
der  Schreiber  von  B  selbst  der  Compilator  sei. 

**  Kleine  Abweichungen  und  Schreibfehler  sind  nicht  berücksichtigt. 

Uiet-Ilt.  Abthlg.  d.  Zeitiohr.  f.  M»th.  n.  Phye.  XXXV,  8.  7  C^  mmn]o 
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consistaut]  consistant  anguli  R,  saper  aequos  arcus  eos]  in  arcus  equos  A), 
III,  29  (am  Schiasse  fügt  B  hinza:  res  postalat),  III,  30  (si  nero]  sin 
autem  fi,  minore  —  semicircalo]  om.  Ä,  recto  minor]  rectior  minornm  Ä; 
das  üebrige  om.  /^),  III,  31  (si  circalam  recta  linea  contingat,  a  contacta 
uero  in  circnlum  linea  recta  preter  centnim  ducatar,  quosqae  angulos  facit 
duos  duobas  angnlis,  qai  in  altemis  portionibas  circnli  saper  arcus  con- 
sistant, sunt  eqaales);  wohl  auch  der  verstümmelte  III,  23:  si  circaloram 
similes  portiones  aeqnales  esse  necesse  est. 

In  IV  stimmen  sämmtliche  16  Sätze  mit  Campanas  (1  lineae  rectae] 
recte  linee,  qaae  —  existat]  non  maiori  qaam  diametrus,  rectam]  om.  2  as- 
signatam  —  triangalam]  om.  triangulo  assignato]  assignato  triangalo ,  col- 
locare]  designare,  3  triangalam]  om.  4  describere]  designare,  5  illad  sit] 
sit  illad,  orthogoniam]  oxogonium,  oxygouiam]  ortogoniam,  7  describere] 
designa,  9  qaadratam  assignatam,  10  daam]  daoram,  iriangalam]  trianga* 
loram,  existat]  exis,  12  pentagonam  circalam,  vor  designare:  circnlum, 
13  pentagonam  assignatam  eqailateram  etc.,  describere]  om.,  15  describere] 
designare,  itaqae]  igitur,  qaod]  quia,  circali  cui  inscribitar]  om.,  16  deinde] 
inde,  circa]  om.,  aeqaiangalam]  equiangalam  describere). 

y  hat  25  Sätze,  wie  bei  Nasireddin  Tasi  (Campanas  hat  34);  die 
Definitionen  stimmen  mit  Campanus  in  Zahl  und  Reihenfolge  und,  soviel 
ich  weiss,  auch  im  Wortlaut,  so  def,  4  (proportioww) ,  5  (autem]  om,,  pro- 
portionalitatem  habere,  sibi]  om.,  addunt]  sibi  addunt),  6  (esse]  om.,  mul- 
tiplices  aeqaales  multiplicibus]  multiplicationes  itemque,  aequalibus]  om.,  uel 
additione]  in  additione,  sumptae]  om.),  7  (est  una  proportio),  9,  16  (eundem] 
earam,  medioram  —  summorum]  medio  numero  relicto  equalitatis  extremitatis). 

VI  33  Satze  (Campanus  32);  es  stimmen  def.  1  (superficies  rerum,  di- 
cuntur]  sunt,  aequales]  equales  sunt),  2  (mutuorum]  mutorum ,  sunt]  dican- 
tur;  def.  3  om.),  prop.  1  (saperficieram]  figurarum),  2  Anfang,  33  (=32 
Camp.;  aequalibus]  eqaalibus  siue,  angulos  illos);  mehr  habe  ich  nicht 
notirt. 

VII  39  Satze,  wovon  19-22=  Campanas  20—23.  20  Definitionen, 
die  zum  Theil  mit  Campanus  stimmen^  wie  13  productus  aero  dicitur  qai 
ex  eorum  multiplicatione  concrescit,  zum  Theil  aber  weder  mit  ihm,  noch 
mit  dem  Griechischen,  wie  numerus  impariter  impar  est  quem  cuncti  im- 
pares  connumerantes  imparibus  uicibus  numerant;  nicht  bei  Campanus  finden 
sich  die  Definitionen  von  numerus  quadratus,  cubicus,  saperficialis,  solidus, 
perfectus,  numeri  proportionales,  saperficiales  siue  solidi  similes  {R  nr.  14 
bis  20,  im  Griech.  19,  20,  17,  18,  23,  21,  22). 

VIII  24  Sätze,  Campanus  25. 

IX  37  Sätze.  Campanus  39.  Prop.  19— 20  =  Campanus  (19  eis  tertius] 
tertius  eis  R,  20  conuenit  vor  inqairere  R), 

Nach  IX  steht  fol.  175^—176'  eine  Einleitung  zu  X  in  drei  Abschnit- 
ten;  ine.  qnot  sunt  species   principales   aloge  linee?     XIII;   weiter  unten: 
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qaare  aocas  illas  alias  Y  comites?  Woher  diese  und  die  ttberschiessenden 
Definitioneii  in  VII  stammen,  bleibt  noch  zu  ermitteln;  dass  sie  so  wenig 
wie  jene  direet  aus  griechischer  Quelle  geflossen  ist,  zeigt  schon  die  dia- 
logische Form. 

X  hat  5  Definitionen,  103  Sätze  (Campanus  107)*,  103  =  Campanus  107. 

XI  hat  nur  13  Definitionen  wie  Campanus;  wie  bei  ihm  und  den 
Arabern  fehlen  die  Definitionen  der  platonischen  EOrper.  36  =  Campanus 
39,  37  =  Camp.  40  (cubi),  38  =  Camp.  41  (corpora  seratilia). 

XII  nur  15  Sätze  wie  Campanus. 

XIII  17  Sätze  (Campanus  18);  5—7  =  Campanus. 

XIV  ohne  die  griechische  Vorrede  wie  Campanus ;  unyerkennbare  üeber- 
einstimmung  mit  ihm  zeigt  folgende  Stelle:  ad  explicandum  quod  ait  Ari- 
steus  in  libro  sie  intitulato :  ezpositio  scientie  V  figurarum  nee  non  et  Apol- 
lonius  in  dono  secundo  in  proportionalitate  figure  13  basium  ad  figuram  20 
basium  dicens  etc.  (des.  tantorum  assertio  philosophorum  rata  constet  atque 
incussa  ueritate  incussa  subnixa).     Der  letzte  Satz  stimmt  mit  Camp.  3. 

XV  5  Sätze  mit  den  Nummern  1 — 4,  6  =  Campanus  1 — 4  und  6 
(5  ist  also  in  R  ausgefallen);  der  Wortlaut  stimmt  wesentlich  (1  triangulas 
f^  designare]  equilaterum  componere;  2  triangulas  atque  aequilateras]  equi- 
lateras  triangulas,  triangularium]  triangularum ,  aequalium  laterum]  equi- 
laterum; 3  triangularium]  triangularum;  4  triangularium  —  aequilateratum] 
triangularum  equalium  laterum ;  6  et]  triangularum ,  atque  —  angulorum]  om.). 

Also  ist  fQr  Eiern.  IV — XV  gar  nichts  von  der  üebersetzung  nach  dem 
Griechischen  in  /2  zu  finden;  dieser  ganze  Theil  ist,  wie  fast  das  ganze 
in.  Buch,  aus  arabischen  Quellen  geflossen.  Aber  auch  in  den  Büchern 
I — II  ist  Manches  von  derselben  Herkunft»  wie  eine  Vergleichung  mit  Cam- 
panus zeigt.  So  die  Definitionen  der  Drei-  und  Vierecke  (vergl.  oben),  die 
sechste  petitio*  (yergl.  oben),  I,  22  (lineis  rectis]  rectis  lineis,  duae  quae- 
libet]  queque  due,  sint  longiores]  sunt  maiores,  lineis  illis]  rectis  lineis  sibi), 
23  (cuilibet]  quolibet),  24  (maior  erit]  erit  maior),  39  (et]  om.),  42,  II 
def.  2  (diameter]  diametros,  consistere  dicuntur]  dicuntur  contineri,  eorum] 
faorum,  una]  unum);  II,  1  (linee]  om.,  una]  una  indiuisa  et  alia,  alterius] 
unius  earum,  alteram]  altera,  iis]  bis,  particulatim  diuisaej  diuise  particu- 
latim),  13.     Eine  Einwirkung  zeigen: 


If  5  Schluss:  cuius  trianguli  si  illa 
equalia  latera  directe  prodncantur, 
angulos  quoque,  qui  sub  basi  erunt, 
equales  esse  necesse  est;"^* 


C  a  m  p  an  u  s :  quod  si  eius  duo  latera 
directe  protrahantur,  fient  quo- 
que sub  basi  duo  anguli  inuicem 
aequales ; 


*  In  den  „communes  animi  conceptioneB^  finden  sich  Spuren  nicht  nur  yon 
den  bei  Campanus  als  7,  8,  9  aufgeführten,  sondern  auch  ~  zwischen  8  nnd  9  — 
▼on  den  im  Commentar  des  Campanas  erwähnten.    S.  unten. 

**  Doch  ist  dies  vielleicht  anders  zu  erklären.     S.  unten. 

7» 
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Campanas:  omnis  trianguli  maior 
angulus  longiori  lateri  opposi- 
tas  est; 

ex  hoc  manifestum  est ,  quod  in 
omni  quadrato  duae  superficies 
quas  diameter  secat  per  medium 
sunt  ambae  quadratae; 

rectae  lineae  in  circulo  si  fue- 
rint  aequales  eas  a  centro  aequi- 
distare  et  si  a  centro  aequidisti- 
rint  aequales  esse  necesse  est. 


I;  19  omnium  triangulorum  maior 
angulus   maioH  lateri  opponitur; 

II,  4  Zusatz:  hinc  igitur  constat  in 
omni  quadrato  duas  superficies 
qiias  diagonalis  per  medium  diui- 
dit  ambas  esse  quadratas; 

III,  13  In  circulo  que  recte  linee 
equalibus  spatiis  distant  equaliter 
a  centro  distare  et  si  eque  a  centro 
distiterint  equales  esse  oportet; 

In  III,  11,  die  sonst  mit  q  stimmt,  ist  III,  12  des  griechischen  Textes 
mit  einbegriffen  (si  duo  circuli  seu  ah  exteriore  uel  ah  interiore  se  parte 
contingant),  wie  bei  den  Arabern  (Euclidis  opp.  V  p.  XCVII)  und  still- 
schweigend bei  Campanus  (si  circulus  circulum  contingat,  linea  etc.). 

Der  Rest  von  Elem.  I  —  II  in  B  stimmt  im  Wesentlichen  mit  der 
Boetius  -  Geometrie  des  Erlangensis;  in  III,  10 — 12,  welche  dort  fehlen,  ist 
die  Aebnlicbkeit  mit  g  Bamb.  nicht  zu  leugnen.*  Da  R  also  einerseits 
Sätze  hat,  die  Erlang,  nicht  hat,  andererseits  oft,  wo  $  Bamb.  fehlen,  den 
Text  des  Erlang,  giebt,  ist  eine  vollständigere  gemeinsame  Quelle  anzu- 
nehmen. Nun  enthält  aber  R  ausser  dem  schon  erwähnten  Stoffe  einige 
Sätze,  die  weder  in  Erlang.,  noch  in  q  Bamb.  stehen  (wie  I,  9;  II,  2,  7,  8); 
da  diese  überschiessenden  Sätze  mit  Campanus  nichts  gemein  haben,  da- 
gegen mit  dem  griechischen  Text  stimmen  und  dieselbe  Terminologie  zeigen, 
als  die  Bruchstücke  in  Erlang,  q  Bamb.,  müssen  wir  darin  weitere,  jener 
gemeinsamen  Quelle  entnommene  üeberreste  der  griechisch  -  lateinischen 
üebersetzung  sehen ;  R  ist  also  bei  der  Restitution  derselben  herbeizuziehen. 

Bei  der  Wichtigkeit  dieser  Üebersetzung  für  die  Ueberlieferungsgeschichto 
des  mathematischen  Wissens  im  Mittelalter  und  bei  der  Zerstreutheit  der 
Reste  halte  ich  es  für  zweckmässig,  eine  Zusammenstellung  von  Allem  folgen 
zu  lassen ,  was  bis  jetzt  aufgefunden  ist.  Ich  bediene  mich  dabei  folgender 
Hilfsquellen : 

cod.  Erlangensis  —  JE?  —  nach  Fried lein's  Collation, 

„     Monacensis  660  —  q  —  „  „  „  und  meinen  No- 

tizen, 

„  „  13021  —  R  —  nach  meinen  Notizen,** 

„     Gudianus  —  G  —  nach  der  Collation  in  den  „Schriften  der  römischen 

Feldmesser*, 

„     Bambergensis  —  6  —  nach  derselben  Collation. 


* 


Mit  q  Bamb.  stimmt  auch  der  Zusatz  am  Schlüsse  der  xoival  ^vvoiai:  nemo 
resistere  ullo  tempore  parti  conuenienti  poterit. 

♦*  R  ist  nicht  vollständig  collationirt;  nur  positive  Angaben  gelten.  Kleinig- 
keiten und.  becleutnngalose  Schreibfehler  sind  überhaupt  nicht  berücksichtigt. 
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Da  die  üebersetzung  unzweifelhaft  aus  dem  Griechischen  stammt ,  habe 
ich  diejenige  Passung,  welche  dem  griechischen  Wortlaut  am  nächsten  kommt, 
in  den  Text  aufgenommen;  der  Appaiat  giebt  dann  über  die  allmälige 
Umgestaltung  Auskunft,  sowie  über  das  gegenseitige  Verhältniss  der  Tex- 
tesquellen. Am  reinsten  ist  ff,  der  dem  Griechischen  meist  Wort  für  Wort 
folgt;  etwas  geringer  und  unter  sich  eng  verwandt  Bq^  am  schlechtesten 
(wegen  Interpolationen  und  sinnlosen  Schreibfehlern)  bei  Weitem  E, 

Erst  muss  ich  noch  eine  Frage  berühren,  die  sich  aufdrängt,  wenn 
man  Campanus  mit  unserer  üebersetzung  vergleicht.  Es  ist  nämlich  eine 
gewisse  Uebereinstimmung  im  lateinischen  Ausdruck  nicht  zu  verkennen, 
nicht  besonders  zwischen  Campanus  und  R ,  sondern  eher  zwischen  ihm  und  q, 
Dass  diese  Uebereinstimmung  nicht  zufällig  ist,  beweist  folgende  Zusam- 
menstellung (Elem.  IV,  1): 


Big  tbv  do^ivta 
uvkXov  vf   do9'sia^ 

OVtfj  »^g  TOV  xv%Xov 
öiaflitQOV    töTJV    BV- 

diiav  ivaQftoaai. 


Intra  datam  cir- 
culam  date  recte 
linee  non  maiori 
quam  diametrus 
equam  lineam  co- 
aptare  {B). 


Intra  datum  cir- 
culum  date  recte 
linee  que  diametro 
minime  maior  exi- 
stat  equam  rectam 
lineam  coaptare  {q). 


Intra  datum  cir- 
cnlum  datae  lineae 
rectae  quae  diame- 
tro minime  maior 
existat,  aequam  rec- 
tam lineam  coaptare 
(Campanns). 

Andere  auffallende  Uebereinstimmungen  findet  man  z.  B.  II  def.  2;  III, 
32  (=31  Camp.);  IV  def.  2  (perhibetur). 

Es  ist  also  sicher,  dass  im  gedruckten  Campanus  die  alte  griechisch- 
lateinische Üebersetzung  benutzt  ist;  zu  untersuchen  bleibt  noch,  ob  die 
Handschriften  des  Campanus  und  des  Adelhard  an  den  bezeichneten 
Stellen  bedeutendere  Varianten  bieten.  Erst  eine  solche  Untersuchung  kann 
feststellen,  ob  der  Herausgeber  oder  Campanus  selbst  oder  gar  Adelhard 
jene  Üebersetzung  herbeigezogen  hat.  Bei  den  bedeutenden  Abweichungen 
der  Adelhard -Handschriften  unter  sich  ist  die  Möglichkeit  auch  nicht  aus- 
geschlossen, dass  die  Üebersetzung  Gerhardts  von  Cremona  in  den  Hand- 
schriften mit  der  Adelhard'schen  verwechselt  oder  contaminirt  worden  sei. 
So  stimmen  die  obenerwähnten  Zusätze  zu  den  Tioivai  h'vvoiai  in  der  Form 
weder  mit  dem  gedruckten  Campanus,  noch  mit  dem  von  Weissenborn, 
Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  1880,  Suppl.  S.  147  ügg.  mitgetheilten  Adelhard- 
sehen  Text,  während  der  Inhalt  derselbe  ist.  In  R  folgt  nämlich-  auf  die 
▼ier  xoiva]  Ivvoiat  der  Boetius •  Geometrie : 

si  fuerlnt  duo,  quorum  utrumque  unius  eiusdemque  duplum  fuerit, 
utrumque  eorum  alteri  equale  erit.  Si  aliqua  res  alicui  rei  superpbnatur 
appliceturque  ei,  nee  excedat  altera  alteram,  ille  sibi  inuicem  sunt  equales. 
Si  duo  equalia  ad  quodlibet  tertium  comparentur,  ambo  illa  comparata  aut 
eque  maiora  aut  eque  minora  aut  equalia.  eidem  sunt.  Quanta  proportione 
se  habet  quidlibet  ad  aliud,  tanta  proportione  se  habet  aliquid  tertium  ad 
aliud  quartum;  nam  multitudo  in  infinitum  crescit;  magnitudo  vero  e  con- 
trario et  similiter  decrescit.     Omne  totum  sua  parte  maius  est  j 
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Die  Verwandtschaft  mit  Adelhard  -  Campanas  ist  augenscheinlich;  Man- 
ches stimmt  sogar  wörtlich ;  aber  dennoch  ist  der  unterschied  zn  gross ,  um 
die  eine  Lesart  als  Variante  der  andern  betrachten  zn  können.  Es  scheinen 
vielmehr  zwei  verschiedene  Bearbeitungen  desselben  Originals  vorzuliegen. 
Da  aber  diese  Zusfttze  mit  dem  griechischen  Text  nichts  zu  thun  haben, 
muss  die  Quelle  in  den  arabischen  üebersetzungen  gesucht  werden ,  und  über 
sie  wissen  wir  leider  gar  zu  wenig.  Wir  haben  uns  also  auf  einem  weiten 
Umwege  wieder  der  Ansicht  von  Meyer -Curtze  genähert,  aber  sie  hat  doch 
eine  wesentlich  andere  Oestalt  angenommen,  und  ich  hoffe,  dass  der  zurück- 
gelegte Weg  überhaupt  dazu  beigetragen  hat,  Art  und  umfang  der  vor- 
liegenden Frage  klarer  zu  stellen. 


I.  Buch« 


1.  Punctum  est,  cujus  pars  nulla  est. 

2.  Linea  uero  praeter  latitudinem  longitudo. 

3.  Lineae  uero  fines  puncta  suntT 

4.  Becta  linea  est,  quae  ex  aequo  in  suis  punctis  iacet. 

5     5.  Superficies  uero  est,  quod  longitudinem  ac  latitudinem  solas  habet. 

6.  Superficiei  uero  fines  lineae  sunt 

7.  Plana  superficies  est,  quae  ex  aequo  ib  suis  rectis  lineis  iacet 

8.  Planus  angulus  est  duarum  linearum  in  piano  inuicem  sese  tangen- 
tium  et  non  in  directo  iacentium  ad  alteratram  condusio. 

10     9.  Quando  autem,   quae  angulum  continent  lineae,   rectae  sunt,  tone 
rectilineus  angulus  nominatur. 

10.  Quando  autem  recta  linea  super  rectam  lineam  stans  circnm  se  an- 
gulos  aequos  sibi  inuicem  fecerit,  rectus  est  uterque  aequalium  an- 
gulorum,  et  quae  superstat  linea,  super  eam,  quam  insistit,  per- 

t6  pendicularis  uocatur. 

11.  Obtusus  angulus  est  maior  recto. 

12.  Acutus  autem  minor  recto. 

13«  Figura  est,  quod  sub  aliquo  uel  aliquibus  terminis  continetur. 
14,  Terminus  uero,  quod  cuiusque  est  finis. 


1)  punctos  q.  2)  lineae  Bq.  sine  latitudine  E.  longitudo  est  E,  8)  uero]  om.  B. 
puncti  G.  4)  ex  aeqaoj  aequaliter  E,  punctis  iacet]  protenditur  punctis  E,  5)  est] 
om.  BG.  longitudine  latitudineqae  E,  latitudinem  $,  latitudinem  ac  longitudinem  B. 
solam  q.  solas  habet]  censetur  E.  6)  uero]  autem  E.  finis  q.  7)  estj  dlcitur  E. 
aequaliter  in  rectis  'suis  lineis  continetur  E,  9)  in]  om.  Bq,  coUnsio  q.  12) 
quando  autem]  cum  vero  JE?,  quando  G.  lineam]  om.  G.  12)  aequos  sibi  inTicem 
fecerit  angulos  E.  18)  fecerint  g.  est]  om  G.  14)  et  —  insistit]  et  linea  saper 
rectam  lineam  stans  E,  perpendicularis]  superpendicularis  B,  stans  tuperpendico- 
laris  q.  15)  didtur  E,  16)  maior  recto  est  E.  17)  aatem]  angolus  B,  autem  an- 
gulus E,  angulus  est  q,    recto  minor  est  E,    19)  uero  est  Ba,    estl  om.  q, 
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15.  Circulos  est  figara  plana,  quae  sub  una  linea  continetnr,  quae  uoca- 
tur  circumdocta,  ad  quam  ab  uno  puncto  eorum,  quae  intra  figuram 
sunt  posita,  omnes,  quae  incidunt,  rectae  aequae  sibi  inuicem  sunt. 

16.  Hoc  uero  punctum  centrum  circuli  nominatur. 

17.  Diametrus  circuli  est  recta  quaedam  linea  per  centrum  ducta  et  ab    5 
utraque  parte  a  circumferentia  circuli  termiuata,  quae  in  duas  aequas 
partes  circulum  diuidit 

18.  Semicirculus  uero  est  figura  plana,  quae  sub  diam^tro  et  ea,  quam 
diametrus  adprehendit,  circumferentia  continetur. 

19.  Bectilineae  figurae  sunt,  quae  sub  rectis  lineis  continentur,  trilatera  10 
quidem  figura,  quae  sub  tribus  rectis  lineis  continetur,  quadrilatera 
uero,  quae  sub  quattuor,  multilatera  uero,  quae  sub  pluribus  quam 
quattuor  lateribus  continetur. 

20.  Aeqailaterum   igitur  triangulum   est,    quod   tribus  aequis  lateribus 
claaditur,  isosceles  uero,  quod  duo  tantnmmodo  latera  habet  aequa-  15 
lia,  scalenon  uero  quod  tria  latera  inaequalia  possidebit. 

21.  Amplius  trilaterarum  figurarum  ortogonium,  id  est  rectiangnlum , 
quidem  triangulum  est,  quod  habet  angulnm  rectum,  ambljgonium 
uero,  quod  est  obtusiangulum,  in  quo  obtusus  angulus  fuerit,  ozj- 
gonium  uero,  id  est  acutiangulum ,  in  quo  tres  anguli  sunt  acuti.     20 

22.  Quadrilaterarum  uero  figurarum  quadratum  uocatur,  quod  est  aequi- 
laterum  atque  rectiangnlum,  parte  uero  altera  longius,  quod  recti- 
angnlum quidem  est,  sed  aequilatemm  non  est,  rhombos  uero,  quod 
aeqnilaterum  quidem  est,  sed  rectiangulum  non  est,  rhomboides 
autem,  quod  in  contrarium  conlocatas  lineas  atque  angulos  habet  26 
aequales,  quod  nee  rectis  angnlis  nee  aequis  lateribus  continetur; 
praeter  haec  autem  omnes  quadrilaterae  figurae  trapezia  calonte ,  id 
est  mensulae,  nominentur. 


1)  circulns  vero  est  figura  quaedam  E,  quae  —  2)  circumducta]  quae  uoca- 
tur circamdncta  et  sub  una  linea  continetur  Bq^  et  circumducta  et  sub  una  linea 
contenta  J?.  ab  uno]  a  E.  eorum  quae]  quod  K  3)  sunt  posita]  posita  sunt  q, 
positum  est  E,  rectae  lineae  EBq,  sunt  invicem  sibi  aequales  E,  5)  diametrum 
&,  diametrus  autem  E.  quaedam  recta  E,  6)  a]  ad  (rJB,  in  E,  om.  q.  circum- 
ferentiam  GB,  partes  aequas  E.  10)  rectilinea  B,  rectae  lineae  Eq.  figura 
est  JB.  continetur  JB.  11)  quae]  est  quae  GE,  tribusj  duabus  Bq,  12)  uero] 
antem  E,  multilatere  q,  multilatera  itaque  figura  est  E.  15)  continetur  E.  hiso- 
celes  q,  isokeles  B.  16)  continet  inaequalia  E,  17)  amplius  —  figurarum]  om.  B, 
hortogonium  G,  ortogoneum  B,  18)  rectum]  undique  rectum  Bq.  ampligonium 
Bq,  19)  uero]  enim  E.  est]  latine  E^  habet  q,  obtusum  angalum  GBq^  obtusiangu- 
lam  dicitur  E  in  —  fuerit]  est  quod  obtusum  habet  angulum  E.  20)  acutum  an- 
gulam  6r,  acutiangulum  est  E.  sunt  anguli  E.  21)  quadrilaterum  B.  22)  uero]  om. 
E.  longius]  longius  uero  est  E,  28)  rombos  EBq.  uero  est  E.  24)  rombo- 
ide8  BEy  rhombo  id  est  G,  rombon  id  est  q.  26)  antem]  om.  Bq.  26)  quod  nee] 
id  autem  nee  Gq,  noo  autem  E.  27)  figurae]  om.  E.  trapizea  q,  trapeziae  E^ 
calonte]  G,  om.  EBq.    28)  nominantur  EB. 
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23.  Parallelae,  id  est  alternae,  rectae  lineae  nuncapantur,  quae  in  eadem 
plana  super ficie  conlocatae  atque  utrimque  productae  in  neutra  parte 
concurrent. 
Ethimata,  id  est  petitiones,  sunt  quinque.     petatur 
5  1.  ab  omni  puncto  in  omne  punctum  rectam  lineam  ducere; 

2.  item  definitam  lineam  in  continuum  rectumque  producere; 

3.  item  omni  centro  et  omni  spatio  circulum  designare; 

4.  et  omnes  rectos  angulos  aequos  sibi  inuicem  esse; 

5.  et  si  in  duas  rectas  lineas  linea  incidens  interiores  et  ad  easdem  partes 
10       duos  angulos   duobus   rectis   fecerit  minores,   productas   in  infinitum 

rectas  lineas   concurrere  ad  eas   partes,   quibns   duobus  rectis  anguli 
sunt  minores. 
Cynas  etnjas,  id  est  communes  animi  conceptiones ,  hae: 
1.  Quae  eidem  sunt  aequalia,  et  sibi  inuicem  sunt  aequalia; 
16  2.  et  si  ab  aequalibus  aequalia  auferantur,  quae  relinquuntur,   aequalia 
sunt; 

3.  et  si  aequalibus  addantur  aequalia  ^  tota  quoque  aequalia  sunt; 

4.  et  qoae  sibimet  conueniunt,  aequalia  sunt. 

1. 

20  Super   datam   rectam  lineam   terminatam    triangulum   aequilaterum 

constituere. 

sit  data  recta  linea  terminata  ah,     oportet  Jgitur  super  eam  quae 

est  ah  triangulum  aequilaterum  constituere.     et  centro  quidem  a  spatio 

uero  h  circulus  scribatur  hced,   et  rursus  centro  h  spatio  autem  a  cir- 
25  culus  scribatur  acfd^  et  ab  eo  puncto  quod  est  c,   quo  se  circuli  diai- 

dunt,   ad  ea  puncta  quae  sunt  a,  h  adiungantur  rectae  lineae  ca^  ch. 


1)  parallilae  G.  quae]  qui  G,  2)  superficiae  G,  atque  utrimque  productae] 
om.  E.  3)  concurrunt  J?.  4)  Ethimata  id  est]  G^  om.BqJE,  petitiones  vero,  siTe 
postulata,  ut  veteribus  placuit,  dicantur,  quinque  sunt  £J,  petatur]  prima  ut  E. 
5)  omne]  omnem  GE.  recta  linea  ducatur  postulat  E.  6)  secunda  ut  definita 
recta  linea  E.  producatur  ammonet  E,  7)  item]  tertia  E,  designare  praecipit  E. 
8)  et]  quarta  E.  sibi  invicem  aequos  esse  vult  E.  aequos  sibi]  quos  ibi  q,  9)  et] 
item  ^g,  quinta  autem  i^.  in]  inter  B.  interiue  sit  JB.  et]  om.  GB.  ad  easdem 
partes]  om.  E,  eas  G.  10)  rectas  lineas  in  infinitum  productas  ad  eas  partes  in 
quibus  duo  interiores  anguli  duobus  rectis  minores  sunt  concurrere  iubet  E,  in] 
om.  q,  11)  partes]  om.  Bq,  duo  recti  B.  angulis  q,  13)  Cynas  etnjras  id  est]  G, 
uero  Bq,  om.  EB.  communes  igitur  E,  communes  uero  12.  hae]  sunt  haec  Bq^] 
sunt  quae  a  Qraecis  kenas  ethnias  (et  hynas  B)  uocantur  EB,  14)  quae]  aequae 
Gf  om.  B,  cum  spacia  et  interualla  EB,  eidem]  idem  GE,  quidem  B,  sint  eidem 
B.  sunt]  om.  B.  et]  sunt  et  E.  15)  auferatur  q,  17)  aequalia  addantur  E,  18) 
et  quae]  quaecunque  B,  sibimet]  GB,  sibimet  ipsi  B,  sibimet  ipsis  Eq.  conuenit 
animo  finitionis  q.  omnino  aequalia  B.  sunt]  GBEq,  esse  B.  20—26]  om.  Bq. 
20)  super]  G,  E  p.  890, «;  supra  E  p.  880,  2,  B.  22-26]  om.  E  p.  380,  B.  22)  recti- 
linea  E  p.  890.    25)  afcd  E, 
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qnoniam  igitar  a  punctum  ceutrum  est  hced  circuli,  aequa  est  a&  ei 
qnae  est  ac,  rursum  quouiam  h  punctum  centrum  est  acfd  circuli, 
aequa  est  a2^  ei  quae  est  hc,  sed  et  ab  ei  quae  est  ca  aequa  esse 
moDstrata  est;  et  ac  igitur  ei  quae  est  hc  erit  aequalis.  tres  igitur  quae 
sunt  ca^  ahy  hc  aequae  sibi  inuicem  sunt,  aequilaterum  igitur  est  ca&  5 
triangulum;  et  constitutum  est  supra  datam  rectam  lineam  terminatam 
eam  qnae  est  ah;  quod  oportebat  facere. 

2. 

Ad   datum   punctum    datae   rectae  lineae   aeqnalem  rectam   lineam 
collocare.  10 

sit  quidem  datum  punctum  a,  data  uero  recta  linea  hc.  oportet 
igitur  ad  punctum  a  rectae  lineae  hc  aequam  rectam  lineam  collocare. 
adiungatur  enim  ab  a  puncto  ad  h  punctum  recta  linea  ea  quae  est  ah, 
et  constituatur  super  ah  rectam  lineam  triangulum  aequilaterum  quod  est 
dahf  et  eiciantur  in  rectum  da,  dh  rectae  lineae  ad  a^  et  5m,  et  centro  15 
quidem  h  spatio  autem  hc  circulus  scribatur  cfe,  et  rursus  centro  d 
spatio  autem  df  circulus  describatur  fkl.  quoniam  igitur  h  punctum 
centrum  est  cfe  circuli,  aequa  est  ch  ei  quae  est  hf,  rursus  quoniam 
d  punctum  centinim  est  ßk  circuli,  aequa  est  dl  ei  quae  est  df\  qua* 
rum  quidem  ad  ei  quae  est  dh  aequa  est;  aequilaterum  enim  triangulum  20 
est  id  quod  est  dah\  reliqua  igitur  al  reliquae  hf  existit  aequalis.  sed 
et  hf  ei  quae  est  hc  aequa  esse  monstrata  est,  et  hc  ei  quae  est  al  erit 
aequalis.  ad  datum  igitur  punctum  id  quod  est  a  datae  rectae  lineae  ei 
quae  est  hc  aequa  locata  est  ea  quae  est  al\  quod  oportebat  facere. 

3.  26 

Duabus    inaequalibus   rectis   lineis   datis    a   maiore   minori  aequam 
rectam  lineam  abscidere. 

sint  datae  duae  rectae  lineae  inaequales  ahy  cdy  et  sit  maior  ah. 
oportet  igitur  a  maiore  ah  minori  cd  aequam  lineam  abscidere.  collo- 
cetur  euim  ad  a  punctum  ei  quae  est  cd  aequa  ea  quae  est  ae,  et  30 
centro  a  spatio  uero  ae  circulus  describatur  egf.  quoniam  igitur  a 
punctum  centrum  est  egf  circuli,  aequa  est  t  igitur  ae  ei  quae  est  cd 
enit  aequalis,  et  cd  ei  quae  est  ag  erit  aequalis.  duabus  igitur  datis 
rectis  Ibeis  inaequalibus  eis  quae  sunt  ah,  cd,  a  maiore  quae  est  ah 
minori  quae  est  cd  aequalis  abscisa  est  ea  quae  est  a^;  quod  oportebat  facere.  35 

l-l)om.BqEp,SSO,B.  1)  aequam  6r.  2)  ruraus-B.  est  centrum  JS7.  11-24]  om.iJ^ 
P.380,  BBq,  13)  ea]  om.  E  p.  391.  17)  df]  fdE.  19)  aequa  est]  J57,  aequa  G.  21) 
reliquae]  reliquis  G,  reliqniis  E,  existat  G,  26)  rectis  lineis  inaequalibus  E  p.  880,  E 
P-392.  aequalibuB  B,  datis]  propositis  E  p.  392.  minori]  minore  $,  minorem  JB, 
-^p.  380,  i'p.  392.  aequa  G.  27)  rectam]  om.  G,  J^  p.  392.  28  —  35]  om.  Bq, 
^  P-  380,  i2.  29)  aequam]  minorem  E  p.  392.  30)  aequa]  a  qua  E.  82)  aequa 
«*t  igitur]  et  E,    35)  ag]  cd  ag  E,    facere]  hie  desin.  6f, 
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4.  Si  duo  triangula  duo  latera  duobns  lateribns  habent  aequa  alteram 
alteri  et  angulum  angulo  habent  aequum  eum,  qai  sub  aequalibus 
rectis  lineis  continetur,  et  basim  basi  aequam  habebant,  et  trianga- 
lam  triangulo  aequum  erit,   et  reliqui  aoguli  reliquis  angulis  erant 

5  aequales  alter  alteri,  sub  quibus  aequalia  latera  subtenduntur. 

5.  Si  triangulus  aequalia  latera  habeat,  qui  sub  eius  basi  anguli  sunt, 
aequales  alter  alteri  sunt,  et  productis  aequalibus  lineis  qui  sub  basi 
sunt  anguli  aequales  utrique  erunt. 

6.  Si  trianguli  duo  anguli  aequi  sibimet  inuicem  sint ,  et  quae  sub  aeqaa- 
10  libus  angulis  subtenduntur  latera  sibi  inuicem  erunt  aequalia. 

7.  Super  eandem  aequalem  rectam  lineam  duabus  eisdem  rectis  lineis 
aliae  duae  rectae  lineae  altera  alteri  nullo  modo  oenstituentur  ad  alind 
atque  aliud  punctum  ad  easdem  partes  eosdem  fines  aequalibus  rectis 
lineis  possidentes. 

15     8.  Si  duo  trianguli  duo  latera  duobus  lateribus  aequa  possideant  alte- 
rum  alteri  et  basim  basi  habeant  aequam,  et  angulum  angulo  habe- 
bunt aequalem,  qui  sub  aequalibus  rectis  lineis  continetur. 
9.  Datum  angulum  in  duas  aequales  diuidere  partes. 
10.  Datam  rectam  lineam  terminatam  in  duas  aequales  diuidere  partes. 
20   11.  Et  datae  rectae  lineae  ab  eo,  quod  in  ea  est,  puncto  rectam  lineam 
secundum  rectos  angulos  eleuare. 

12.  Et  super  datam  rectam  lineam  infinitam  ab  dato  puncto,  quod  ei 
non  inest,  perpendicularem.     rectam  lineam  ducere. 

13.  Quocumque  super  rectam  lineam  recta  consistens  angulos  fecerit,  ant 
25          duos  rectos  faciet  aut  duobus  rectis  reddet  aequales. 

14.  Si  ad  aliquam  rectam  lineam  atque  ad  eins  punctum  duae  rectae 
lineae  non  in  eandem  partem  ducantur  et  circum  se  angulos  dnobos 
rectis  fecerint  aequos ,  in  directum  sibi  eas  liueas  iacere  necesse  est 

15.  Si  duae  rectae  lineae   sese  diuidant,   ad  uerticem   angulos  sibi  in- 
30          uicem  facient  aequos. 

16.  Omnium  triangulorum  exterior  angulus  utrisque  interioribus  et  ex 
aduerso  angulis  constitutis  maior  existit. 


1)  trianguli  E,  duobus]  duo  B,  alterum]  corr.  ex  laterum  B,  2)  habent  aeqoom] 
habente  cum  Bq,  eum]  eos  B^  eis  q.  S)  continentur  g.  basim]  basi  B,  baoa  f 
basi]  basim  Bq.  6—8]  om.  Bq,  hab.  EB.  6)  sub]  supra  JB.  basim  E.  anguli] 
B,  trianguli  E,  7)  et]  yon  hier  ab  anders  R.  productis]  om.  E,  qui  subj  et£ 
basi  sunt]  basibus  eiE.  8)  angulis  E.  aequalibus  £.  9)  aequae  J?g[.  10)  sontf. 
aequales  Bq.  11)  et  super  E.  18)  altera]  scr.  aequae  altera.  13)  easdem  B. 
aeqnali  rectae  lineae  E,  15)  si]  om.  Bq,  possident  g.  16)  aequa  Bq.  angolo 
angulum  £.  17)  aequale^g.  18)  22,  in  triangulo  JB^g.  19)  lineam  rectam  B.  in]om.9- 
20)  ea]  eo  Eq,  21)  elenare  non  disconuenit  EB,  22)  etj  om.  E,  supra  B.  datam] 
datam  yero  E.  lineam  rectam  E.  23)  inest]  inem  q.  ducere  oportet  EB.  34) 
quaecumque  EB,  super]  per  Bq,  recta  linea  super  JB.  recta]  om.  B,  25)  duabia 
rectis  lineis  B,    26)  aliquam]  aequam  E.    27)  duabus  JB.    28)  aequis  Bq. 
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17.  Omniam  triangulonim  duo  anguli  duobus  rectis  angulis  sunt  minores 
omnifaiiam  sumpti. 

18.  Omnium   triangulornm  malus  latus  sub  angulo  maiore  subtenditur. 

19.  Omnium  triangulonim  maior  angulus  sub  latere  maiore  protenditur. 

20.  Omnium   triangulonim   duo   latera   ceteris   maiora  sunt  in  omnem    5 
partem  sumpta. 

21.  Si  in  uno  quolibet  trianguli  latere  a  finibus  lateris  duae  rectae  lineao 
interius  constituantur  angulum  facientes ,  quae  constituuntur  reliquis 
quidem  trianguli  duobus  lateribus  sunt  minores,  maiorem  uero  an- 
gulum continebunt.  10 

22.  Datis  tribus  rectis  lineis  quae  sunt  aequales  tres  in  eo  qui  datus  est 
triangulo  rectas  lineas  oportet  constituere  quarum  duo  latera  ceteris 
maiora  oportet  esse  omnifariam  sumpta  propter  hoc  quod  omnium 
triangulonim  duo  latera  ceteris  fortiora  sunt  in  omnem  partem  sus- 

.  cepta.  15 

23.  Ad  datam  rectam  lineam  et  datum  in  ea  punctum  dato  rectilineo 
angulo  aequales  rectilineos  angulos  coUocare. 

24.  Si  duo  triangula  duo  latera  duobus  lateribus  aequalia  habuerint  al- 
terum  alten ,  quod  angulum  angulo  maiorem  habebit  eum,  qui  sub 
aequali  recta  linea   continetur,   ita  et  basim  basi  maiorem  habebit.  20 

25.  Si  duo  triangula  duo  latera  duobus  lateribus  aequalia  habuerint  al- 
terum  alteri,  quod  hasim  basi  maiorem  habebit,  et  angulum  angulo 
maiorem  habebit  eum,  qui  sub  aequalibus  rectis  lineis  continetur. 

26.  Si  duo  trianguli  duos  angulos  duobus  angulis  habuerint  aequos  al- 
terum  alteri,  unumque  latus  uni  lateri  sit  aequale ,  siue  quod  aequis  26 
adiacet  angulis,  seu  quod  sub  uno  aequalium  subtenditur  angulorum, 

et  reliqua  latera  reliquis  lateribus  habebunt  aequa  alterum  alteri  et 
reliquum  angulum  aequalem  reliquo  angulo  possidebunt 

27.  Si  in  dnas  rectas  lineas  recta  linea  incidens  altematim  angulos  fe- 
cerit  aequos,  rectas  lineas  alternas  esse  necesse  est.  30 

28.  Si  in  duas  rectas  lineas  linea  incidens  exteriorem  angulum  interiori 
et  ex  aduerso  angulo  constituto  reddat  aequalem,  rectas  lineas  sibi 
alternas  esse  conueniet. 


1)  minoris  B.  4]  E^  om.  Bq.  6—6]  EB,  om.  Bq.  6)  sumptaj  ü,  suscepta  E, 
d)  duobus]  om.Bq,  minores]  maiores  J^.  11—15]  j&^  (corrnpt),  om.Bq*  16)  recti- 
Uneo]  recto  lineo  Bq.  17)  rectilineos]  rectilineae  Bq.  collocare  necesse  est  E. 
18  —  23]  E,  om.  Bq.  19)  scr.  sub  aequalibus  rectiB  lineis  continetur,  id  et.  24) 
triangula  q.  25)  sine]  sibi  Bq^  siue  id  E.  26)  dequalium  q.  tenditnr  E,  27) 
alterum  alteri]  latera  B,  altera  alteri  g,  altera  alteris  E.  29)  incideus]  incidens 
quod  Bq,  angulos]  sit  et  hos  angulos  Bq.  fecerint  B.  81)  in]  om.  q.  interior 
^q-    32)  lineas]  lineas  aequales  E.    sibi]  sub  BEq.  j 
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29.  Si  in  duas  alternas  inter  se  rectas  lineas  reeta  linea  inciderit,  al- 
ternos  angulos  inter  se  aequales  esse,  et  qui  deintus  et  contra  simüiter 
aequales  esse,  qui  uero  deintus  et  in  eisdem  partibus  lineae  sunt, 
duobus  rectis  angulis  aequales  esse  necesse  est. 
5  30.  Alternae  uni  iterum  ipsae  rectae  lineae  aduersus  se  ipsas  erunt 
altera  alten. 

Sl.'Per    datum    punctum    datae  rectae  lineae  altemam  rectam  lineam 
designare. 

32.  Omnium  triangiilorum  exterior  angulus  duobus  interius  et  ex  ad- 
10         uerso  constitutis  angulis  est  aequalis,  interiores  uero  trianguli  tres 

duobus  rectis  angulis  sunt  aequales. 

33.  Quae  aequas  et  alternas  rectas  lineas  ad  easdem  partes  rectae  lineae 
coniungunt,  ipsae  quoque  et  alternae  sunt  et  aequales. 

34.  Eorum  spatiorum,  quae  alternis  lateribus  continentur,  quae  paralle- 
15  logramma  nominantur,  ex  aduerso  latera  atque  anguli  constituti  sibi 

inuicem  sunt  aequales,  eaque  diametrus  in  duo  aequa  partitnr. 

35.  Omnia  parallelogramma,  quae  in  eisdem  basibus  et  in  eisdem  alter- 
nis lineis  fuerint  constituta,  sibi  inuicem  probantur  aequalia. 

36.  lam   parallelogramma  in  basibus   aequalibus  et  in  eisdem  alternis 
20          lineis  constituta  aequalia  esse  necesse  est. 

37.  Aequa  sibi  sunt  cuncta  triangula,  quae  in  aequis  basibus  et  in  iisdem 
alternis  fuerint  constituta. 

38.  Triangula,  quae  in  coaequalibus  basibus  et  in  eisdem  alternis  lineis 
sunt  constituta,  aequalia  sibi  inuicem  sunt 

26  39.  Aequa  triangula,   quae  in   eadem  basi  et  in  easdem  partes  fuerint 
constituta,  in  eisdem  quoque  alternis  lineis  esse  pronuntio. 
40.  Aequa  triangula  in  aequ?s  atque  in  directum  positis  basibus  consti- 
tuta et  in  eisdem  partibus,  et  in  eisdem  quoque  alternis  esse  ne- 
cesse est. 

30  41.  Si  parallelogrammum  triangulumque  in  eadem  basi  atque  in  eisdem 
alternis  fuerint  constituta,  parallelogrammum  triangulo  duplex  esse 
conueniet. 


1— 4]  J2J&,  om.  Bq,  1)  alternae]  om.  E.  incidena  jB.  2)  inter  — et]  aequales 
inter  se  fecerit  E.  contra]  E,  circa  B.  similiter  ~  4)  est]  B,  et  in  eisdem  partiboa 
sunt  et  quae  deintas  lineae  sunt  duabus  rectis  lineis  sunt  aequales  j&\  5 — ßjBE^ 
om.  Bq.  6)  alternae  uni]  i2,  om.  E.  7)  data  recta  linea  B.  alteram  BEq,  8) 
designare  necesse  est  E,  9)  et  exterior  Bq.  10)  interions  q.  trianguli]  m.  1  ^, 
E]  ins  angulis  j,  tres  anguli  m,  2  B.  tres]  E^  om.  Bq.  13)  etj  om.  Bq.  et] 
om.  q.  14)  lateribus]  alteribus  q,  parallelogrimma  q.  16)  ex]  et  ex  BEq.  16) 
aequales  sunt  E,  eamque  Bq,  ea  qaoque  E.  aeque  partiuntur  Bq,  18)  fuerintj 
om.  Eq,  19)  lam]  nam  BEq.  21)  aequa]  aequalia  B,  22)  fuerint]  lineis  faerint 
Et  fuerint  lineis  q,  23  —  24]  BE,  om.Bq.  23)  aequa  triangula  .E.  quae  in]  quae 
E.  24)  aequalia  —  sunt]  B,  om.  E.  26)  aequi  q.  eadem  parte  E,  26)  pronon- 
üanda  sunt  E,    27)    aequi  q.    28)  esse]  om.  Bq.    31)  alternis  lineis  E. 
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42.  Dato  triangulo  aeqaale  parallelogrammam  in  dato  rectilineo  angalo 
constitnere. 

43.  Omnis  parallel ogrammi  spatii  eorum,  quae  circa  diametrum  sunt, 
parallelogrammoram  supplemeuta  aeqna  sibi  inuicem  esse  necesse  est. 

44.  luzta  datam  rectam  lineam  dato  triangulo  in  dato  rectilineo  angulo  s 
parallelogrammum  aequale  protendere. 

45.  Dato  rectilineo  aequale  parallelogrammum  in  dato  rectilineo  angulo 
collocare. 

46.  Quadratum  a  data  recta  linea  terminata  describere. 

47.  In  bis   triangulis,   in  quibus  unus  rectus  est  angulus,  quae  recti-  lo 
angula  nominamns,  quadratum,  quod  a  latere  rectum  angulum  sub- 
tendente  describitur,  aequum  est  bis  qnadratis,  quae  a  continentibus 
rectum  angulum  lateribus  conscribuntnr. 

48.  Si  ab  uno  trianguli  latere  quadratum  quod  describitur  aequum  fuerit 
bis  quadratis,  quae  ab  reliquis  duobus  lateribus  describuntur,  rectus  15 
est  angulus,  qui  sub  duobus  reliquis  lateribus  continetur. 

n.  Buch. 

1.  Omne  parallelogrammum  rectiangulum  sub  bis  duabus  rectis  lineis, 
qnae  rectum  ambiunt  angulum,  dicitur  contineri. 

2.  Omnis  uero  parallelogrammi  spatii  eorum ,   quae  circa  eandem  dia-  20 
metrum  sunt,  parallelogrammorum  quodlibet  unum  cum  supplementis 
duobus  gnomo  nominetur. 

1.  Si  sint  dnae  rectae  lineae,  quarum  una  quidem  indiuisa,  altera  uero 
quotlibet  diuisionibus  secta,  quod  sub  duabus  rectis  lineis  rectiangu- 
lum continetur,  aequum  erit  bis,  quae  sub  ea  quae  indiuisa  est  et  25 
unaquaque  diuisione  rectiangula  continentur. 

2.  Si  recta  linea  in  partes  diuidatur,  quadratum ,  quod  a  tota  describi- 
tur, aequum  est  rectangulis,  quae  sub  tota  et  portionibus  descri- 
buntur. 


1  —  2)  et  8  —  4)  peimut.  BEq.  1)  aequalem  B.  recto  lineo  B.  3)  circa]  cir- 
CümB,  circa  eandem  K  4)  aequa]  ea  quae  B.  5)  datam]  JER^  cm.  Bq,  in]  cm. 
^Eq.  in  angulo  q.  angulo]  cm.  B.  6)  aequalem  Bq,  praetendere  Bq,  pro- 
tendendum  est  EB.  7)  recto  lineo  B,  rectilineo  angulo  E.  aequalem  Bq.  recto 
lineo  B,  8)  collocare  id  est  diametrum  Bq,  collocare  id  est  diametrum  oportet  E. 
^)^]2idBEq.  datam  lineam  terniinatam  E.  recta]  JB,  om.  Eq.  10)  quem  rectiangu- 
lom  RBEq,  11)  Bubtendentem  Bq.  12)  aj  ac  q.  18)  rectiB]  om.  B.  19)  ambiunt] 
5B^,  onj.  E.  20)  omnes  B.  quae]  qui  JB.  spatii  —  22)  nominetur]  spacium 
nnamqaodque  gnomio  eorum  quae  circa  diametrum  eandem  sunt  parallelogram- 
moram nuneupatur  E.  20)  eundem  q,  21)  quodlibet]  BB^  quot  libet  q.  22)  gnomo] 
^t  gynomo  Bj  ginorao  q.  23—26]  bis  Bq.  23)  quidem  est  E.  24)  quolibet  q^. 
aecta]  recta  g»,  recti  J?*.  26)  quae]  quibus  5*,  quae  sxmtE.  ea  quae]  aequeB«.  26) 
tmaqnaeque  B*JB*2'(Z*-  rectiangulum  q"*,  quod  rectiangulo  (/*,  quod  rectiangula  JB*. 
continetur  B^B^q^q*,  E.    27-29]  B,  om.  EBq.    27)  tote  B. 

Digitized  by  LjOOQIC 


94  Historisch -literarische  Abtheilnng. 

3.  Si  recta  linea  secetar,  quod  sab  tota  et  una  portione  rectiangnlam 
continetnr,  ae€|.uum  est  ei,  quod  sub  utraque  portione  rectiangalum 
clanditur,  et  ei  quadrato,  quod  ad  praedictam  portionem  describitor. 

4.  Si  recta  linea  secetur  ut  libet,   quod  describitur  a  tota  quadratom, 
5          aequum  est  bis,  quae  describuntnr  ab  unaquaque  portione,  quadratis 

et  bis  ei  rectangulo,  quod  sab  eisdem  portionibas  continetnr. 

5.  Si  recta  linea  per  aequalia  et  per  inaequalia  secetur,  quod  sob  in- 
aequalibus  totius  sectionibus  rectilineum  continetnr  cum  eo  quadrato, 
quod  ab  ea  describitur,  quae  inter  utrasque  est  sectioneSy  aequiim 

10  est  ei  quod  describitur  a  dimidia  quadrato. 

6.  Si  recta  linea  per  aequalia  diuidatur,  alia  uero  ei  in  directum  linea 
recta  inngatur ,  quod  sub  tota  et  ea  quae  adiecta  est  rectilineum  conti- 
netur  cum  eo  quod  describitur  a  dimidia  quadrato  aequum  est  ei  qua- 
drato, quod  describitur  ab  ea  quae  constat  ex  adiecta  atqne  dimidia. 

16  7.  Si  recta  linea  in  duo  secetur,  quod  describitur  a  tota  quadratum  cum 
eo  quadrato  quod  ex  una  partium  qualibet  fit  -utraque  quadrata  pa- 
riter  aocepta  aequa  sunt  ei  rectiangulo,  quod  sub  tota  et  aeqnali  portione 
bis  continetnr,  et  ei  quadrato,  quod  ad  reliquam  partem  describitur. 

8.  Si   recta  linea  in  duo  diuidatur,  alia  uero  in  directum  ei  iungatar 
20          recta  linea  uni  partium  aequalis,  quadratum,  quod  describitur  a  tota 

composita,  aequum  est  ei  rectiangulo,  quod  sub  prima  et  addita 
quater  continetnr,  et  ei  quadrato,  quod  ad  reliquam  partium  prime 
describitur. 

9.  Si  recta  linea  per  aequalia  ac  per  inaequalia  secetur,  quadrata,  qoae 
26          ab  inaequalibus  totius  portionibus  describuntnr^  dupla  sunt  bis  qua- 
dratis, quae  fiunt  a  dimidia  et  ab  ea  quae  inter  utrasque  est  sectiones. 

10.  Si  recta  linea  per  aequalia  secetur,  eique  in  directum  quaedam  linea 
recta  iungatur,   quadratum  quod  describitur  a  tota  cum  addita,  et 
quadratum,   quod  describitur  ab  ea,   quae  addita  est,  utraque  qna- 
30  drata  pariter  accepta  ab  eo  quadrato,  quod  scribitur  a  dimidia,  et 

ab  eo  quadrato ,  quod  ab  ea  describitur,  quae  ex  dimidia  adiectaqne 
consistit,  utrisque  quadratis  pariter  acceptis  dupla  esse  necesse  est 


1)  rectiangali  E,  2)  ei]  eiua  q,  quod]  quae  E.  3)  scr.  a  praedicta  portione. 
proportionem  Eq,  describit  E,  4)  toto  E.  6)  unaquoque  q.  6)  bis  ei]  nis  ei 
Bq,  idem  uis  E.  portionibus  continetur]  est  portionibus  E,  portionibus  connenit 
Bq,  7)  rectae  lineae  B,  et  per]  ac  per  E,  ac  pro  q.  8)  8ectioniB\B.  10)  ei  — 
quadrato]  ei  quadrato  qui  describitur  ab  ea  quae  constat  ex  adiecta  atque  dimidia 
E.  describit  B,  dimidio  B.  11)  per  aequali  q^  pro  aequali  B,  diuiditur  Bq- 
directam  B.  lineam  rectam  q,  12)  iungantur  Bq.  toto  B,  ea  quae]  aequae  B. 
rectilineam  q.  13)  dimidio  EB,  aeque  q^  aequumque  B.  14)  quod]  qui  B.  15-23] 
i2,  om.  BEq,  16)  toto  B.  18)  scr.  a  reliqua  parte.  22)  reliquam  R,  scr.  a  reliqoa 
partium.  24-26]  BEB,  om.  q.  24)  per]  (pr.)  quae  per  B.  26)  est]  continetnr  12. 
27)  directam  B,  28)  iungantur  q.  a]  om.  q.  cum]  cum  q,  30)  a]  ad  g.  31)  es] 
eo  q.    ex]  om.  q,    32)  dupla  esse]  corr.  ex  daplicem  B, 
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11.  Datam  rectam  lineam  sie  secare,  ut  qaod  sub  tota  et  una  portione 
rectilineum  continetur  aequum  sit  ei,  qnod  fit  ex  reliqaa  sectioue 
quadratum. 

12.  In  bid  triangnlis ;  quae  obtusum  habent  angulam ,  tanto  ea  qnae  ob- 
tanso   subtendit   angnlo   lateribus   amplius  potest,    quae  obtunsam  6 
contiDent  angulum,    quantum   est   qaod  tenetur  bis  sub  una  earum 
quae  ad  obtunsum  angulum  a  perpendiculari  extra  deprehenditar. 

14.  Dato  rectilineo  aequum  collocare  quadratum. 

m.  Buch. 

1.  Aequales  circuli  sunt,   quornm  diametri  aequales  sunt,  iuaequales  10 
uero,  qui  sie  se  non  habent. 

2.  Recta  linea  circulum  contingere  dicitur,  quae  cum  circulum  tangat 
et  in  utraque  eiecta  parte  non  secat  circulum. 

3.  Circuli  sese  inuicem  contingere  dicuntur,  qui  tangentes  sese  inuicem 
non  secant.  16 

4.  Bectae  lineae  in  circulo  aequaliter  a  centro  distare  dicuntur,  quando 
a  centro  in  ipsas  ductae  perpendiculares  sibi  inuicem  sunt  aequales. 

5.  Plus  nero  a  centro  distare  dicitur,  in  quam  perpendicularis  longior  cadit. 

6.  Portio  circuli  est  figura,  quae  sub  recta  linea  et  circuli  circumferen- 
tia  continetur.  20 

8.  In  portione  angulus  esse  dicitur,  quando  in  circumferentia  sumitur 
aliquod  punctum ,  ab  eo  uero  puncto  ad  lineae  terminos  duae  rectae 
subiunguntur,   angulus   qui  snb  duabus  subiunctis  lineis  continetur. 

9.  Quando  autem,  quae  adiunguntur,  aliqnam  circumferentiae  compre- 
hendunt  particulam,  in  ea  angulus  consistere  perhibetur.  26 

10.  Sector  circuli  est  figura,  quae  sub  duabus  a  centro  ductis  lineis  et 
sub  circumferentia,  quae  ab  eisdem  comprehenditur,  continetur. 

1)  secare  conueDit22j&.  2)  aequnm]  cum  B.  ei]  cm  q,  quod]  quo  $,  que^. 
sectione]  portione  B.  3)  quadratum]  22,  quadratum  sive  trigonum  BE,  sibi  tri- 
gonum  g.  4)  bis]  BB^  ista  g,  hac  j&7.  triangalis]  BBq^  trianguli  figura  J?.  quae] 
qui  g.  tanto  amplius  E,  obtunsos  obtendit  augulos  Eq.  5)  amplius]  om.  E, 
quae]  quam  ea  quae  E^  qui  q.  6)  continet  E  bis]  g,  ais  B,  om.  E,  7)  angali  g. 
a  —  deprehenditar]  om.  E  8)  rectilineo]  trigono  JB.  aequum]  cum  J?,  aequum 
necesse  est  EB.  10)  aequales]  om.  B.  circuli  aequales  J&  sunt  aequales  g.  11) 
uero  sunt  E.  12)  recta  ]inea]  circulus  E,  non  contingere  E.  quae]  qui  E,  cum] 
eum  B,  13)  eiecta  egesta  g.  14)  sese]  se  E,  15)  non]  om.  BEq.  16)  rectae] 
ratae  B.  a]  om.  B.  quando]  om.  J?.  17)  inuicem  sibi  E,  18)  centro]  circulo 
■B^g.  in]  linea  in  E.  perpendiculares  g.  19  —  23]  bis  J?g.  19)  est  —  21)  anga- 
li»] EBBtq*,  om.  B^qK  19)  sob]  sur  g«.  recta]  recta  est  B\  circuli]  EBg^, 
om.  B«.  21)  portione]  J?*g*,  portione  circuli  EB,  dicatur  B^B^q^q*.  circum- 
ferentia] EB\  circumferentiam  B^g'g',  22)  ab  eo  uero]  et  ab  eodem  E.  punc- 
tum £i.  23)  Bubiaciuntur  J3'.  qui]  circuli  dicitur  qui  J&,  dicitur  quil^'g^  angolas 
—  continetur]  om.  J?*g'.  continentur-5*.  24)  autem]  lineae  K  circumferentia  J?. 
26)  ut  in  BEq.    angiüos  g.    perhibeatur  BEq. 
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11.  Similes  circulornm  portiones  dicuntur,  quae  aequales  suseipiont  angalos, 
uel  in  quibas  qui  describuntur  anguli  sibi  inuicem  sunt  aequales. 


3.  Si  in  circulo  per  centrum  linea  quaedam  recta  dirigatur  et  qnandam 
lineam    rectam   non   per   centrum    positam  in   duas   aeqnas  diuidai 
5  partes ,  per  rectos  eam  angulos  secat ;  et  si  per  rectos  angulos  seeet, 

in  duas  aequas  eam  diuidet  partes. 
7.  Si  intra  circulum  punctum  sumatur  in  diametro,  quod  non  est  cen- 
trum ,  et  ab  eo  puncto  ad  circulum  duae  lineae  uel  plures  dirigantnr. 
9.  Si  in  circulo  punctum  sumatur  interius,  et  ab  eo  puncto  ad  circu. 
10  lum  plures  quam  diiae  lineae  dirigautur,  illud  punctum  centrum  cir- 

culi  esse  necesse  est. 
10.  Ubi    circulus    circulum  secat,    secundum    puncta   plura    quam  duo 
minime  secat. 

12.  Si  duo  circuli   ab   exteriore  sese  parte  contingant,   quae  ad  centra 
15  eorum  linea  recta  dirigitur,  in  iuncturam  incidit  circulornm. 

13.  übi  circulus  circulum  contingit,  secundum  plura  puncta  quam  unum 
minime  contingit,  seu  ab  interiore  seu  ab  exteriore  parte  contigerit. 

14.  In  circulo  aequae  rectae  lineae  aequalibus  spatiis  absunt  a  centro, 
et  quae  aequalibus  spatiis  a  centro  absunt  rectae  lineae  sibi  innicem 

20  aequales  sunt. 

16.  Quae  in  extrema  diametro  circuli  per  rectos  angulos  linea  recta  di- 
rigitur, extra  circulum  cadet  et  inter  ipsam  et  circuli  circumferen- 
tiam  alia  recta  non  incidit;  et  seaiicirculi  angulus  ab  acute  angulo 
rectilineo  maior   existit,    reliquus   uero  ab  acute  angulo  rectilineo 

26  minor  existit. 

17.  A  dato  puncto  duas  rectas  lineas  ducere,  quae  datum  circulum  tangant. 


2)  inscribuntur  E.  3)  pro  centro  E.  et  quandam]  aequandam  q,  ad  aeqoan- 
dam  E.  4)  non]  om,  BEq.  per]  in  BEq.  centro  J5.  aequas]  corr.  ex  aequalea  g. 
diuidet  g,  om.  E.  5)  partes]  om.  q.  per]  om.  E^  pro  q,  rectus  BEq.  angnluß 
BEq.  per]  om  J^,  proper  (?.  rectnB  BEq.  angulus  JBg,  eam  angulus  JSl  6)  aeqaa«] 
om.  BEq.  eam]  euro  agrum  BEq.  diuidat  £.  7)  sumatur]  corr.  ex  summittatar  j. 
in  diametro]  interiua  BEq.  non]  om.  BEq.  9—11]  Bq,  om.  E.  9J  circulum 
Bq.  12  -13]  BEq^  om.  E.  12)  secundum—  13)  secat]  om.  B.  12)  secundum]  si Ä 
puncta]  om. -R.  duo]  duo  puncta  i2.  13)  minime  secat]  JB,  om.  q.  H-'lb]BBq, 
om.  E.  14)  ab]  seu  ab  R.  sese]  g,  seB,  uel  ab  interiore  se  R.  15)  iunctura  5i?J- 
circulum  -B  12  g.  1&  - 11}  BRq^  om.  E.  16)  ubi  —  circulum]  Äg,  om.  5.  contingit] 
R,  om.  Bq.  secundum]  si  R,  17)  seu]  R,  et  seu  Bq.  inferiore  g,  exteriori  B. 
seu]  g,  sub  R,  iste  seu  B.  interiori  R.  contingit  2?.  18— 20]  BÄg,  om,E.  18) 
aequaej  g,  quae  BR.  absunt]  von  hier  ab  anders  R.  absunt  a]  assumpta  g,  sumpta 
B,  19)  et  quae]  co  Bq.  absunt]  haec  sunt  jBg.  sibi]  si  g.  20)  sunt]  om.  5g.  2I-26J 
Bg,  om.E.  21)  per]  pro  g.  rectus  angulus  Bq.  recta]  directaJBg.  22)  et]  (alt.)  ad 
Bq.  23)  rectum  Bq.  ab]  sub  Bq.  acutiarigulo  B.  24)  reliquos  Bq.  26)  A]  q, 
ad  JB.    quae]  qui  Bq.    tangunt  g. 
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18.  Si  circulum  linea  quaedam  recta  contiogat ,  et  a  centro  ad  contac- 
tum  linea  recta  dirigatur,  perpendicularis  erit  ea,  quae  ducitur, 
super  eam  quae  circulum  tangit. 

19.  Si  circulum  linea  recta  contingat,  a  contactu  uero  ei  quae  tangit  in 
drcnlo  per  rectos  angulos  recta  linea  dirigatur,  in  ea  quae  dirigitur  6 
circuli  centrum  esse  conueniet. 

22.  Quadrilaterarum  figurarum ,  quae  circulis  ambiuntur,  ex  aduerso  sibi- 
met  anguli  constiiuti  duobus  rectis  angulis  sunt  aequales. 

23.  In  recta  linea  duae  circuli  portiones  similes  atque  inaequales  in 
iisdem  partdbus  nullo  modo  constituentur.  10 

24.  Circnlorum  similes  portiones,  quae  in  aequis  rectis  lineis  consti- 
tuuntur,  sibi  inuicem  sunt  aequales. 

27.  In  aequis  circulis  qui  in  circumferentiis  aequalibus  anguli  consistunt, 
sibimet  inuicem  sunt  aequales,  seu  a  centro  seu  a  circumferentia 
progrediantur.  15 

30.  Datam  circumferentiam  circuli  in  duo  aequa  diuidere  potis  est. 

31.  In  circulo  is  quidem  angulus,  qui  in  semicirculo  est,  rectns  existit, 
qui  uero  in  maiore  portione  est  angulus ,  minor  est  recto ,  qui  autem 
in  minore  portione  est  angulus,  maior  est  recto,  et  maioris  qoidepi 
portionis  angulus  recto  maior  existit,  minoris  uero  portionis  angulus  20 
recto  minor  existit. 

32.  Si  circulum  linea  re(!ta  contingat,  a  contactu  uero  in  circulum  quae- 
dam circulum  secans  linea  recta  ducatur,  quoscumque  angulos  facit, 
ii  duobus  angulis,  qui  sunt  in  altematim  circuli  portionibus  sunt 
aequales.  26 

33.  Super  datam  rectam  lineam  circuli  describere  portionem,  quae  dato 
rectilineo  angulo  unus  quis  suas  intus... 

34.  Circulo  oportet  accipere  portiones... 

IV.  Bnoli. 

1.  Figura  intra  figuram  dicitur  inscribi,  quando  ea,   quae  inscribitur,  ao 
eins ,  in  quam  inscribitur,  latera  unoquoque  suo  angulo  ab  interiore 
parte  contingit 


1—6)  Bq^  om.  J?.  1)  contra'ctum  q,  2)  lineae^g.  propendicularis  q.  4)  contractu  q. 
qoae]  qui  Bq.  6)  per  rectos]  pro  rectos  g,  porrecto  B,  angulus  B,  in  ea]  linea  g. 
dirigantur  Bq,  7—8)  BEq.  7)  quadrilaterarum  -  ambiuntarj  om.  E.  quadrilate- 
rxm  Bq.  8)  augulifl  anguli  B^  anguli  q,  9—10]  g,  om.  BE,  in  iisdem]  isdem  q,  •» 
U)  qaae]  sunt  qui  g,  sunt  quem  corr.  ex  in  quem  suntJ?.  18)  qui]  corr.  ez  qnae 
^-  14)  sibimet]  sibi  et  B.  a]  ao  JB.  seu]  sibi  q.  16)  circuli]  semicircnli  BEq, 
potis  est]  E,  possit  Bq,  17)  is  quidem]  isdem  Bq^  id  est  E,  18)  minor]  maior  E. 
19)  maior]  minor  E,  21)  existat  q.  22)  si]  si  in  JB.  in  ciroulnmj  in  drcum  Bq^ 
in  circumferentia  J&.  24)  ii]  11^,  om.  Eq.  duo  anguli  BEq,  altematim]  corr.  ex 
altemaiem  B,  altema  ante  q,  altemis  E.  26)  datas  JBJ^,  dectas  q.  rectas  lineas  BEq. 
portionem]  partes  J?  9,  partes  conTenitJ^.  quae— 27)  intus]  JBg,  ora.J^.  27)  unus —intus] 
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2.  Cireamscribi  uero  figura  figurae  perhibetar,  quotiens  ea,  qaae  cir- 
cnmscribitur,  figura  eins,  cui  circnmscribitur,  suis  omnibus  lateribus 
omnes  angulos  tangit. 

1.  Intra  datuin  circulum   datae  rectae  lineae,    quae  diametro  minime 
5  maior  existat,  aequam  rectam  lineam  coaptare. 

2.  Intra  datuin  circulum  dato  triangulo  aequorum  angnlomm  trianga- 
lum  collocare. 

3.  Circa  datum  circulum  dato  triangulo  aequalium  angulomm  triangn- 
lum  designare. 

10     4.  Intra  datum  triangulnm  circulum  designare. 
6.  Intra  datum  circulum  quadratum  describere. 
8.  Intra  propositum  quadratum  circulum  designare. 
12.  Circa  datum  circulum  quinquangulum  aequilateram  et  aequiangulnm 
designare. 
16    13.  Intra  datum  quinquangulum,    quod   est  aequilaterum  atqae  aeqai- 
angulum,  circulum  designare. 


IIL 

Die  vorzugliche  Handschrift  der  Arithmetik  des  Boetius  Bamberg. 
HJ  IV,  11  saec.  X  {h  bei  Fried  lein)  enthält  auf  fol.  1—7  eine  mittel- 
alterliche Einleitung  in  das  Studium  der  Mathematik ,  die  mir  nicht  un- 
interessant scheint,  namentlich  auch  deshalb,  weil  sie  einige  Eenntniss  des 
Griechischen  verrSth.  Da  dieselbe  Handschrift  hinten  einen  auf  irische  Ver- 
hältnisse bezüglichen  Brief  enthält,  den  ich  anderswo  veröffentlicben  werde, 
vermuthe  ich ,  dass  auch  jene  kleine  Abhandlung  auf  Irland  entstanden  ist; 
denn  zu  dieser  Zeit  ist  Kenntniss  des  Griechischen  im  Occident  fiast  nnr 
bei  den  Iren  zu  finden.     Das  Stück  fftngt  an: 

Mathematica  latine  dicitur  doctrinalis  scientia; 
darauf  Definitionen    der  Arithmetik,    Geometrie,    Musik    und  Astronomie; 
dann  schliesst  die  Vorrede :  quas  disciplinas  deinceps  paulo  latius  indicamus, 
ut  earum  cause  competenter  possint  ostendi. 

8cr.  angulum  aequalem  intus  capiat.    28)  Bci^  om.  E\  scr.  a  dato  circulo  oportet 
aoeipere  portionem.    30)  figuram  q.    eam  J?g.    .31)  i&Bcribitar]  Ej  scribitar  Bq. 

1)  circulus  scribi  Bq^  drcali  Ey  circulum  aciibi  R.  fignrae  drcumscribi  £ 
figurae]  om.  B.  ea  quae]  mut.  in  ea  qua  jB,  aequa  q.  circumsoribiturj  J?,  om.  Bq. 
2)  figurae  E,  circum  inscribitur  Bq,  4-5]  BE^  bis  Bq.  4)  quae]  quae  mB^q^. 
quae  -5)  existat]  non  niaiori  quam  diametrus  jB.  4)  diametri  B^.  5)  excitat  gS  exit 
ad  2^  ^  rectam]  om.  M,  coaptare]  BB^q*,  quae  aptare  ^'^^  coaptare  oportet  £  7) 
collocare  cohvenit  E.  8)  circa]  circulum  B.  dato]  date  q.  9)  designandum  est  E. 
10)  circulum  triaugulum  BEq,  interdum  designare  necesse  est  E,  11)  aliqnid 
describere  utile  est  E.  12)  infra  E.  13)  qui  angulum  q,  14)  designare  geometres 
praecipiuut  E,  15)  datum]  datum  circulum  E.  quinqueangulum  B.  atqae j  om. 
B.     16)  circulum]  om.  BE.    designare  non  üisconveuit  E. 
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Darauf  ein  Capitelindex : 

I  de  nocabulo  arithmetice  discipline. 

II  de  aactoribas  arithmetice. 
in  qnid  sit  numems. 
lY  nnde  numeri  dioti. 

y  quid  prestent  numeri. 

VI  de  prima  diuisione  parium  et  imparium. 

VII  de  secunda  diuisione  totius  numeri« 
Vni  de  tertia  diuisione  totius  numeri. 

IX  de  differentia  arithmetice  et  geometrice  et  musice  ^irtis. 
X  quod  numeri  infiniti  ezistunt. 
Dann  folgen  die  zehn  Capitel,  woraus  ich  hervorhebe: 
I  Arithmetica  est  disciplina  numerorum;  greci  enim  numerum  rithmon 

dicunt  etc. 
II  Numeri  disciplinam  apud   grecos  primum   pjtagoram  autumant  con- 
scripsisse  ac  deinde  a  nicomacho  diffusins  esse  dispositam ,  quam  apud 
latinos  primus  apuleius  deinde  boetius  transtulerunt. 

III  numerus    autem  est  multitudo  ex  unitatibus  constituta;   nam   unum 
semen  numeri  esse,  non  numerum. 

IV  lautet  YoUstHndig  so: 

Numero  nununus  nomen  dedit  et  a  sai  frequentatione  uocabulum  in- 
didit  unum  a  greco  nomen  trahit;  greci  enim  unum  ena  dicunt.  sie  dno 
et  tres,  quos  illi  dua  et  tria  appellant.  quatuor  uero  a  figura  quadrata 
nomen  sumpseiunt.  quinque  autem  non  secundum  naturam,  sed  secundum 
placitum  uoluntatis  uocabulum  acceperunt  ab  eo,  qni  numeris  nomina  in- 
didit  sex  autem  et  Septem  a  greco  ueniunt;  in  multis  enim  nominibus, 
qne  in  greco  aspirationem  habent,  nos  pro  aspiratione  s  ponimus.  inde 
est  pro  ex  sex,  pro  epta  septem,  sicut  pro  erpillo*  erba  serpillum.  octo 
nero  per  translationem  sicut  illi  et  nos  ita.  illi  nea  nos  nouem,  illi  deca 
nos  decem.  dicti  autem  decem  a  greca  ethimologia,  eo  quod  ligent  et  con- 
iangant  infra  iacentes  numeros;  nam  desmos  coniungere  uel  ligare  apud  eos 
dißitor.  porro  uiginti  dicti,  quod  sint  decem  bis  geniti  u  pro  b  litera  po- 
Sita;  triginta,  quod  a  tertio  denario  gignantur.  sie  usque  ad  nons^inta. 
centum  uero  uocati  a  canthu,  quod  est  circulas;  ducenti  a  duo  centum. 
sie  et  reliqui  usque  ad  mille.  mille  autem  a  multitudine,  unde  et  militia 
quasi  multicia.     inde  et  milia,  que  greci  mutata  litera  miriades  uocant. 

VIII  handelt  zum  Theil  von  den -Polygonalzahlen  (mit  Figuren);  darin: 
linealis  numerus  est,  qui  inchoans  a  monade  linealiter  scribitur  usque  ad 
infioitnm.  nnde  alfa  ponitur  pro  designatione  linearum,  quoniam  hec  litera 
nnnm  significat  apud  grecos  S  (auf  den  Figg.  a). 


♦  d.  h.  SgnvlXog,  Quendel.  ^^  ^ 
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Fol.  7^  beim  Schluss  dieser  Abhandlang  vor  dem  Boetius ,  der  fol.  8 
anflbigt,  steht,  zum  Theil  auf  dem  Bande,  folgende  curiose  Einleitung  zur 
Arithmetik  (vergl.  die  Bemerkung  in  cod.  a  bei  Friedlein  p.  3,  1): 

Ne  snbesse  possit  similitado  falsitatis,  in  auctore  tria  requirnntar 
inicio  libri,  que  nobis  certa  snnt:  persona,  tempus  et  locus,  persona  fait 
boetius  romanus  et  consul  tempore  iustini  imperatoris,  cuius  tempore  the- 
dericus  rex  gothorum  italiam  et  romanos  inuasit  et  per  triginta  annos  et  eo 
amplius  potestatem  exercuit  rome.  et  certe  in  italia  fuit.  ideo  forsitan 
queritur,  ut,  si  mendosi  habentur  libri,  illuc  reuertatur,  quo  certiores  esse 
arbitrantur.  causa  arithmetice  discipline  scribende  hec  fuit,*  ut  numeri 
et  proportiones  numerorum  scirentur  a  sedulis  lectoribus,  qui  ipsam  soUerti 
indagine  perlecturi  erant.  nam  in  nnmeris  maxima  uersatur  dubitatio, 
quam  iste  boetius  contendit  auferre,  dum  obscure  a  nicomacho  et  breuiter 
dicta  plana  producto  sermone  reddit  et  diffuse  dicta  moderata  brenitate  col- 
legit  causa  insuper  requiritur,  que  ea  est,  ut  sciat  uidelicet  naturam  nu- 
merorum ,  quemadmodum  ex  unitatibus  ipse  numerus  crescat  ac  multiplicetur, 
et  ut  quelibet  eius  summa  facile  ualeat  deprehendi,  ut  verbi  causa  si  pro- 
ponatur  octies  YIII  quot  sunt  et  si  qua  similia. 

Bithmon  greci  dicunt  numerum.  inde  arithmetica  disciplina  numero- 
rum. cuius  arithmetice  pytagoras  apud  grecos  primus  fuit  auctor,  postea 
nicomachus,  apud  latinos  uero  apuleius,  deinde  boetius.  nam  latini  imitati 
sunt  grecos  fontem  scientie  ab  ipsis  haurientes  et  in  proprium  sermonem 
transferentes,  et  licet  quedam  discipline  ab  egyptiis  originem  uideantor 
habere,  ipsas  tarnen  greci  ab  eis  accipientes  postea  tradiderunt  romanis. 

Domino  patri  Symmacho  boetius.  Boetius  consul  fuit;  eius**  dignita- 
tem  sui  liberi  post  sunt  adepti.  S3mmiachus  quoque  consul  fiiit  et  suo 
tempore  clarus  et  fuit  boetii  socer,  et  hanc  epistolam  loco  proemii  et  pre- 
facionis  Uli  ponere  placuit.  Boetius  interpretatur  adiutor,  quod  nomen  non 
eius  proprium  fuit,  sed  seuerinns;  nam  ex  aocidente  boetius  dictus  est; 
plurimis  enim  prodesse  satagebat  maxime  pupillos  et  inopes  suis  fouens 
stipendiis.  Symmachus  quoque  interpretatur  compugnans;  syn  con,  machia 
pugna  dicitur.  In  inicio  sue  epistole  boetius  morem  descripsit  humannm 
dicens,  qualiter  nobilium  amicorum  foedera  muneribus  confirmentur,  itant, 
dum  sibi  inuicem  munera  tribuunt,  nee  ille  qui  dat  aliud  aliquid  cariofl 
habeat  quam***  id  quod  dat,  nee  is  qui  susdpit  carius  aliud  quid  ab  altero 
suscipiat  unquam  quam  id,  quod  ab  amico  suscipit,  quia  eadem  uelle  et 
eadem  noUe  firma  est  amicitia,^  quod  in  malis  factio  appellatur.^ 

*  cod.  discipline  V  hec  ftdtV  scribende. 
*•  eins  e  corr.  cod. 
*♦•  qm^snpra  scr.  cod. 

t  Saflust.  Catil.  20,  6. 
tt  Sallnst  Jugurth.  81,  is. 
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Recensionen« 


Stadierlampe,  herausg^eben  von  Dr.  pb.  A.  Sammleb.     Zweite  wesentlicb 
vermebrte  Auflage.     Werdau  i.  S.,  Verlag  von  Curt  Anz.      1890. 
71  S.    Preis  geb.  1  Mk. 
Ein  Sammelsurium  von  Merkverseben,  Akrosticben,  ühronosticben,  Palin- 
dromen, Epigrammen,   Sentenzen,  Rätbseln  vu  dergh  m.  —  Der  matbe- 
malische  Tbeil  entbält  vorzugsweise  algebraiscbe  Aufgaben ,  die  durcb  ibre 
metrische  Form,  ibre  Beziehungen  zur  Mytbologie  und  zu  anderen  Gebieten 
interessant   sein  sollen,   und  die  sich  fast  alle  in  der  Aufgabensammlung 
von  Heis  unter  den  eingekleideten  Gleichungen  ersten  Grades  finden;  femer 
einige  Bechenscherze  und  Eunststttckcben,  die  ohne  besonderen  Wertb  sind. 

F.   SOHÜTTB. 


Lehr-    und  Vebnngsbnch  der   Arithmetik  für  unter -Realschulen.     Von 
Franz  Villioub,  Professor  an  der  k.  k.  Staats -Oberrealscbule  am 
Scbottenfelde  in  Wien.     Erster  Tbeil  fQr  die  1.  Classe.    Neunte  ver- 
besserte Auflage.     Wien,   1888.    Verlag  von  A.  Picbler's  Wittwe 
&  Sohn.    124  S.    Preis  in  hübschem  CaUicoband  1  Mk.  44  Pf. 
Ein  vorzügliches  Büchlein.     Der  Stoff  ist  ttbersichtlich  geordnet,  die 
Lebrsfttze  klar,  die  Erklärungen  leicht  verständlich,  die  Aufgaben  dem  ins 
Auge  gefassten  Scbülerkreise  angemessen.    Die  gerechtfertigte  Bevorzugung 
der  Decimalbrücbe  und  ihre  Einführung  schon  vor  der  gewGbnlichen  Bruch- 
rechnung ist  eine  Eigentbümlichkeit  und  ein  Vorzug  des  Werkchens.    Auf 
verschiedene  Vortheile  bei  gewissen  Bechnungen  wird  hingewiesen;   doch 
ungern  vermissen  wir  die  Neunerprobe  bei  der  Multiplication.    Einige  Druck, 
febler  8.  102  Z.  9,  S.  104  Z.  14,  S.  105  Z.  8;  ferner  ist  an  vielen  Stellen 
der  Decimalpunkt  ausgeblieben,  und  dürfte  sich  statt  dessen  das  ttblicbere 
Komma  empfehlen.    Druck  und  Papier  sind  gut.  p^  Schütte. 


Allgemeine  Arifhmethik*  und  Algebra  in  ihrer  Beziehung  zu  einander 
und  zu  den  höheren  bürgerlichen  Rechnungsarten,  insbesondere  zu 
den  den  Kapital-  und  Beuten -Versicherungen  grundleglichen  Zinses- 
Zinsrechnungen.    Für  Seminaristen  und  Lehrer  in  einer  für  den  Selbst- 

^  Das  zweite  th  ist  Eigenthum  des  Verfassen  1 

Digitized  by  LjOOQ iC 


102  Historisch -literarische  Abtheilong. 

nnterricht  geeigneten  Form  bearbeitet  TOn  Kahl  Lbmbkb,  Seminar- 
lehrer. Wismar,  Hinstorff'sche  Buchhandlung.  1888.  190  8. 
Preis  3  Mk. 

Dass  die  Hauptresultate,  die  wichtigsten  Formeln,  Erklärungen  und 
Sätze  auch  typographisch  als  solche  hervorgehoben  sind,  und  dadurch  die 
Erlernung  derselben  und  die  üebersicht  wesentlich  erleichtert  wird:  dieser 
Vorzug  haftet  dem  Buche  nicht  an. 

Der  erste  Theil  behandelt  die  algebraischen  Gleichungen.  Die  Ein- 
leitung derselben  (§  4)  ist  verfehlt  und  ftLr  den  Anf&nger  unverständlich 
und  überflüssig.  Bei  der  Erklärung  der  Auflösungsmethoden  sind  für  die 
vorgenommenen  Operationen  niemals  die  Gründe  augegeben,  sondern  es  ist 
auf  die  Paragraphen  der  „Allgemeinen  Arithmetik*  des  Verfassers  hingewie- 
sen, was  selbst  für  Solche,  die  jenes  Buch  zur  Hand  haben,  nicht  sehr 
angenehm,  für  Einen,  der  es  nicht  besitzt,  höchst  fatal  ist.  Ebenso  be- 
quem macht  es  sich  der  Verfasser  mit  den  üebungsaufgaben ;  er  verweist 
auf  „Meier-Hirsch's  Algebra*,  so  dass  der  Studirende  sich  auch  dieses 
Buch  anschaffen  müsste. 

Die  Auflösung  der  Gleichungen  geschieht  nun  durch  Ordnen,  Trans- 
poniren,  sieben  verschiedene  Arten  von  Beductionen,  durch  Isolirungen, 
„mit  umgekehrten  Vorzeichen  auf  die  andere  Seite  bringen*,  „Wegstreichen' 
von  Gliedern  u.  dergl.  m.  Der  Leser  kommt  dadurch  kaum  zur  klaren  Ein- 
sicht, dass  er  es  mit  ganz  gewöhnlichen  algebraischen  Operationen  zu  thun 
hat,  sondern,  wie  der  Verf.  selbst  in  liebenswürdiger  Weise  gesteht  (S.Ö 
u.  8),  „erwächst  ihm  erst  allmälig  die  Erkenntniss*  von  der  Richtigkeit 
des  Verfahrens;  „und  die  Begründung  kann  mehr  und  mehr  zurücktreten, 
und  die  Entwickelung  der  Gleichung  mechanisch  sich  vollziehen*. 

Bei  den  Gleichungen  mit  mehreren  unbekannten  hätte  für  die  Zwecke 
des  Buches  die  Substitutionsmethode  genügt.  Die  übrigen,  dazu  noch 
mangelhaft  erklärten  Methoden  hätten  unterbleiben  können. 

Die  Auflösung  der  allgemeinen  Gleichung  zweiten  Grades  wird  vom 
Verf.  nicht  gegeben,  statt  dessen  wird  bei  jedem  Beispiele  das  Experi- 
ment der  sogenannten  quadratischen  Ergänzung  gemacht. 

Die  folgenden  Abschnitte  des  Buches,  Logarithmenrechnung,  Progres- 
sionen ,  Zinseszinsrechnung  sind ,  abgesehen  von  kleineren  Mängeln  —  z.  B. 
ist  die  Definition  der  steigenden  und  fallenden  Reihen  falsch  —  fasslicher 
bearbeitet.  Die  beigefügten  Tabellen  sind,  soweit  Stichproben  dieses  er- 
geben, zuverlässig.  p   Schüttb. 


Der  praktische  Ansatz  der  Regeldetri-  und  Proientreohnungen  als  Lösung 
der  Aufgabe.  Aehnliches  für  Gesellschaftsrechnung,  Mischungsrech- 
nung u.  s.  w.  von  P.  B«  BiOHTBB.    Leipzig  1889. 
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Der  Verfasser  geht  von  dem  Streben  aus ,  schon  beim  ersten  mathe- 
matischen Unterricht  das  Denken  in  Gleichungen  mehr  zur  Geltung  zu 
bringen.  Er  erläutert  an  Beispielen,  wie  mit  Hilfe  der  Gleichungen  ein- 
fachster Form  die  Aufgaben  der  einfachen  und  zusammengesetEten  Begel- 
detri,  der  Tara-,  Babatt-,  Zins  -  und  Discontorechnung  nach  wenigen  Begeln 
gelOst  werden  kann,  umgekehrte  Begeldetri,  deren  Anwendung  oft  zu 
argen  Sprachverrenkungen,  zuweilen  auch  zu  falschen  Schlüssen  selten  der 
Schüler  ftlhrt,  wird  durch  dieses  Verfahren  überflüssig. 

Beispiel:  Welches  Kapital  bringt  in  5  Jahren  28  Mk.  Zinsen,  wenn 
680  Mk.  in  3  J.  96  Mk.  Zinsen  geben? 

K   J       Z 
Ansatz  mit.    .    .    .     x  .5_  28  _  680.3.28 

Andeutung  der  GL:  680.3""  96'  *""         5.96* 

Das  Buch  ist  lesenswerth,  wenn  auch  Beferent  gestehen  muss,  dass 
der  Schüler  bei  ausschliesslicher  Anwendung  jener  Methode  leicht  in  den 
Fehler  des  Formalismus  verfUllt.  j^^  ^  Jahnkb 
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redig.  v.  A.  König.    Berlin,  0.  Reimer.  2  Mk. 
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Dyok  u.  Maibb.  36.  Bd.  1.  Heft.  Leipzig,  Teubner.  compl*  20  Mk. 
Zeitscbrift  für  mathem.  u.  natarwiseenscbaftl.  Unterricht,  heransgeg.  y.  J.  C. 

Y.  HoFFMANN.    Jahrg.  1890,  1.  Heft.    Ebendas.  eompl.  12  "Mk. 

Astronomische  Nachrichten,  heransgeg.  y.  A.  Ebübgeb.    124.  Bd.    Hambni^, 

Manke  Söhne.  15  Mk. 

Mathematische  nnd  natnrwissenschafU.  Berichte  aus  Ungarn ,  redig.  t.  Fböh- 

LiOH.  7.  Bd.,  Jnni  1888  bis  Oct  1889.  Berlin ,  Friedl&nder  A  8.  8Mk. 
Bepertorinm  der  Physik,  heransgeg«  y.  E.  Ezbeb.  26.  Bd.,  1.  Heft.  Mün- 
chen, Oldenbonrg.  compL  24  Mk. 
Bibliotheca  mathematica,  heransgeg.  y.  0.  Enbstböm.     Nene  Folge,  Jahrg. 

1890.    Berlin,  Mayer  &  Müller.  4  Mk. 

Astronomisches   Jahrbuch   für  1892.     Heransgeg*  y.  F.  Tibtjbn.     Berlin, 

Dümmler.  12  Mk. 

Stemephemeriden  für  1892.  (Ans  dem  Berliner  astron.  Jahrb.)  Ebendas.  6Mk. 
Meteorologische  Zeitschrift,  redig.  y.  J.  Hahn  u.  W.  Eöppbn.  7.  Jahrg.  1890, 

1.  Heft.  Wien,  HölzeL  compl.  20  Mk. 
Deutsches  meteorolog.  Jahrbach  für  1889;  2.  Heft,  heransgeg.  y.  W.  y.  Bz- 

ZOLD.    Berlin,  Asher.  3  ML 

Oesehichte  der  Kathematik  nnd  Physik. 
Rothlauf,  B.,  Die  Physik  Plato's.     2.  ThL    München,  Eellerer.        1  Mk. 
BosENBEBGBB,  F.,   Gcschlchte  der  Physik  in  den  letzten  hundert  Jahren. 

2.  Abth.  Braunschweig,  Vieweg.  10  Mk.  40  Pf. 
Lasswitz,  E.,  Geschichte  der  Atomistik  yom  Mittelalter  bis  Newton.   2. Bd. 

(Schlnss.)    Hamburg,  Voss.  20  Mk. 

Beine  Xathematik. 

JoNQüiÄBB,  A.,  üeber  einige  Transcendente,  die  bei  wiederholter  Integra- 
tion rationaler  Functionen  auftreten.  (Inaug.-Dissert)  Bern,  Haber 
&  Comp.  1  Mk. 

SiBMON,  P.,  üeber  die  Integrale  einer  nichthomogenen  Difforentialgleiohaiig 
II.  0.    Berlin,  Gärtner.  1  Mk. 

LiB ,  S. ,  Theorie  der  Transformationsgruppen.  2.  Abschn. ,  bearb.  y«  F. 
Ekqbl.    Leipzig,  Teubner.  16  Mk. 

Hbss,  N.,  Beitrage  zur  Theorie  der  rftumlichen  Configurationen.  Leipzig) 
Engelmann.  3  Mk 
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Thibnbmahn,  W.,  Ueber  eine  tranBcendente  Minimalfläche ,  welche  eine 
Schaar  algebraischer  Baumcnrven  4.  Grades   enthält.     Leipzig,  Fock. 

80  Pf. 

ScHBOBTBB,  H. ,  Grondzüge  einer  rein  -  geometrischen  Theorie  der  Ranm- 
curyen  4.  Ordn.  u.  1.  Species.    Leipzig,  Teubner.  2  Mk.  80  Pf. 

SiOKBHBBRGBB,  A.,  üebungebuch  zur  Algebra.  2.  Abth.  (Quadr.  Gleich- 
ungen, Reihen,  Combinatorik.)     München,  Ackermann.      1  Mk.  80  Pf. 

HBII.BKMANN,  H.  u.  J.  DiBKMANN.  Grundlehrcu  der  Trigonometrie  und 
Stereometrie.    2.  Tbl. :  Stereometrie.     Essen ,  Baedeker.  40  Pf. 

Pbblcwitz,  P.,  Die  Fusspunktlinien  des  umbeschriebenen  Kreises  eines 
Dreiecks.     Berlin,  Gärtner.  1  Mk. 

Baub,  G.  W.  y..  Mathematische  Abhandlungen.  Zum  70.  Geburtstage  des 
Verf.  herausgegeben  von  seinen  früheren  Schülern.    Stuttgart,  Wittwer. 

6  Mk. 

Angewandte  Mathematik. 

Galhjso,  G.,  Unterredungen  über  mathematische  Demonstrationen  und  die 
Mechanik.  (Arcetri  1688.)  Aus  dem  Italienischen  übersetzt  von  A. 
T.  Obttdiobn.  (Ostwald's  „Klassiker  d.  exacten  Wissensch.**  Nr.  11.) 
Leipzig,  Engelmann.  3  Mk. 

Nagel,  A.,  Astronomisch -geodätische  Arbeiten  für  die  europäische  Grad- 
messung im  Königr.  Sachsen.  II.  Abth.  (Das  trigon.  Netz  I.  Ordn.) 
2.  Heft    Berlin,  Stankiewitz.  18  Mk. 

Eabsten,  6.,  Die  internationale  Generalconferenz  für  Maass  und  Gewicht 
in  Paris  1889.    Bectoratsrede.    Kiel,  üniversitätsbuchhandlung.     1  Mk. 

Obhlbb,  W.,  üeber  die  Anwendung  der  Neumann'schen  Flächenorte  zur 
Darstellung  der  Formen  des  regulären  Systems.  Freiberg,  Engel- 
hardt.  1  Mk. 

LiNQG,  F.,  üeber  die  bei  Kimmbeobachtnngen  am  Stamberger  See  wahr- 
genommenen Befractionserscheinungen.  (Leop.- Carolin.  Akad.)  Leipzig, 
Engelmann.  7  Mk. 

Fbanz  ,  D. ,  üeber  die  astronomischen  Beobachtungen  des  Mondes.  (Königs- 
berger phys.  Gesellsch.)     Königsberg  i.  Pr. ,  Koch.  40  Pf. 

ScBOBB,  B.,  Untersuchungen  über  die  Bewegungsverhältnisse  in  dem  drei- 
fachen Stemsysteme  |  Scorp.    (Inaug.-Disseri)    Kiel ,  Lipsius  &  Tischer. 

3Mk. 

Wbtbb,  E.,  Kurze  Azimuttafel  für  alle  Declinationen,  Stundenwinkel  und 
Höhen  der  Gestirne  auf  beliebigen  Breiten.  Zum  Seegebrauch  bei  der 
geogr.  Ortsbestimmung  etc.     Hamburg,  Friederichsen  &  Co.         3  Mk. 

Wolf,  B.,  Handbuch  der  Astronomie,  ihrer  Geschichte  und  Litteratur. 
].  Halbband.     Zürich,  Schulthess.  8  Mk. 

FöppL,  A.,  Leitfaden  und  Aufgabensammlung  zur  angewandten  Mechanik. 
1.  Heft    Leipzig,  Teubner.  ^— .-^-^  ^  ^' 
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Physik  und  Meteorologie. 

Kamt,  J.,  Allgemeine  Naturgeschichte  des  Himmels.     (1755.)    Heransgeg. 

Y.   H.  Ebert.     (Ostwald's   „Klassiker  der  exacten  Wissenschaften* 

Nr.  12.)     Leipzig,  Engelmann.  1  Mk.  50  Pf. 

LiNDNBR;  0.,  Theorie  der  Oasbewegnng.     Berlin,  Simion.  10  Mk*. 

EövESLiOETHT,  B.  Y.,  Orundzügc  einer  theoretischen  Spectralanalyse.    Halle 

a.  S.,  Schmidt  15  Mk. 

BoscoE,  E.,   Die  Spectralanalyse.     3.  Aufl.,   neu  bearb.  Yom  Verf.  u.  A* 

SoHüSTBB.    Braunschweig,  Vieweg.  16  Mk. 

Neumann,  F.,  Die  mathematischen  Gesetze  der  inductiYen  elektrischen  Ströme, 

herausgeg.  y.  C.  Nsümann.    (Ostwald's  „Klassiker  der  exacten  Wissen* 

Schäften'  Nr.  10.)     Leipzig,  Engelmann.  1  Mk.  50  Pf. 

Thompson,  Sily.,  Die  dynamoelektrischen  Maschinen.    Für  Studirende  der 

Elektrotechnik,  üebers.  y.  C.  Grawinkel.  Halle,  Knapp.  23  Mk. 
Faraday,  M.,  Experimentaluntersuchungen  über  Elektricität;  deutsch  y.  Ka- 

LisoHER.    2.  Bd.    Berlin,  Springer.  8  Mk. 
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1889. 
Erste  Hälfte:  1.  Januar  bis  30.  Juni. 


Abbildnng. 

1.  Ueber    die  Abbildung   ebener   Corven   und   Flächenstücke.     Am.  Wagner. 

Hamburg.  Mitth.  I,  64. 

2.  Sulla  limitata  poBsibilita  di  irasformazioni  conformi  nello  spazio.  A.  Gapelli. 

Aiinali  mat  Ser.  2,  XIV,  227. 

Aerodynamik. 

3.  Zur  Theorie^der  atmosphärischen  Wirbel.    A.  Sprung.    Hamb.  Mitth.  Ij^27. 


4.  üeber    die  Bewegungserscheinungen  der  Atmosphäre.     A.  Oberbeck.    Berl. 

Akad.-Ber.  1888,  883? 
6.  Ueber   atmosphärische  Bewegungen.     H.  y.   Helm  hol  tz.     Berl.  Akad.-Ber. 

1888,  647. 

6.  Zur  Thermodynamik  der  Atmosphäre.  W.  ▼.  Bezold.  Berl.  Akad.-Ber.  1888,  486 

7.  Die  Knotenlinien  der  Atmo-  und  Hydrosphäre.  S.  Günther.  Hamb. Mitth.  H,  15' 

Analytische  Geometrie  der  Sbene. 

8.  Sur  les  coordonn^es  tripolaires.    Ed.  Lucas.    Mathesis  IX,  129,  173. 

9.  £tude  intrinsäque  de  quelques  lignes  planes.    £.  Cesaro.    Mathesis  IX,  209. 

10.  Sur  une  projection  imaginaire.  W.  Mantel.   Mathesis  IX,  217.    [VergL  Nr.91.] 

11.  Sur  uu  certain  cercle  analogue  au  cercle  de  courbure.  Gl.  Seryais.  Mathesis 

IX,  106. 
18.  Propriätä  fondamentale  des  courbes  paralleles.  E.  Waste  eis.  Mathesis  IX,  190. 

13.  Hyperarithmetische  und  hyperharmonische  Mittel  nebst  geometrischen  Anwen- 

dungen.   0.  Schlömilch.    Zeitschr.  Math.  Ph;s.  XXXIV,  59. 

14.  Sur  les  sommets  d*un  triangle  d*aire  donn^e.  Emmerich  etc.  Mathesis  IX,  275. 

15.  Stropho'ide  et  parabole  engendr^es  ä  la  fois.    Jer&bek  etc.    Mathesis  IX,  99. 

—  Pisani  etc.  ibid.  99. 

16.  Sur  une  courbe  du  3.  ordre.    BruneL    Mathesis  IX,  144. 

17.  Sur  une  courbe  plane  du  4.  degr^.    D^prez.    Mathesis  IX,  268. 

18.  Courbes  repräsent^es  par  les  öquations  aj»  = g 1  yi,  =  wn8**+".   P. 

Molenbroeck.    Mathesis  IX,  82. 
Vergl.  Ellipse.   Geometrie  (abzählende).   Geometrie  (descriptive).  Geometrie 
(höhere).    Hyperbel.    Kegelschnitte.    Kreis.    Lemniskate.    Parabel. 

Anaiytisolie  Geometrie  des  Baunes. 

19.  Sulla  similitndine  delle  curye.    G.  Pirondini.    Annali  mai  Ser.  2,  XV,  66. 

20.  Sui  sistemi  doppiamente  infiniti  di  raggi.    L.  Bianchi.    Annali  mat  Ser.  2, 

XV,  161. 

21.  Dichte  der  Sehnen  von  Flächen  und  ebenen  Coryen.    B.  Hoppe.   Grün.  Archiv 

2.  B.  VIL  166. 

22.  Die  ebenen  und  die  sphärischen  cykloidalen  Curven.  H.  Ekama.  Gran.  Archiv 

2.  B.  VH,  207. 
Vergl.  (Kubatur.    Geodäsie.    Geometrie  (höhere).    Kugel.  Mehrdimensionale 
Geometrie.    Oberflächen.    Oberflächen  xweiter  Orcurang. 
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Attronomi«. 

23.  Note  zur  StGrungstheorie.    H.  Bruns.    Hamb.  Mitth.  II,  3. 

24.  Ueber  die  Lage  der  Mondsichel  gegen  den  Horizont  des  Beobachters.    E. 

Oekinghaus.    Qrun.  Archiv  2.  B.  VH,  195. 

25.  Zur  Theorie  der  astronomischen  Strahlenbrechung«    E.  Oekinghaus.    Gnm. 

Archiv  2.  R.  VE,  437. 
Vergl.  Geschichte  der  Mathematik  115,  119,  120,  127,  135. 


Bemoulli'iohe  Zalüea. 

26.  Sur  un  th^or^me  de  M.  Lipschitz  et  sur  la  partie  firactionnaire  des  nombres 

de  Bernoulli.    E.  Cesaro.    Annali  mat.  Ser.  2,  XIV,  221. 

Bestimmte  Integrale. 

27.  6ur  les  r^sidus  int^graux  qui  donnent  des  valeurs  approch^es  des  integrales. 

P.  Tchebycheff.    Acta  math.  XH,  287.    [Vergl.  Bd.  XXXII,  Kr.  35.] 

28.  Ueber  eine  Classe  von  Functionen  einer  complexen  Variabein,  welche  die  Form 

bestimmter  Integrale  haben     L.  Pochhammer.    Grelle  CIV,  152. 

29.  On  certain  definite  integrale.    G.  Malet    Annali  mat.  Ser.  2,  XVI,  277. 

Vergl.  Functionen  84. 

Combinatorik. 

30.  8i  n  est  premier  avec  &  on  a  cj;^«  multiple  den'— n.    Emmerich  et  D^- 

prez.    Mathesis  IX,  170. 

31.  Relation  entre  des  nombres  combinatoires.    Durfee.    Mathesis  IX,  194. 

Cnbatnr. 

32.  Berechnung  der  Volumina  von  Rotationskörpern,  insbesondere  von  Fässern. 

Th.Sinram.    Hamb.  Mitth.  1,  20. 


Determinanten. 

33.  Sur  le  d^terminant  Wronskien.    G.  Peano.    Mathesis  IX,  75,  110. 

34.  Ueber  den  grOssten  gemeinsamen  Theiler  zweier  ganzer  Functionen.   E.  Netto. 
Hamb.  Mitth.  II,  36. 

n-4  n+2  n-2 
n— 1      n     n+4 
n+3  n-3  n+1 
card  etc.    Mathesis  IX,  257. 


seit  un  carr^  parfait   Bro- 


85.  Gboisir  n  de  mani^re   que 

card  etc.    Mathesis  1 
Vergl.  Gleichungen  161. 

Differentialgleiclinngen. 

36.  Der  Gauchy'sche  Satz  von  der  Existenz  der  Integrale  einer  Differentialgleicli- 

ung.    L.  Königsberger.    Grelle  GIV,  174. 

37.  Ueber  einen  Satz  aus  der  Theorie  der  algebraischen  Functionen  und  über  eise 

Anwendung  desselben  auf  die  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnang. 
L.  Fuchs.    Berl.  Akad.-Ber.  1887,  159. 

38.  Ueber  Relationen  zwischen   den  Integralen  von  Differentialgleichungen.   L. 

Fuchs,    l^erl.  Akad.-Ber.  1887,  1077. 

39.  Ueber  die  Form  der  logarithmischen  Integrale  einer  linearen  nicht  homoffenen 

Differentialgleichung.     G.  Koehler.     Zeitschr.  Math.  Phvs.  XXXI V,  36. 
[Vergl.  Bd.  XXXIV,  Nr.  24.] 

40.  Ueber  eine  Anwendung  der  Theorie  der  linearen  Differentialfi^leichnngen  uf 

die  algebraischen  Functionen.    L.  W.  Thomd.    Grelle  GlV,  1. 

41.  Ueber  invariante  Differentialausdrücke.    J.  N.  Hazzidakis.    Grelle  GIV,  108- 

42.  Sur  les  ^quations  difförentieUes  Unfaires  ä  coeffidents  alg^briques.    C  G  Di- 

ch ard.    Acta  math.  XU,  57. 
48.  Ueber  drei  lineare  Differentialgleichungen  vierter  Ordnung.    L.  Pochham- 
mer.   GreUe  CIV,  116. 

44.  Ueber  eine  Differentialgleichung.    W.  L&ska.    Grün.  Archiv  2.  B.  VU,  486. 

45.  Integrer  Täquation  ny^xy'-^-by".    V.  Jamet    Mathesia  IX,  250. 

46.  Integrer  48a;(l-a;)2/"+(32-56a;)2/'+y  =  0.    Fauquembergae.   Mathesis  IXi 

273. 
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47.  üeber  ein  System  linearer  partieller  Differential gleichangen.    J.  Hörn.    Acta 

math.  Xn,  118. 
48-  Soi  Bistemi  di  integrali  indipendenti  di  una  equazione  lineare  ed  omogenea 

a  derivate  parziali  di  1.  ordine.    G.  Ricci.   Annali  mat.  Ser.  2,  XV,  127. 

49.  Ueber  lineare  partielle  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung.    P.  du  Bois- 

Beymond.    Grelle  CIV,  241. 

50.  Zur  Theorie   der   linearen    partiellen   Differentialgleichungen.     P.    J arisch. 

Hamb.  Mitth.  II,  110. 

51.  Sur  une  classe  d'äquations  lin^aires  aux  d^rivees  partielles  du  second  ordre. 

E.  Picard.    Acta  math.  XII,  323. 

52.  Integrer  T^quation  aux  diffärentielles   partielles  (X''Qy)p  +  (lOx^y)q  =  Gy* 

—  4rc'-86x2/.    H.  Brocard.    Mathesis  IX,  138. 

63.  Integrer  P^quation  ö"'o~=^*5 — ö~'     Lambotte  etc.    Mathesis  IX,  201. 

Vergl.  Elasticität  59.    Elliptische  Transcendenten  70. 

DÜTere&tialqiiotSait. 
Vergl.  Functionen  77,  78,  79.    Inyariantentheorie  172. 

M. 

Elastidtät 

64.  Kritik  der  Anwendbarkeit  der  Gleichungen  der  Eiasticitätstheorie  auf  endliche 

Körper.    P.  Jaerisch.    Hamb.  Mitth.  I,  54. 
56.  Lösungen   der  Elasticit&tsgleichungen  von   der  Form  f(t,x,y,e)  C08(at  +  aiX 

+  afl2/  +  asxr).    P.  Jaerisch.    Hamb.  Mitth.  I,  88. 
56.  Ueber  das  Gleichgewicht  einer  elastischen  Kugel.   P.  Jaerisch.   Hamb.  Mitth. 

I,  155. 
67.  üeber  das  Gleichgewicht  des  elastischen  Kreiscylinders.   P.  Jaerisch.   Hamb. 

Mitth.  I,  167. 

58.  Zur  Theorie  der  Elasticität  isotroper  Rotationskörper.    P.  Jaerisch.    Hamb. 

Mitth.  I,  275. 

59.  Allgemeine  Integration  der  Elasticit&tsgleichungen  für  die  Schwingungen  und 

das  Gleichgewicht  isotroper  Rotationskörper.  P.  Jaerisch.  Grelle  OIV^  177. 

60.  Sopra  la  dilatazione  cubica  di  un  corpo  elastico  isotrope  in  uno  spazio  di  cur- 

▼atura  costante.    0.  Somigliana.    Annali  mat.  Ser. 2,  XVf,  101. 

Elektrodyaaiiiik. 

61.  Das  Gesetz  zwischen  Ausdehnung  und  Stromstärke  für  einen  von  galvanischen 

Wechselströmen  durchflossenen  Leiter.    C.  Granz.    Zeitschr.  Math.  Phys. 
XXXIV,  92. 

Ellipse. 

62.  Sur  les  cercles  osculateurs  de  Tellipse.    P.  Molenbroek.    Mathesis  IX,  191. 

63.  Points   commnns   aux  circonfärences   d^crites  de  deux  points  G  et  H  d'une 

ellipse  avec  le  demidiam^tre  parallMe  kGH  comme  rayon.   Droz.  Ma- 
thesis IX,  122.    -  Molenbroek  ibid.  12u.  —  J.  Nenberjg  ibid.  124. 

64.  Former  avec  deux  points  de  deux  ellinses  et  un  troisi^me  pomt  un  triangle 

semblable  ä  un  triangle  donnä.     I)äprez  &  Stuyvaert.     Mathesis  IX, 
164. 

65.  Ein  geometrischer  Ort.    K.  Zelbr.    Grün.  Archiv  2.  R.  VH,  484. 

EUipsoid. 

66.  Sur  le  däplacement  d'un  ellipso'ide  parallälement  k  lui-m6me  pendant  lequel 

le  centre  däcrit  une  circonf^rence.     Stuyvaert  &  Mosnat.     Mathesis 
IX,  98. 
VergL  Potential  285,  286. 

ElliptUoke  Transcendenten. 

67.  Sechs  Beweise  für  den  die  elliptischen  Integrale  erster  Gattung  betreffenden 

Additionssatz.    U.  Bigler.    Grün.  Archiv  2.R.Vn,  401. 
^.  Die  eUiptischen  Integrale  dritter  Gattung,  die  sich  auf  solche  erster  Gattung 

zurückführen  lassen.  L.  Saalschütz.   Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIV,  199. 
^9.  Sur  une  mdthode  ponr  obtenir  le  ddveloppement  en  särie  trigonom^trique  de 

quelques  fonctions  elliptiques.    M.  Lerch.    Acta  math.  XU,  51. 
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70.  Le  equazioni  differenziali  pei  periodi  delle  fanjeioui  ellitiche.     F.  BrioBchi. 

Annali  mat.  Ser.  2,  XIV,  238. 

71.  Alcone  formole  relative  agrintegrali  ellittici     G.Tor  eil  i.    Annali  mat.  Ser.  2, 

XV,  67. 
Vergl.  Functionen  84.    Mechanik  217. 

W. 
Paotorenfolge. 

72.  üeber  die  Bestimmung  eines  unendlichen  Productes.    B.  Mildner.    Zeitscbr. 

Math.  Phys.  XXXIV,  56. 

73.  Ueber  die  Entwickelang  yon  Functionen  in  unendliche Producte.    J.  W.Bock. 

Hamb.  Mitth.  I,  76. 

Fonnen. 

74.  Studi  sulle  forme  ternarie.    F.  Brioschi.    Annali  mat.  Ser.  2,  XV,  2S5. 

Fnnetionen. 

75.  Sopra  le  coupures  del  sig.  Hermite,  i  Querschnitte  e  le  superficie  di  Riemann, 

ed  i  concetti  d*integrazione  si  reale  che  complessa.  F.  Casorati.   Anuali 
mat  Ser.  2,  XV,  228;  XVI,  1. 

76.  Sur  une  jfän^ralisation  de  la  th^orie  des  fonctions  d*une  variable  imaginaire. 

V.  Volt  er  ra.    Acta  math.  XU,  233. 

77.  üeber  Differenzirbarkeit  und   Anschaulichkeit  willkürlicher  Functionen.     A. 

Kopeke.    Hamb.  Mitth.  I,  128. 

78.  Analytische  Darstellung  einer  dififerentürbaren  Function  mit  Oscillationen  in 

jedem  Intervalle.    A.  KQpcke.    Hamb.  Mitth.  II,  128. 

79.  Ueber  Biemann's  punktirt  unstetige  Function.    J.  Frischauf.    Zeitschr.  Math. 

Phys.  XXXIV,  193. 

80.  Bemerkungen   zur  Theorie  der  mehrfoch  linear  verknüpften  Functionen.    K. 

Heun.    Acta  math»  XII,  103.    [Vergl.  Bd.  XXXIV,  Nr.  62.] 

81.  Zur  Theorie  der  Lamä'schen  Functionen.    P.  Jaerisch.    Hamb.  Mitth.  I,  212. 

82.  Zur  Theorie  der  mehrwerthigen  Functionen.  G.  Vivanti.  Zeitschr.  Math.  PhTS. 

XXXIV,  382. 

83.  D^veloppement  d'une  fonction  entidre  du  degrä  n  seien  les  d^riv^  de  la  fonc- 

üon   m§me    avec  changement  de  Targument  d'une  ddriv^e  ä  rautra 
Pisani.    Mathesis  IX,  80. 

2 

84.  üeber  das  Integral    ilogaifup,  ^ ■     Wanger  in.     Zeitschr.  Math. 

Phys  XXXIV,^U9. 
Vergl.  Bemoulli'sche  Zahlen.  Bestimmte  Integrale.  Determinanten.  Diffe- 
rentialgleichungen. Elliptische  Transcendenten.  Factorenfolge.  Formen. 
Gleichungen.  Integration  (unbestimmte).  Invariantentheorie.  Kettenbrficba 
Engelfunctionen.  Mazima  und  Minima.  Philosophie  der  Mathematik  262. 
Potential.  Reihen.  Taylor's  Reihe.  Thetafunctionen.  ültraelliptische 
Transcendenten.  Umkehrangsproblem.  Unbestimmte  Formen.  Variations- 
rechnung.   Zahlentheorie. 

GeodUe. 

85.  Sulle  formule  fondamentali  della  Geodesia  geoidica.    G.  Pucci.    Annali  mat. 

Ser.  2,  XIV,  198. 

Geometrie  (abiahlende). 

86.  Ueber  die  Zahl  der  Bilder  bei  einem  Winkelspiegel.   H.  Schubert.   Hamburg. 

Mitth.  I,  18. 

87.  Einstufige  Ausartungen  der  quadratischen  Transformation  der  Ebene.    H.  Schu- 

bert.   Hamb.  Mitth.  I,  31. 
Vergl.  Geschichte  der  Mathematik  149.    Mehrdimensionale  Geometrie. 

Geometrie  (descriptivej. 

88.  Ueber  die  parallelperspectivische  Auffassung  der  Zeichnungsebene  bei  der  Grond- 

und  Auirissprojection.    G.  Hauck.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIV,  254. 

89.  Points  d*inflexion  du  d^veloppement  de  la  section  plane  d*un  c5ne.  A  Thir^. 

Mathesis  IX,  184. 
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90.  Constraction  des  normale«  commones  ä  deux  cönes  de  rävolutioD.  Ph.  Breton. 

Matheais  IX,  73. 

91.  Ueber   Imagin&rprojection.     Chr.  Bejel.     Zeitscbr.  Math.  Phys.  XXX,  64. 

[Vergl.  Nr.  10.] 

Ctoometrie  (htthere), 

92.  Sor   Panalyse  barycentriqae  des  coarbes.    E.  Cesaro.    Annali  mat.  Ser.  2, 

XV,  813. 

93.  Sor  la  röversibilit^  de  la  transformation  lin^aire.    Gl.  Servais.    Matheds  IX, 

267.    [Vergl.  Bd.  XXXEIj  Nr.  69.] 

94.  Üeber  die  Fnndamentalinyolutionen  anf  rationalen  Curven.   W.  Stahl.    Grelle 

CIV,  88. 

95.  üeber  lineare  Mannigfaltigkeiten  projectiver  Ebenenbüschel  nnd  collinearer 

Bündel  oder  Bäume.    Th.  Beje.    Grelle  GIV,  211. 

96.  Die  Polaren   der  algebraischen  Curven.     B.  Qaertner.     Gran.  Archiv  2.  B. 

Vn,  180. 

97.  Sui  sietemi  lineari  di  carve  algebriche  di  genere  qualanque.   G.  Jung.  Annali 

mat.  Ser.  2,  XV,  277;  XVI,  291. 

98.  Bicerche  sulle  trasformazioni  piane,  univoche,  involutorie,  e  loro  applicazione 

alla  determinazione  delle  involuzioni  di  qointa  classc.     L.  Berzolari. 
Annali  mat.  Ser.  2,  XVI,  191. 

99.  Eine   Erweiterung  des   Doppelverh&ltnissbegriffes.     Chr.   Bejel.     Zeitschr. 

Math.  Phys.  XXXIV,  375. 

100.  LVn   Sätze  über  das  orthogonale  Viereck.     Chr.  Bejel.    Zeitschr.  Math. 

Phys.  XXXIV,  218,  290. 

101.  Zurückführung  der  Grass mann*8chen  Definitionen  der  Gurve  dritter  Ordnung 

auf  die  von  Ghasles,  Gayley  und  Hesse  angegebenen  Erzeugungsweisen. 
H.  Schroeter.    Grelle  CIV.  62. 

102.  Der  gegenwärtige  Stand  unserer  Kenntnisse  der  cnbischen  Baumcurven.    Th. 

Beye.    Hamfo.  Mitth.  II,  43. 

103.  Ueber  die  rationale  ebene  Gurve  vierter  Ordnung.   ^.  Stahl.   Grelle  CIV,  302. 

[Vergl.  Bd.  XXXIII,  Nr.  441.J 

104.  Ueber  das  System  der  Tangentialpunkte  einer  unicursalen  Plancurve  vierter 

Ordnung.    W.Binder.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXI V,  272. 

105.  Quelques  propri^täs  d'une  quartique  plane  trinoaale.    J.  G.  Malet.    Mathesis 

IX,  89. 

106.  Die   sphärische  Gurve  vierter  Ordnung  als  Einhüllende  von  Kreisschaaren. 

E.  Gz  üb  er.    Grün.  Archiv  2.  B.  VU,  143.    [Vergl.  Bd.  XXX,  Nr.  209.] 

107.  Ueber  die  Doppelpunkte  der  Eoppelcurve.    B.  Mflller.    Zeitschr.  Math.  Phys. 

XXXIV   303   872 

108.  Ueber  Kreisfusspunktcurven.    0.  Bichter.   Zeitschr. Math.  Phys.  XXXIV,  338. 

109.  Ueber  gewisse  ebene  Configurationen.    J.  de  Vries.    Acta  math.  XU,  68. 

110.  Sopra   alcune  configurazioni  piane.     V.  Martinetti.     Annali  mat.  Ser.  2, 

XIV,  161. 

111.  Sulle  configurazioni  piane  ^3.    V.  Martinetti.    Annali  mat.  Ser.  2,  XV,  1. 

112.  Die  trilineare  Verwandtschaft  zwischen  drei  einstufigen  Grundgebilden.     H. 

Schubert.    Hamb.  Mitth.  I,  1. 
118.  Ueber  eine  gewisse  Familie  von   Configurationen.     H.  Schubert     Hamb. 
Mitth.  I,  82. 
Vergl.  Geschichte  der  Mathematik  150.    Kegelschnitte.    Kinematik.    Kreis. 
Mannigfaltigkeiten.     Mehrdimensionale  Geometrie.    Oberflächen.    Ober* 
flächen  zweiter  Ordnung. 

Gasehiohte  der  Kathematik. 

114.  Ein  babylonisches  Gmndrissfragment.     L.  Borchardt.     BerL  Akad.-Ber. 

1888,  129. 

115.  Ueber  att-iränische  Stemnamen.    A.  Weber.    Berl.  Akad.-Ber.  1888,  3. 

116.  Entstehung  der  römischen  Zahlzeichen.  K.  Zangemeister.   Berl.  Akad.-Ber. 

1887,  1011. 

117.  Ueber  Gleichungen  vierten  Grades  im  X.  Buche  von  den  Elementen  des  Euklid. 

S.  A.  Christensen.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIV,  hi8t.-lit  Abth.  201. 

118.  Neue  Studien  za  Archimedes.    J.  L.  Heiberg.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIV, 

Suppl.  1. 

119.  Finsterniss- Canon  für  das  Untersuchungsgebiet  der  römischen  Chronologie. 

F.  K.  Ginzel.    Berl.  Akad.-Ber.  1887,  1099. 
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120.  üeber  einige  von  persischen  und  arabischen  Schriftstellern  erwähnte  Sonnen- 

and  Mondfinsternisse.    F.  E.  Oinzel.    BerL  Akad.-Ber.  1887,  709. 

121.  Ein  Zahlendreieck  bei  einem  Araber  des  X.  Jahrhanderts.  M.  Steinschneider. 

Biblioth.  math.  1889,  36. 

122.  Ueber  den  Liber  de  similibns  arcubus  des  Ahmed  ben  Jnsaf.    M.  Cartxe. 

Biblioth.  math.  1889,  15. 

128.  Der  arithmetiBche  Tractat  des  Bradulph  von  Laon.  A.  Na  gl.  ZeitBchr.'Math. 
Phys.  XXXIV,  Suppl.  86. 

124.  Ueber  eine  Algorismushandschrift  des  XU.  Jahrhunderts  und  über  die  Ver- 
breitung der  indisch -arabischen  B«chenkunst  und  Zahlzeichen  im  christ- 
lichen Abendlande.  A.  Nagl.  Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIV,  hist-lit 
Abth.  129,  161. 

126.  Johannes  de  Ligneriis.    M.  Steinschneider.    Biblioth.  math.  1889,  37. 

126.  Das  Quadripartitum  des  Joannes  de  Muris  und  das  praktische  Rechnen  im 

XIV.  Jahrhundert.    A.  Nagl.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIV,  Suppl.  1S5. 

127.  Baculus  Jacobi.    M.  Steinschneider.    Biblioth.  math.  1889,  37. 

128.  üeber  einige  Constructionen  von  Lionardo  da  Vinci.     M.  Cantor.     Hamb. 

Mitth.  II,  8. 

129.  Lucas  Paciuolo.    H.  Staigmuller.     Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIV,  hisi-lit 

Abth.  81,  121. 

130.  Beitrag  zur  Geschichte  der  Mathematik  um  1500.    E.  Wappler.    Zeitschr. 

Math.  Phys.  XXXIV,  Suppl.  147. 

131.  Die  mathematischen  und  naturphiiosophischen  Disputationen  an  der  Unive^ 

sität  Leipzig  1512—1526.    H.  Suter.    Biblioth.  math.  1889,  17. 

132.  Ueber  den  Familiennamen  Bürgi  und  über  die  Beziehungen  der  beiden  Snel- 

lius  zum  llofe  in  Cassel.    R.  Wolf.    Biblioth.  math.  1889,  38. 

133.  Sur  un  th^or^me  de  Kepler  äquivalent  k  l^intägration  d'une  fondion  trigouo- 

mätrique.    0.  Eneström.    Biblioth.  math.  1889,  65. 

134.  Beiträge  zur  Geschichte  der  mathematischen  Gesellschaft  in  Hamburg.    J.  F. 

Bubendey.    Hamb.  Mitth.  I,  8. 

135.  Die  ersten  Bestimmungen  der  Rotationsdauer  der  Sonne  durch  Beobachtung 

der  Sonnenflecke.    E.  Geicich.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIV,  hist.-lit 
Abth.  1,  41. 

136.  Zur  Geschichte  des  Princips  der  kleinsten  Action.    H.  v.  Helmholtz.    BerL 

Akad.-Ber.  1887,  225.     [Vergl.  Nr.  215.] 

137.  Sur   le    premier  emploi  du  symbole  n  pour  3,14159...      G.   EnestrOm. 

Bibhoth.  math.  1889,  28. 

138.  Eine  hebräische  Uebersetzung  des  XI.  und  XH.  Buches  der  Euklidischen  Ele- 

mente.   M.  Steinschneider.    Biblioth.  math.  1889,  36. 

139.  Sur  la  premiäre  ätude  du  cercle  dit  de  Taylor.  E.  Catalan.  Matbesis  IX,  250. 

140.  Nekrolog  von  Paul  du  Bois-Reymond,  f  7.  IV.  1889.    L.  Kronecker.    Grelle 

ClV,  352. 

141.  Notizie  sulle  fonti  bibliografiche  per  gli  studi'  di  storia  delle  matematiche  in 

Italia.    A.  Favaro.    Biblioth.  math.  1889,  113. 

142.  Di  alcune  opere  di  prospettiva  di  autori  Italiani  ommesse  nella  Histoire  de 

la  perspective  di  M.  Poudra.    P.  Riccardi.    Biblioth.  math.  1889,  39. 

143.  11  Bnlletino  di  Bibliografia  e  di  Storia  delle  scienze  matematiche  e  fisicfae 

pubblicato  da  D.  B.  Boncompagni  (1868  —  1887).    A.  Favaro.    Biblioth. 
math.  1889,  109. 

144.  Queloues  mots  sur  Thistoire  des  connaisances  ant^rieures  k  la  science.  V.  Bo- 

oynin.    Biblioth.  math.  1889,  104. 
146.  Bibliographie  su^doise  de  Thistoire  des  mathämatiques  1667—1888.    G.  Ene- 
ström.   Biblioth.  math.  1889,  1. 

146.  Sur  les  ätudes  historico-math^matiques  eu  Pologne.  S.  Dickstein.  Biblioth 

math.  1889,  43. 

147.  Bibliographische  Notiz  über  das  Studium  der  Geschichte  der  Mathematik  in 

Dänemark.  S.  A.  Christensen  &  J.  L.  Heiberg.  Biblioth.  math.  1889,  75. 

148.  Ueber  das  Studium  der  Geschichte  der  Mathematik  in  Norwegen.    E.  Holst 

Biblioth.  math.  1889,  97. 

149.  Addizioni  alle  notizie  sulla  Geometria  numerativa.  G.  Loria.   Biblioth.  math. 

1889,  28. 

150.  Rassegna  di  alcuni  scritti  sui  poligoni  di  Poncelet.    G.  Loria.    Bibl.  math. 

1889,  67. 
Vergl.  Mechanik  223.    Trigonometrie  302.    Zahlentheorie  329. 
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Qlaiohtmgeiu 

161.  Ueber  einen  Beweis  des  Fundamentalsatzes  der  Algebra.     F.  v.  Dalwigk. 

ZeitBchr.  Math.  Phys.  XXXIV,  185.    [Vergl.  Bd.  XXIX,  Nr.  230.] 

152.  Anwendung  der  Modulsysteme  auf  eine  elementare  algebraische  Frage.    E. 

Netto.    Grelle  ClY,  821. 

153.  Principü   di  una  teoria  sulla  trasformazione  delle  equazioni  algebriche.    F. 

Brioschi.     Annali  mal  Ser.  2,  XVI,  329. 

164.  Determination  du  degrä  de  multiplicitä  des  racines  d*ane  equation.  A.  De- 
mo al  in.    Mathesis  IX,  268. 

166.  Sor  les  limites  des  racines  d^nne  Equation.  A.  6 ob.  Mathesis  IX,  269.  — 
A.  Demoulin  ibid.  269. 

166.  Salle  fhnzioni  definite  da  un*equazione  algebrico  -  differenziale  del  primo  ordine. 

G.  Vivanti.    Annali  mat.  Ser.  2,  XVI,  117. 

167.  Sopra  ona  trasformazione  delle  equazioni  del  quinto  grado.    F.  Brioschi. 

Annali  mat.  Ser.  2,  XVI,  181. 
158.  Snr  T^quation  du  siziäme  de^r^.    F.  Brioschi.    Acta  math.  XII,  83. 
169.  SurTäquation  a^«-f ««»-«+  •.  +  a:*  +  l  =  0.    Durfee.    Mathesis  IX,  196,    Pi- 

sani  &  Gelin  ibid.  197. 

160.  üeber  die  Wurzeln  einiger  transcendenter  Gleichungen.   A.  Hurwitz.   Hamb. 

Mitth.  n,  26. 

161.  Sur  one  nouvelle  mäthode  de  räsolution  des  dquations  linäaires  et  snr  Tappli- 

cation  de  cette  mäÜiode   au  calcul   des   däterminants.     B.  J.  Glasen. 
Mathesis  IX,  Suppl.  2. 

162.  Ueber  die  Auflösbarkeit  eines  Systems  linearer  Gleichungen.    G.  Schmidt. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIV,  189. 

163.  Resolution  de  3  ^^uations  du  4.  degrä.    Brocard  etc.    Mathesis  IX,  268. 

164.  Resolution  de  trois  dquations  entre  autant  d^inconnues  sous  certaines  condi- 

tions.    H.  Brocard  etc.    Mathesis  IX,  279. 
VergL  Differentialgleichungen  40.    Geschichte  der  Mathematik  117. 


Hydrodynamik. 
166.  Hydrodynamik  nach  dem  Hamilton'schen  Princip.   J.  W.  Bock.  Hamb.  Mitth. 
1,  108. 

Hyperbel. 

166.  Hyperbole  engendr^e  au  moyen  des  tangentes  d*un  cerde.    H.  Brocard  etc. 

Mathesis  IX,  260. 

167.  D'un  point  donnä  dans  un  plan  mener  une  s^cante  par  un  angle  de  facon  que 

le  Segment  entre  les  cötäs  de  Tändle  ait  une  longuenr  donnde.  G.  Busse. 
Mathesis  IX,  96.  —  J.  Neuberg  ibid.  96,  189. 

Integration  (nnbettimmta). 

168.  Reduction  einiger  Integrale.    W.  L&ska.    Gnin.  Archiv  2.  B.  VII,  110. 

m.  f(i-l)cos{X^l)x  +  (l+l).cosß-l)x^^     CLSeryais.    Mathe««  IX,  236. 

J  C08X* 

VergL  Geschichte  der  Mathematik  183. 

Integratoren. 
17a  Ueber   den  Hohxnann-Coradi'schen  Flftchenintegrator.    F.  H.  Eeitz.    Hamb. 
Mitth.  I,  48. 

lATuifliitentlioorio. 

171.  Zur  Invariantentheorie.    Veit  mann.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIV,  821. 

172.  Süi  parametri  e  gU  invarianti  delle  forme  quadratiche  differenziali.  G.  Ricci 

Annali  mat  »er.  2,  XIV,  1. 
178.  Sopra  eerti  covarianti  simultanei  dei  sistemi  di  due  quartiche  e  di  due  quin- 
tiche.    £.  Pascal.    Annali  mat.  Ser.  2,  XVI,  85. 
Vergl.  Differentiftlgleichangen  41. 

HUk-Ut.  Abihlg.  d.  Zfitfobx,  U  MäUu  «.  Phyi.  XXXV,  8.  8igitized  by  GoOQIc 
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KdgeUehnitte. 

174.  Zur  Cozutruction  der  EegehchnittBlinien.    H.  Schober.    Gran.  Archiv  2.  B. 

Vn,  99. 

175.  Ueber  die  Aafgabe,  durch  fünf  Pankte  einen  Kegelschnitt  zn  legen.  B.  Böger. 

Hamb.  Mitth.  I,  131. 

176.  Ueber  die  Indicatricen   der  Eegelschnitte.     A.  Haas.    Zeifcschr.  Math.  Phjg. 

XXXIV,  66. 

177.  Bemerkungen  über  Pol  und  Polare  eines  Kegelschnittes.  Chr.  B eye  1.  Zeitschr. 

Math.  Phys.  XXXIV,  249. 

178.  Sur  le  cerde  de  JoachimsthaL    G.  de  Longchamps.    Mathesis  IX,  158. 

179.  üeber  die  Osculationskreise  bei  Kegelschnitten.    A.  Weiler.    Zeitechr.  Math. 

Phys.  XXXIV,  1,  177,  282. 

180.  Eine  projectiyische  Eigenschaft  des  Pascal -Brianchon'schen  Sechsecks.    0. 

Schlömilch.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIV,  188. 

181.  Ueber  eine  Anwendung  der  Symbolik  bei  einer  Aufg[abe  aus  der  Theorie  der 

Kegelschnitte.    C.  Schmidt.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIV,  365. 

182.  Coni^ues  däcrites  par  deux  points  rattach^s  ä.  un  triangle  tandis  qu'un  trois 

i^me  point  decrit  une  droite.    E.  Lemoine.    Mathesis  IX,  167.  —  Em- 
merich etc.  ibid.  169. 

183.  Lieu  des  points  desquels  on  mSne  ä  la  courbe  a;'  =  a*2/ denx  tangentes  faisant 

avec  la  direction  des  x  des  angles  complämentaires.   H.  Brocard.   Ma- 
thesis IX,  137. 

184.  Sur  deux  droites  toumantes  autour  de  leurs  extrdmit^s  avec  la  mdme  Titesse 

angulaire.    Meurice  etc.    Mathesis  IX,  198. 

185.  Conique  ddcrite  par  les  points  d*intersection  de  deux  droites  variables  passsDt 

5ar  les  exträmit^s  de  la  base  d'un  triangle  isosc^le.    De  Bozoky  etc. 
lathesis  IX,  236. 

186.  Lieux  du  centre  du  cercle  circonscrit  et  du  centre  du  cercle  des  neuf  points 

d*uu  triangle  ä  sommet  fixe.    Fran^ois  eta    Mathesis  IX,  265.  —  S.  B. 
ibid.  256. 

187.  Enveloppe  d*une  droite  satisfaisant  k  la  condition  la*  +  [ib*  =  Js^.    Verniory 

&  D^prez.    Mathesis  IX,  208. 

188.  Trouver  Tenveloppe  des  cercles  d^crits  sur  les  cordes  fooales  d*ane  conique 

comme  diamötres.  Mandart.  Mathesis  IX,  165.  —  Mosnat  &  Verniory 
ibid.  166.  —  Däprez  ibid.  167. 

189.  Ueber  geometrische  Orte  und  Enveloppen  bei  Kegelschnittbüscheln  und  Kegel- 

schnittschaaren.    J.  Heller.    Grün.  Archiv  2.  B.  VH,  325. 
Vergl.  Ellipse.  Hyperbel.   Kreis.   Mehrdimensionale  Geometrie  230.  Parabel 

Kettenbrftohs. 

190.  Ueber  eine  besondere  Art  der  Kettenbruchentwickelung  reeller  Grössen.    A 

Hurwitz.    Acta  math.  XH,  367. 

Kinematik. 

191.  Die  Krümmungsradien  der  Polbahnen.    M.  Grübler.    Zeitschr.  Math.  Phjrs. 

XXXIV,  305.    [Vergl.  Bd.  XXXIV,  Nr.  155.] 

192.  Ueber  den  Ort  der  Axen  derjenigen  Schraubenbewegungen,  durch  welche  eine 

Strecke  in  eine  beliebige  Lage  im  Räume  gebracht  werden  kann.    P. 
Miloslav.    Grün.  Archiv  2.  fi.  VH,  1. 

Srois. 

193.  Däduction  g^om^trique  du  c6t6  d'un  polygone  regulier  de  2n  c5täs  connsiB- 

sant  celui  du  polvgone  de  n  cötes  et  le  rayon  du  cercle  circonscrit    K 
Francken.    Mathesis  IX,  109. 

194.  Sur  quelques  hexagones  circonsorits  ädes  cercles.   Mdlle.  Bouwmeester  etc. 

Mathesis  IX,  226.  —  Emmerich  ibid.  228.  —  D^prex  ibid.  229. 

195.  Girconfärence  lieu  gäomätrique  de  Pintersection  de  deux  droites.    Däpres  ft 

Bnsso.    Mathesis  IX,  204. 

196.  Deux  Segments  de  droites  vus  de  tout  point  "d^une  circonfärence  donn^  soos 

des  angles  ägaux  ou  suppl^mentaires.    Russe  etc.    Mathesis  IX,  277. 

197.  Circonfärence  passant  par  deux  points  donnäs  et  tangente  k  une  droite  donn^ 

E.  Lebon.    Mathesis  IX,  184. 

198.  Sur  4  points  d'une  circoof^rence.    Fran9oi8  etc.    Mathesis  IX,  148. 
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199.  Sar  les  centres  de  flimilitude  de  deax  cercles.   E.  Vi  gar  i^.    Mathesis  IX,  106. 

200.  Sar  les  tangentes  communes  k  demx  circonfärences.    C.  Brandza.    Matiiesis 

IX.  271. 

201.  Snr  denz  cercles  tangenU  entre  eaz  et  touchant  reapectivement  les  cötäs  de 

deiuE  angles  d*un  triangle.    D^prez.    Mathesis  IX,  224. 

202.  Tronver  aa  moyen  de  la  rd^le  et  de  T^querre  le  centre  radical  de  trois  cercles 

non  trac^s  tous  les  trois.    D^prez  &  Molenbroek.    Mathesis  IX,  200. 
VergL  Analytische  Geometrie  der  Ebene  11.     Ellipse  62,  63.     Geometrie 
(höhere)  108.    Kegelschnitte  179.    Mazima  und  Minima  212. 

Kugel. 

203.  lieber  das  Fentagramma  mirificom.    H.  Ahlborn.    Hamb.  Mitth.  II,  69. 

204.  Geometrie  der  Kreise  einer  Kugel.    F.  Schumacher.    Zeitschr.  Math.  Pbys. 

XXXIV,  267. 

205.  L*arc  de  grand  cercle  est  le  plus  court  chemin  d'un  point  ä  un  autre  snr  la 

Sphäre.    P.  Mansion.    Matthesis  IX,  112,  212. 

Kngelftmotionen. 

206.  Bemerkung  zu  Dr.  W.  Brann*s  Mittheilimg  Bd.  XXXIII  S.  314.    L.  Schendel. 

Zeitsäir.  Math.  Phjs.  XXXFV,  191. 

Lenmiskate. 

207.  Die  Lemniskate.    E.  0 ekln gh  aus.    Grün.  Archiv  2.  R.  VEE,  837. 

208.  Ueber  Cassini'sche  Curven.    ü.  Bigler.    Grün.  Archiv  2.  R.  VII,  811. 

Vergl.  Oberflächen  244. 

IE. 
Kagnetisnuis. 

209.  Methode  zur  Prüfung  der  homogenen  Magnetisirung  eines  Magnetstabes.    E. 

Hoppe.    Hamb.  Mitth.  II,  105. 

KaanigfSsltigkeiten. 

210.  Su  una  corrispondenza  fra  un  gnippo  di  punti  ed  un  continuo  ambedue  lineari. 

R.  Bettazzi.    Annali  mat.  Ser.  2,  XVI,  49. 

yATrim^  und  iffainu^ 

211.  Th^orämes  sur  les  minimums.    E.  Gel  in.    Mathesis  IX,  185. 

212.  Maximum  d*un  segment  de  cercle  dont  la  corde  aboutit  dans  un  point  dounä 

d*une  tangente  donnäe.    Fauquembergue.    Mathesis  IX,  192. 
Vergl.  Kugel  205.    Variationsrechnung. 

Keehanik. 

213.  Zurückfahrung  der  Gleichungen  relativer  Bewegung  auf  die  canouische  Form. 

J.  Rachmaninow.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIV,  25. 

214.  Ueber  Kraftlinien  der  Anziehung  von  Linien.    R.  Hoppe.    Grün.  Archiv  2.  R. 

Vn,  830. 

215.  Sur  les  consid^rations  d*Ostrogradsky  et  de  Jacob!  relatives  au  principe  de  la 

moindre  action.     G.  Sab  in  ine.     Annali  mat.  Ser.  2,  XV,  27.     [Vergl. 
Nr.  136.] 

216.  Zum   Problem  der  Brachistochrone.      L.  Heffter.      Zeitschr.   Math.  Phjs. 

XXXIV,  318. 

217.  Die  elliptischen  Integrale  der  Bewegung  eines  schweren  Punktes  in  der  ver- 

ticfuen  Parabel.    E.  0  ekln  gh  aus.    Gran.  Archiv  2.  R.  VH,  34. 

218.  Sur  le  mouvement  d*un  fil  dans  un  plan  fixe.   P.  Appell.    Acta  math.  XII,  1. 

219.  Die  Darstellung  der  cvklischen  Curven  und  ihre  Bedeutung  für  die  Schwing- 

ungstheorie.   G.  Eich  1er.    Hamb.  Mitth.  II,  92. 

220.  Bur  le  probläme  de  la  rotation  d'un  corps  solide  autour  d'un  point  fixe.    S. 

Kowalevski.    Acta  math.  XII,  177. 

221.  Die  Bewegung  von  Massenpunkten  nach  dem  Newton'schen  Gesetze.  K.  W.  0* 

Schrader.    Hamb.  Mitth.  I,  6. 

222.  Untersuchungen  über  die  Attraction  zweier  homogenen  Körper.    E.  Liebe n- 

thal.    Hamb.  Mitth.  I,  43. 
228.  Bemerkungen  über  Dirichlet's  letzte  Arbeiten.    L.  Krön  eck  er.    Berl.  Akad.- 
Ber.  1888,  489. 
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224.  Zar  Theorie  des  Billardspiels.    J.  Ke  ferst  ein.    Hamb.  Mitth.  I,  113. 

225.  Ueber  die  Bewegung  eines  Luftballons  in  rahiger  Luft    E.  Oekinghaas. 

Grun.  Archiv  2.  E.  VII,  446. 
Yerffl.  Aerodynamik.   Astronomie.   Elasticität.   Elektrodynamik.   Geschichte 
der  Mathematik  136.    Hydrodynamik.    Magnetismos.    Optik.    Potential. 
Wärmelehre. 

Kehrdlmonsionale  Oeometrie. 

226.  Die  n-dimensionale  Verallgemeinerang  des  dreidimensionalen  Satzes,  dass  es 

zwei  Strahlen  giebt,  welche  vier  gegebene  Strahlen  schneiden.    H.  Scho- 
bert.   Hamb.  Mitth.  I,  87. 

227.  Lösung  des  Charakteristikenproblems  ftlr  lineare  Ränme  beliebiger  Dimension. 

H.  Schubert.    Hamb.  Mitth.  I,  134. 

228.  Ueber  Bäume  zweiten  Grades.    H.  Schubert    Hamb.  Mitth.  I,  290. 

229.  SuUe  Buperficie  e  le  varietä  degli  spazi  a  piü  dimensioni  le  cui  sezioni  sooo 

curve  normal!  del  generep.  P.  del  Pezzo.   Annali  mat.  Ser.  2,  XV.  115. 

230.  Kegelschnitt -Anzahlen  als  Functionen  der  Baumdimension  ti.    H.  Schubert 

Hamb.  Mitth.  U,  172. 

Oberfllöhsn. 
281.  Zur  Erummun^stheorie  der  Flächen.    B.  t.  Lilienthal.    Grelle  CIV^  341. 

232.  Teorema  relative  alle  linee  di  curvatura  delle  superficie  e  sue  appkcaiioiu. 

G.  Pirondini.    Annali  mat.  Ser.  2,  XVI,  61. 

233.  Geometrischer  Beweis  eines  Satzes  der  Flächentheorie.    E.  Cznber.    Gran. 

Archiv  2.  B.  VII,  432. 

234.  Sülle  superficie  elicoidali.    G.  Pirondini.    Annali  mat.  Ser.  2,  XVI,  137. 

235.  Anzahl  der  Moduln  einer  Classe  algebraischer  Flächen.    M.  Noether.   Berl. 

Akad.-Ber.  1888,  123. 

236.  Sur  la  g^n^ration  des  surfaces  et  de«  courbes^gauches  par  des  &i8oeanz  des 

sur&ces.    J.  S.  Vanecek  &  M.  N.  Vanecek.    Annali  mat  Ser.  2,  XIV, 
73;  XV,  73. 

237.  Aggiunte  alla  memoria  sopra  i  sistemi  tripli  ortogonali  di  Weingarten.    L. 

Bianchi.    Annali  mat.  Ser.  2,  XIV,  115.    [Ve^L  Bd.  XXXI,  Nr.  600.] 

238.  Die  flache  Ereisschraubenfläche.    Fr.  Schiffner.    wun,  Archiv  2.  R.  VU,  64 
3.89.  Sur  une  surface  du  3.  degr^.    Choisis  etc.    Mathesis  IX,  252. 

240.  Untersuchungen  über  eine  Fläche  dritter  Ordnung,  welche  von  Kreisen  erzeogt 

wird,  die  durch  zwei  Punkte  gehen  und  eine  Gerade  treffen.  Fr.  Sohiff- 
ner.    Grun.  Archiv  2.  B.  VU,  104. 

241.  Ueber  die  Flächen  dritter  Ordnung  (F*)  und  vierter  Ordnung  mit  Doppel- 

kegelschnitt  (F%  insbesondere  über  deren  Geraden.  Küpper.    Zeitschr. 
Math.  Phys.  XXXIV,  129. 

242.  Su  le  superficie  di  4.  ordine  con  conica  doppia.    H.  G.  Zeuthen.    AudsU 

mat.  Ser.  2,  XIV,  31. 

243.  Ueber   eine   specielle  Fläche   vierter  Ordnung  mit  Doppelkegelschnitt.    F. 

Budio.    Grelle  CIV,  8.5. 

244.  Ueber  die  Schaaren  von  Flächen  vierten  Grades  mit  16  singulären  Punkten, 

welche  durch  eine  Lemniskate  gehen.    W.  Schjerning.    Grun.  Archi? 
2.  B.  VU,  113. 

245.  Ueber  die  sogenannten  Strahlencongruenzen  ohne  Brennfläche.    R.  Storni. 

Hamb.  Math,  n,  61. 
Vergl.  Geodäsie.    Integratoren. 

Oberfliohsn  zweiter  Ordnung. 

246.  Einfache  Ableitung  der  Bedingungen,  welche  die  Coefficienten  einer  Botations- 

fläche  zweiten  Grades  erfüllen  müssen.     Fr.  Hofmann.    Grun.  Archiv 
2.  B.  VU,  101. 

247.  Ueber  den  Tangentenkegel  einer  Fläche  zweiter  Ordnung.  Wanderin.  Zeitschr. 

Math.  Phys.  XXXIV,  126. 

248.  Ueber  die  Flächen  zweiten  Grades,  welche  ein  gegebenes  Tetraeder  zum  ge- 

meinsamen Polartetraeder  haben.     E.  Meister  (A.  Basche).    Zeitschr. 
Math.  Phys.  XXXIV,  6,  73.    [Vergl.  Bd.  XXXH,  Nr.  163.J 

249.  Ueber  das  räumliche  Achteck,  welches  die  Schnittpunkte  dreier  Oberflächen 

zweiter  Ordnung  bilden.    H.  Dobriner.    Acta  math.  XU,  339.  —  B.  G. 
Zeuthen  ibid.  362. 
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250.  Sa    cerld  gruppi  di  superficie  di  secondo  grado.     D.  Montesano.     Annali 

mat.  Ser.  2,  XIV,  131. 
Verg^l.  Ellipsoid.    Engel. 

Optik. 

251.  Sulla  propagazione  libera  e  pertarbata  delle  onde  Inminoee  in  nn  mezzo  iso- 

tropo.    G.  A.  Maffgi.    Annali  mat.  Ser.  2,  XVI,  21. 

252.  Ueber    die  Brechung  aea  Lichtes  durch  Prismen.    A.  Gleichen.     Zeitachr. 

Math.  Phys.  XÄIV,  161. 

253.  Ueber    den  optischen  Einfluss   sehr  kleiner  Stofftheilchen.     J.  Eiessling. 

Hamb.  Itfitth.  I,  289. 

254.  Die  Befractionsfläche  des  Meeresbodens.  E.  Oekinghaus.    Grnn.  Archiv  2.  B. 

vn,  440. 

255.  Zar  Erklärung  des  Sehens  mit  bewaffnetem  Auge.     J.  Eiessling.    Hamb. 

Mitth.II,  125. 

256.  Ueber  die  Verwerthang  der  Resultate  photometrischer  Messungen.    H.  Erüss. 

Hamb.  Mitth.  I,  78. 

257.  Spectralapparat   mit   automatischer  Einstellung   der  Prismen.     H.  Erüss. 

Hamb.  Mitth.  II,  153. 
Vergl.  Astronomie  25.    Geometrie  (abzählende)  86.    Geschichte  der  Mathe- 
matik 142. 

P* 

Parabel. 

258.  Normales  aux  enveloppes  de  certaines  droites  dans  un  plan  tangentes  ä  une 

m6me  parabole.    E.  Cesaro.    Mathesis  IX,  88. 

259.  Enveloppe  de  Taxe  d*nne  parabole  qui  reste  tangente  ä  une  parabole  donn^e 

tandis  que  son  foyer  se  d^place  snr  Taxe  de  la  courbe  fixe.  J.  Neuberg. 
Mathesis  IX,  118. 

260.  Lieu  des  sommets  et  enveloppe  des  axes  des  paraboles  tangentes  ä  une  droite 

donn^e  et  passant  par  deux  points  fixes  sur  la  perpendiculaire  k  la  droite. 
Däprez.    Mathesis  IX,  254. 

261.  Sur   les  paraboles  passant  par  deux  sommets  d*un  triangle  ^quilat^ral,  la 

directrice  passant  par  le  troisiäme  sommet   Verniory.   Mathesis  IX,  232. 
Vergl.  Analytische  Geometrie  der  Ebene  15. 

Philosophie  der  Mathematik. 

262.  üeber  den  Begrifi"  der  Zahl.    H.  Eeferstein.    Hamb.  Mitth.  n,  119. 

268.  Une  discussion  sur  la  ligne  droite  entre  Fourier  et  Monge.   Mathesis  IX,  189. 

Planimotrio. 

264.  G^omätrie  ^lämentaire  rdcente.    M.  J.Gas  ey.    Mathesis  IX,  5, 

265.  Premier  inventaire  de  la  g^omätrie  du  triangle.    E.  Vigari^.    Mathesis  IX, 

Suppl.  3. 

266.  Der  Simson'sche  Satz  yom  Dreieck  und  dessen  Erweiterung.    H.  Schotten. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIV,  811. 

267.  Notes  de  g^omätrie  r^cente.^    A.  Gob.    Mathesis  IX,  Suppl.  1. 

268.  Trianffles  automädians.    Jef  ä.bek  etc.    Mathesis  IX,  261. 

269.  Th^oremes  sur  le  triangle.    Emmerich  etc.    Mathesis  IX,  101. 

270.  Th^or^mes  sur  le  triangle.    Gl.  Thiry.    Mathesis  IX,  95. 

271.  Th^or&mes  sur  le  triangle  dont  les  sommets  sont  les  points  de  milieux  entre 

les  sommets  homologues  de  deux  triangles  donnäs.    Emmerich.    Ma- 
thesis IX,  84.  — -  Denys  etc.  ibid.  85.  —  J.  Neuberg  ibid.  86. 

272.  Einige  Beziehungen  zwischen  den  drei  Höhen  und  zwischen  den  drei  seiten- 

nalbirenden  Ecktransversalen  eines  Dreiecks.     G.  Pabst.    Grün.  Archiv 
2.  R.  VU,  10. 

273.  Triangle  dans  lequel  une  hauteur,  une  mediane  et  une  bissectrice  men^s 

cuaacune  d*un  autre  sommet  se  coupent  en  un  mdme  point.    Droz  etc. 
Mathesis  IX,  229. 

274.  Beweis  eines  Dreieckssatzes.    R.  Gaspar.    Grün.  Archiv  2.  B.  VII,  109. 

276.  Sur  les  dämonstrations  de  quelques  propriätäs  mätriques  du  triangle.     E. 
Lebon.    Mathesis  IX,  245. 

276.  Parallelogramme  forma  par  deux  cöfc^s  d'un  triangle  et  les  parallMes  qn'on 

leur  a  menäes  par  un  point  du  troisi^me  cötä.  Pisani  etc.  Mathesis  IX,  124. 

277.  Ueber  Vierecke  am  Ereise.    ßeyssell.    Grün.  Archiv  2.  R.  VII,  426. 


Digitized  by  VjOOQ IC 


118  Historisch -literarische  Abtheilang. 


278.  Metrische  Relationen  am  Sehnen viereck.     0.  Zimmermann.    Gran.  Archiv 

2.  R.  VU,  64. 

279.  Neuea  über  Vier-  und  Vielecke.^  B.  Sporer.    Gran.  Archiv  2.  R.  VII,  889. 

280.  Rotation  d*ane  figare  plane  formte  de  droites  antour  d'on  point  fixe.    Lai- 

sant.    Mathesia  Ia,  150. 

281.  Projectiona  dea  cdtda  d'un  angle  aar  aa  biaaectrice.    Brocard  etc.    Matheais 

IX,  171. 

282.  Th^orämea  de  g^om^trie.    H.  van  Anbei.    Matheaia  IX,  188. 

283.  Problämea  de  gäomdtrie.    Fuhrmann  etc.    Matheais  IX,  243. 

Vergl.  Geachichte  der  Mathematik  128,  189.    Ereia.    Philoaophie  der  Mathe- 
matik 263.    Trigonometrie.    Zahlentheorie  846. 

Potential. 

284.  üeber  Potentialwerthe  verachiedener  Kräfte  und  Folgerungen  darana.    J.  W. 

Bock.    Hamb.  Mitth.  I,  119. 

285.  Das  Potential  dea  Ellipaoida.    E.  Liebenthal.    Hamb.  Mitth.  I,  237. 

286.  Beatimmung  der  Potentialfunction   einea  homogenen   Ellipaoida.      Jahnke. 

Zeitachr.  Math.  Phya.  XXXIV,  331. 

287.  Potential  einer  elliptiachen  Walze.    U.  Bigler.    Grün.  Archiv  2.  R.  VII,  225. 

[Vergl.  Bd.  XXXIV,  Nr.  225.] 

288.  Daa  Potential  homogener  ringförmiger  Körper,  inabeaondere  einea  Ringkörpen 

mit  Kreiaqueradbnitt.    Züge.    Grelle  CIV,  89. 


Beihen. 

289.  Ueber  die  Dirichlet'ache  Methode  der  Werthbeatimmung  der  Gauaa^achen  Reihen. 

L.  Kronecker.    Hamb.  Mitth.  II,  32. 

OD 

290.  üeber  die  Reihe  2»in(n\xn),    A.  Kopeke.    Hamb.  Mitth.  I,  106. 

291.  üeber  Reihentheoreme.    W.  Läaka.    Zeitachr.  Math.  Phja.  XXXIV,  316. 

292.  Neuer  Beweia  einer  Kirchh off 'achen  Formel.    M.  Lerch.    Zeitachr.  Math.  Phjs. 

XXXIV,  63.    [Vergl.  Bd.  XXXU,  Nr.  389.] 

293.  üeber  eine  beaondere  Art  von  Reihen.  F.  Rogel.  Grün.  Archiv  2.  R.  VH,  372. 

294.  ßelationa  entre lea  nombrea  de  deuz  adriea.  Molenbroek  etc.  Matheaia  IX,  234. 

295.  Etant  donn^ea  deux  progreaaiona  arithm^tiquea  on.veut  aommer  autant  de 

termea  de  Tune  que  präacrit  un  terme  de  Tautre.  Fr  an  90  is  etc.  Ma- 
theaia IX,  102. 

296.  Limite  de  la  aomme —    ( — —  1  +  (  — r-r)  H —     loraque  n  augmente. 

P  —  1        L\W4-1/  Ml  +  s/  J 

W,  Mantel    Matheaia  JX,  274. 
Vergl.  Elliptiache  Tranacen deuten  69.    Taylor'a  Reihe. 

S. 

Stereometrie. 

297.  Projectiona  d'un  triangle  aur  toua  lea  plana  paaaant  par  une  droite  donn^ 

dana  le  plan  du  triangle.    D^prez  &  Decampa.    Matheaia  IX,  259. 
Vergl.  Kugel.    Tetraeder. 

T. 

Taylor'iche  Belhd. 

298.  Une  nouvelle  forme  du  reate  dana  ia  formule  de  Taylor.   G.  Peano.   Matfaeaia 

IX,  182. 

Tetraeder. 

299.  Conatruire  un  t^tra^dre  ^quifadal  SÄBC,  connaisaant  la  droite  aur  laqnelle 

eat  Tarnte  SÄ ,  le  plan  menä  par  SÄ  parallälement  ä  .B  C7,  un  point  de 
B  C,  enfin  un  triangle  aemblable  kÄBC,  Beyena&Däprez.  Matheais 
IX,  170. 

Thetaftmetionen. 

300.  Oombinatoriache  Ableitung  einiger  Eigenachaften  der  9- Functionen.    J.  W. 

Bock.    Hamb.  Mitth.  n,  74. 

301.  Ueber  einige  Differentialbeziehungen  im  Gebiete  der  Thetafunctionen  zweier 

Veränderlichen.    M.  Krauae.    Annali  mat.  Ser.  2,  XV,  173. 
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Trigonometrie. 

302.  La  trigonom^trie  rectiligne  r^duite  ä  une  seale  formale.    J.  Ozanam.    Ma- 

thesis  IX,  161.  —  Brocard  ibid.  —  P.  Mansion  ibid.  162,  181,  265. 

303.  Ueber  trigonometriBche  Functionen  von  Winkelsummen  und  über  Belatdonen 
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Eecensionen. 


Elementare  Mechanik  als  Einleitung  in  das  Stadium  der  theoretischen 
Physik.  Von  Dr.  Woldbmab  Voigt,  o.  ö.  Professor  der  Physik  an 
der  Universität  Göttingen.     Leipzig,  Veit  &  Comp.     1889. 

unter  den  neueren  Lehrbttchem  der  Mechanik  nimmt  das  Werk  von 
^oigt,  welches  uns  hier  zur  Besprechung  vorliegt,  eine  hervorragende 
Stelle  ein.  Besonders  der  Physiker  wird  darin  ein  werthvolles  Hilfs-  und 
Handbuch  finden.  Man  würde  irren,  wenn  man  aus  dem  Titel  ,, Elementare 
Mechanik*  den  Schluss  ziehen  wollte,  dass  von  der  mathematischen  Ana- 
lysis  in  dem  Werke  nur  ein  beschränkter  Oebrauch  gemacht  seL  Die  Hilfs- 
mittel der  Differential-  und  Integralrechnung,  ohne  die  ein  richtiges  Ver- 
ständniss  der  Grundgesetze  der  Mechanik  nicht  möglich  ist,  sind  in  reich- 
lichem Maasse  benutzt;  nur  von  dem  Gebrauch  spedeller  mathematischer 
Disciplinen,  wie  der  elliptischen  Functionen,  der  Fouri  er 'sehen  Beihen, 
der  Kugelfunctionen  und  Aehnlichem  ist  Umgang  genommen. 

Auch  darin  unterscheidet  sich  das  Werk  von  anderen  mehr  mathema- 
tische Ziele  verfolgenden,  dass  überall,  sowohl  bei  der  Ableitung  allgemeiner 
Gesetze,  als  bei  der  Anwendung  auf  einzelne  Probleme  in  erster  Linie  mass- 
gebend ist,  was  für  das  Verständniss  der  in  der  Natur  oder  im  physika- 
lischen Laboratorium  vorkommenden  Vorgänge  brauchbar  und  wichtig  ist, 
dass  dem  Anschaulichen,  Concreten  überall  der  Vorzug  gegeben  wird, 
l^er  werden  auch  Probleme,  in  welchen  Kräfte  wie  Beibung  und  Luft- 
widerstand wirken,  deren  genaue  Gesetze  nicht  bekannt  sind  und  denen 
deshalb  der  Mathematiker  gerne  aus  dem  Wege  geht,  nicht  vermieden,  son- 
^oi^Q  eingehend  und  mit  Vorliebe  behandelt. 

Wenn  Kirchhoff  in  seinem  berühmten  Buche  als  die  Aufgabe  der 
Mechanik  die  Beschreibung  und  nicht  die  Erklärung  der  Bewegungs- 
vorgänge in  der  Natur  hingestellt  hat  und  durch  Einschränkung  der  Auf- 
gabe zu  einem  Lehrgebäude  zu  gelangen  sucht,  welches  allen  Anforderungen 
mathematischer  und  logischer  Strenge  genügt,  welches  aber  freilich  auf 
manche  Frage,  die  an  die  Mechanik  sonst  gestellt  wurde,  keine  Antwort 

ttl.Mli.  Abthlg.  d.  Zdt«,hr.  t  M.th.  u.  PhT..  XXXV,  4.  ^10^^^^  ^^  L^OOgle 
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hat,  steht  das  Voigt'sche  Werk  auf  einem  durchaus  andern  Standpunkte. 
Es  werden  hier  von  vornherein  neben  dem  Begriff  Baum,  Zeit,  Geschwin- 
digkeit, Beschleunigung  die  Vorstellung  der  mit  Trägheit  begabten  Materie 
zugelassen,  die  anschauliche  Vorstellung  eines  Impulses  als  Ursache  der  Oe- 
schwindigkeitsSnderung  benutzt  und  daraus  der  Begriff  einer  Kraft  gewonnen. 
Diese  Betrachtung  geht,  gegen  den  gewöhnlichen  Gebrauch,  nicht  von  der 
geradlinigen  Bewegung  aus,  wodurch  der  Leser  von  vornherein  darauf  hin- 
gewiesen wird ,  dass  die  Beschleunigung  keineswegs  immer  in  die  Richtung 
der  Geschwindigkeit  fUllt,  wie  es  bei  der  geradlinigen  Bewegung  der 
Fall  ist. 

Das  Product  aus  Masse  und  Beschleunigung  ist  dabei  also  durchaus 
nicht  mit  dem  Begriffe  der  Kraft  identisch,  so  dass  nur  zwei  Namen  für 
dieselbe  Sache  wfiren,  sondern  das  Product  ist  nur  das  Maass  fCLr  die  Kraft, 
das  Mittel  zur  Anwendung  der  Analjsis  auf  die  Mechanik. 

Der  Uebergang  vom  Impuls  zu  der  stetig  wirkenden  Kraft  geschieht 
nach  den  Grundsätzen  der  Infinitesimalrechnung. 

Die  Statik  tritt  bei  dieser  Auffassung  nur  als  ein  ganz  specieller  Fall 
der  Mechanik  auf,  wie  denn  auch  die  statischen  Lehrsätze  nur  beiläufig 
berührt  werden.  Hieraus  ergiebt  sich  für  die  Behandlung  der  Bewegung  be- 
dingter Systeme  der  Weg,  der  den  thatsächlichen  Verhältnissen  entsprechend 
ist,  dass  dem  Einfluss  der  Bedingungen  durch  die  Einführung  besonderer  Be- 
actionskräfte  Rechnung  getragen  wird,  die  in  jedem  besondern  Falle  nur 
insoweit  in  Wirksamkeit  treten,  als  sie  durch  den  Bewegungsvorgang  in 
Anspruch  genommen  werden.  Hieraus  leiten  sich  in  allen  den  behandelten 
Fällen,  ohne  Hilfe  der  allgemeinen  Principien,  wie  des  Princips  der  vir- 
tuellen Geschwindigkeiten  und  des  d'Alem  her  tischen,  welche  in  dem  ganzen 
Buche  nicht  vorkommen,  die  Bewegungsgleichungen  her. 

So  werden,  um  hier  nur  einen  der  wichtigsten  Fälle  zu  erwähnen,  im 
ersten  Theil,  der  von  der  Bewegung  materieller  Punkte  handelt,  f&r 
ein  unter  dem  Einfluss  beliebiger  Kräfte  stehendes  freies  Punktsystem  der 
Satz  von  der  Bewegung  des  Schwerpunktes  und  die  Flächensätze  hergeleitet. 
Diese  Sätze  liefern  sechs  Differentialgleichungen  für  die  Bewegung  des 
Systems,  in  welchen  alle  inneren  Kräfte,  wenn  sie  nur  dem  Princip  der 
Wirkung  und  Gegenwirkung  entsprechen  und  zwischen  je  zwei  Punkten  des 
Systems  die  Richtung  der  Verbindungslinie  haben,  herausgefallen  sind. 

Da  nun  die  Reactionskräfte  zwischen  den  einzelnen  Theilen  eines  starren 
Körpers,  wie  sie  sonst  auch  beschaffen  sein  mögen ^  gewiss  diese  Eigenschaften 
haben,  da  ein  starrer  Körper  niemals  unter  dem  alleinigen  Einfluss  seiner 
inneren  Kräfte  in  Bewegung  kommen  kann,  so  sind  die  beiden  genannten 
Lehrsätze  auf  ihn  anwendbar  und  geben  unmittelbar  die  sechs  Differential- 
gleichungen der  Bewegung  eines  starren  Körpers ,  welche  im  zweiten  Theile, 
der  von  der  Mechanik  starrer  Körper  handelt,  auf  zahlreiche  besondere 
Fälle  angewandt  werden. 


Digitized  by  LjOOQ iC 


Becensionen.  123 

Wir  heben  aus  dem  reichen  Inhalt  des  Werkes  einzelne  bemerkens* 
werthe  Punkte  hervor. 

Die  Reibung  wird  im  I.  Theile  erklärt  als  eine  Kraft,  welche  der 
stattfindenden  oder  von  den  sonstigen  Kräften  erstrebten  Bewegung 
entgegenwirkt,  deren  Grösse  mit  der  Inanspruchnahme  wechselt,  aber  einen 
gewissen  Maximalwerth  nicht  übersteigen  kann.  Interessante  Anwendungen 
auf  die  eigenthümliche  Bewegung  einer  Kugel  unter  dem  Einflüsse  einer 
anfänglichen  Rotations-  und  Translationsgeschwindigkeit  werden  hiervon  im 
II.  Theile  (§  24)  gemacht  Es  ergiebt  sich  dabei  ein  sehr  lehrreiches  Bei- 
spiel zn  einer  kurz  zuvor  angestellten  Betrachtung,  unter  welchen  Umständen 
man  berechtigt  ist ,  einen  Körper  von  kleinen  Dimensionen  bei  der  Bewegung 
als  materiellen  Punkt  zu  betrachten.  Es  zeigt  sich,  dass  diese  Vereinfach- 
ung nicht  zulässig  ist,  wenn  die  auf  einen  Punkt  des  Körpers  wirkenden 
Kräfte  von  der  Oestalt  und  der  Zusammensetzung  des  ganzen  Körpers  aU 
hängig  sind.  Ein  Beispiel  hierzu  ist  eine  auf  einer  vollkommen  reibenden, 
d.  h.  jedes  Gleiten  ausschliessenden  Bahn  herabroUende  Kugel,  bei  welcher 
die  Beschleunigung  zwar  constant,  aber,  wie  klein  auch  die  Dimensionen 
der  Kugel  seien,  immer  nur  der  -^^*  Theil  von  der  ist,  wie  sie  bei  einem 
ohne  Reibung  herabgleitenden  Punkte  sein  würde. 

Hierin  ist  die  vollständige  Theorie  des  Galilei 'sehen  Fall  versuches  auf 
der  schiefen  Ebene  enthalten. 

Es  seien  femer  hier  erwähnt  die  Betrachtungen  des  §  25  über  die 
Anziehung  und  das  Potential  von  räumlich  vertheilten  Massen,  welche  nach 
dem  New  ton 'sehen  Gesetz  wirken,  und  die  Anwendungen  auf  die  Gesetze 
der  Schwere  auf  der  Erde. 

Nach  Aufstellung  der  Kraftcomponenten  und  Definition  des  Potentials 
werden  zunächst  die  Bedingungen  aufgesucht,  unter  denen  man  die  Wir- 
kung eines  ausgedehnten  Körpers  auf  einen  äusseren  Punkt  als  von  einem 
Punkte  ausgehend  betrachten  kann.  Bezeichnet  man  die  Verhältnisse  der 
Korperdimensionen  zu  der  Entfernung  vom  angezogenen  Punkte  als  Grössen 
erster  Ordnung,  so  kann  man  sich  ganz  allgemein  die  anziehende  Masse  im 
Schwerpunkt  vereinigt  denken,  wenn  man  Glieder  zweiter  Ordnung  vernach- 
lässigt. Sind  die  Hauptträgheitsmomente  einander  gleich,  oder  ist  ausser- 
dem der  Körper  in  Bezug  auf  seine  Hauptebenen  symmetrisch  gestaltet,  so 
ist  diese  Vereinfachung  schon  bei  Vernachlässigung  von  Grössen  dritter  oder 
vierter  Ordnung  zulässig. 

Es  schliessen  sich  hieran  die  Sätze  über  Potential  und  Anziehung  von 
Massen  auf  einen  inneren  Punkt  und  speciell  die  Anwendung  auf  Kugeln^ 
deren  Dichtigkeit  in  concentrischen  Schichten  constant  ist.  Es  wird  unter 
Anderem  der  merkwürdige  Satz  abgeleitet,  dass,  je  nachdem  die  Dichtig- 
keit der  Oberflächenschicht  einer  solchen  Kugel  kleiner  oder  grösser  ist  als 
zwei  Drittel  der  mittleren  Dichtigkeit  der  ganzen  Kugel,  die  Anziehung 
innerhalb  der  Oberflächenschicht  von  aussen  nach  innen  zu-  oder  abnimmt. 
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Da  bei  der  Erde  nach  den  Beobachtungen  die  Schwere  mit  der  Tiefe  zu- 
nimmt, so  folgt,  dass  die  mittlere  Dichte  der  ganzen  Erde  mehr  als  l^^mal 
so  gross  sein  muss,  als  die  OberflSchendichte.  Die  Anwendung  auf  die  Ver- 
suche Yon  Airj  ist  wegen  ungenauer  Erfüllung  der  Voraussetzungen  un- 
zuverlttssig. 

Es  werden  noch  weitere  Anwendungen  gemacht  auf  die  Gesetze  der 
Aenderung  der  beschleunigenden  Kraft  der  Schwere  mit  der  Höhe  und  der 
geographischen  Breite  und  auf  die  Versuche  von  Cavendish,  Reich, 
Bailj,  Cornu  und  Baille  zur  Bestimmung  der  mittleren  Dichtigkeit  der 
Erde. 

Der  III.  Theil  des  Werkes  behandelt  die  Mechanik  nicht  starrer  Körper, 
also  die  Bewegung  und  das  Gleichgewicht  von  Flüssigkeiten  und  elastischen 
Körpern.  Nachdem  in  einem  einleitenden  Paragraphen  die  kinematische 
Theorie  der  mit  der  Stetigkeit  vertraglichen  Deformationen  und  Verrückungen 
einer  Masse  eingehend  erörtert  ist,  werden  aus  der  Annahme  molecularer 
Kräfte,  d.  h.  solcher,  deren  Wirkung  nur  auf  eine  unendlich  kleine  Ent- 
fernung hin  merkbar  ist,  die  inneren  Druckkräfte  und  die  Bedingungen  des 
Gleichgewichts  und  der  Bewegung  in  einer  Form  hergeleitet,  die  gleich- 
massig  auf  ideale  Flüssigkeiten,  auf  reibende  Flüssigkeiten,  auf  elastische 
Körper,  sowie  überhaupt  auf  alle  Körper  anwendbar  ist,  bei  welchen  eme 
innere,  die  Stetigkeit  nicht  verletzende  Deformation  Druckkräfte  hervorrafL 
Die  einzelnen  Fälle  unterscheiden  sich  nur  durch  die  besonderen  Annahmen, 
die  man  über  die  Abhängigkeit  des  Druckes  von  den  eingetretenen  Ver- 
schiebungen macht. 

Die  allgemeinen  Principien  werden  zunächst  angewandt  auf  eine  ruhende 
Flüssigkeit  und  die  Druckvertheilung,  die  in  einer  solchen  unter  verschie- 
denen Umständen  sich  ergiebt,  wobei  eine  eigenthümliche ,  sehr  einfache 
Theorie  der  Ebbe  und  Fluth  sich  findet. 

Bei  der  Bewegung  idealer,  d.  h.  nicht  reibender  Flüssigkeiten  wird  zu- 
nächst, nach  Helmholtz,  unterschieden  zwischen  Potentialbewegung  und 
Wirbelbewegung  und  von  dem  kinematischen  Unterschied  der  beiden  Arten 
von  Bewegung  eine  klare  Anschauung  gegeben.  Mehrere,  zum  Theil  neue, 
interessante  und  lehrreiche  Beispiele  für  diese  Bewegungen  und  für  die 
Bestimmung  des  gegen  feste  Körper  ausgeübten  Druckes  werden  durch- 
geführt. 

Im  §  34  werden  aus  derselben  Quelle  auf  Grund  der  Hypothese,  dass 
die  Reibungskräfte  lineare  Functionen  der  Deformationsgeschwindigkeiten 
sind ,  die  Differentialgleichungen  für  die  Bewegung  einer  der  Reibung  unter- 
worfenen Flüssigkeit  hergeleitet,  welche  zwei  Reibungscoefficienten  enthalten, 
von  denen  der  eine  bei  relativen  Verschiebungen  der  Theilchen  ohne  Vola- 
menänderung,  der  andere  bei  räumlicher  Dilatation  zur  Geltung  gelangt 
Auch  diese  Gleichungen  werden  dann  auf  einzelne  Beispiele,  besonders  unter 
der  Voraussetzung  unendlich  kleiner  Geschwindigkeiten  angewandt. 
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Zar  Ableitung  der  Oleichangen  für  das  Gleichgewicht  and  die  Bewegung 
elastischer  Körper,  welchen  der  Schlass  des  Werkes  gewidmet  isl,  wird  ein 
ganz  analoger  Weg  verfolgt  wie  in  der  Theorie  der  Reibung  der  Flüssig- 
keiten ,  nur  dass  an  Stelle  der  Oesch windigkeiten  die  Verschiebangen  treten. 
Die  Annahme  isotroper  Substanzen  reducirt  auch  in  diesen  Problemen  die 
Anzahl  der  Constanten  auf  zwei.  Aehnlich  wie  bei  Flüssigkeiten  Potential- 
bewegung und  Wirbelbewegung,  so  wird  bei  den  elastischen  Körpern  zwi- 
schen Potentialdeformation  und  Drillungsdeformation  unterschieden  und  die 
allgemeine  Deformation  daraus  zusammengesetzt.  Aber  auch  bei  der  Dril- 
lungsdeformation ergiebt  sich  in  analoger  Weise  eine  besondere  Art,  die 
Potentialdrillung,  welche  dadurch  charakterisirt  ist,  dass  die  Drillungscom- 
ponenten  die  partiellen  Ableitungen  einer  Function  sind.  Ein  schönes 
Beispiel  hierzu  bietet  die  Saint-Venant'sche  Theorie  der  Torsion  der 
Prismen,  die  hier  in  einfachster  Weise  abgeleitet  ist. 

Endlich  wird  die  Theorie  der  Wellenbewegung  entwickelt  und  zwar  die 
Ausbreitung  ebener  und  kugelförmiger  Wellen  im  unendlich  ausgedehnten 
Medium,  die  Beflexion  ebener  Wellen  an  der  Grenze  des  Mediums  and  die 
Schwingung  elastischer  Saiten.  Das  Hilfsmittel,  durch  welches  die  Besul- 
täte  in  diesem  Theile  hergeleitet  werden ,  ist  die  schöne  Integrationsmethode 
partieller  Differentialgleichungen,  welche  Riemann  in  der  Abhandlung  über 
die  Laftschwingungen  von  endlicher  Amplitude  angewandt  hat,  welche 
besonders  geeignet  ist,  den  Einfluss  des  Anfangszastandes  auf  den  Zustand 
in  einer  beliebigen  Zeit  und  an  einer  beliebigen  Stelle  anschaulich  zu  machen 
und  daher  dieser  Art  von  Problemen,  in  welchen  es  sich  um  die  Fortpflan- 
zung eines  gegebenen  Zustandes  handelt,  durchaus  angemessen  ist. 

Marburg,  im  December  1889.  H.  Webbr. 


P.  MOnch,  Lehibnch  der  Physik.     Mit  einem  Anhange:  Die  Grundlehren 
der  Chemie  und  der  mathematischen  Geographie.    9.  Aufl.    Freiburg 
i.  B.  1889,  Herder'sche  Yerlagshandlung.    448  S.     Preis  4  Mk. 
Obgleich  die  vorliegende  Auflage  sehr  rasch  der  vorhergehenden  gefolgt 
ist,  so  zeigt  sie  doch  eine  höchst  bedeutende  Erweiterung  durch  die  Ein- 
führung des  absoluten  Maasssjstems.     Je  mehr  die  Elektricität  im  prak- 
tischen Leben  Verwendung  findet,   um   so  wichtiger  ist  es,   dass  überall 
Klarheit  über  die  Einheiten  des  Maasssjstems  herrscht     Daher  ist  es  sehr 
anzuerkennen,  dass  Verf.  bestrebt  ist,  schon  in  der  Schule  mit  dem  abso- 
luten Maasssjsteme  zu  beginnen,     um  den  Schüler  indessen  vor  Verwirrung 
za  bewahren,   welche  ihm  für  die  Zukunft  nur  Schaden  bringt,  muss  ihm 
^  absolute  Maasssystem  übersichtlich  mitgetheilt  werden,  damit  er  sofort 
^en  Zusammenhang  zwischen  den  in  der  Technik  gewählten  Einheiten  und 
^en  absoluten  Einheiten  erkennt.     Eine  solche  Zusammenstellung  fehlt  in 
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diesem  Bache,  dagegen  sind  die  absoluten  Maasse  und  die  ftLr  die  Technik 
gewählten  "Einheiten  an  den  betreffenden  Stellen  eingeigt  EOnftighin 
könnte  dies  auch  bezüglich  der  absoluten  Maasse  beibehalten  werden,  wäh- 
rend die  Tabelle  auf  S.  359  wesentlich  erweitert  werden  mfisste.  Die  Deu- 
tung, welche  Verf.  den  Dimensionen  daselbst  beilegt,  ist  allgemein  nicht 
üblich  und  kann  in  einem  jungen  Kopfe  nicht  verstanden  werden;  denn  er 
findet  direct,  dass  z.  B.  Qs=iQ^,v~^  ist  und  nicht  Q^,v  u.  s.  w.  Bei  den 
in  dem  Text  abgeleiteten  Maassen  ist  nicht  genügend  hervorgehoben,  dass 
den  technischen  Einheiten  das  elektromagnetische  Maasssystem  zu  Grunde 
gelegt  ist  und  nicht  das  elektrostatische;  das  elektrodynamische  Maasssystem 
wird  gar  nicht  erw&hnt.  Ausdrücke  wie  Dyncentimeter  statt  Erg  sind  nicht 
üblich.  8.  80  fehlt  bei  der  Pferdekraft  der  Factor  10^.  Wie  man  auch  über 
das  elektrische  Maasssystem  denken  mag,  so  muss  man  doch  der  Einheit 
wegen  an  den  Bestimmungen  wenigstens  so  lange  festhalten,  bis  anderwei- 
tige Beschlüsse  gefasst  werden.  Von  diesen  wenigen  Ausstellungen  abge- 
sehen, denen  bei  einer  neuen  Auflage  Rechnung  getragen  werden  kann, 
sind  Inhalt  und  Ausstattung  des  Buches  derart,  dass  wir  es  nur  bestens 
empfehlen  können.  ß  Nebel. 

MiOHAEii  Faradat,  Ezperimental  -  Untersuchungen  üb.  Elektrioit&t.  Deutsche 
Uebersetzung  von  S.  Kauscbeb.  I.  Band.  Berlin  1889.  Verlag 
von  J.  Springer.  515  S.  Preis  12  Mk. 
Die  grossen  Verdienste  M.  Farad ay 's  um  die  Elektricit&t  finden  von 
Jahr  zu  Jahr  mehr  Anerkennung ,  seine  Kraftlinientheorie  bildet  schon  einen 
wichtigen  Ausgangspunkt  für  die  Theorie  der  elektrischen  Maschinen,  so 
dass  es  äusserst  wünschenswerth  ist,  dass  seine  Untersuchungen  einem  grösse- 
ren Leserkrebe  zugänglich  gemacht  werden.  Wenngleich  Poggendorff 
einen  grösseren  Theil  der  Experimental  Besearches  in  Electricity  schon  in 
seine  Annalen  aufgenommen  hat,  so  sind  diese  doch  nur  für  einen  kleinen 
Leserkreis  bestimmt  und  einzeln  nur  äusserst  schwierig  zu  erhalten«  Daher 
können  wir  den  Plan  des  Uebersetzers  nur  billigen,  nicht  nur  eine  voll- 
ständige Uebertragung  der  Besearches  ins  Deutsche  herzustellen,  sondern 
auch  die  kleineren  Arbeiten  Faraday's,  welche  in  Journalen  zerstreut  sind, 
zu  sammeln  und  der  vorliegenden  Uebersetzung  einzuverleiben.  Das  ganxe 
Werk  wird  drei  Bände  umfassen,  von  denen  der  erste  jetzt  vorliegt.  Auf 
den  Inhalt  werden  wir  näher  eingehen,  sobald  auch  die  beiden  anderen 
Bände  erschienen  sind;  indessen  sagt  uns  jetzt  schon  der  Name  Faraday, 
dass  wir  es  hier  mit  einem  klassischen  Werke  zu  thun  haben ,  das  uns  einen 
Einblick  gewährt  in  die  genialen  Untersuchungen  eines  der  scharfsinnigsten 
Forscher.  Da  das  Studium  derartiger  Werke  ungemein  fruchtbringend  wirkti 
so  wünschen  wir  dem  vorliegenden  eine  grosse  Verbreitung  auch  auf  deut- 
schem Boden.  g  ^^^^ 
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Balfoub  Steward  und  Haldane  Geb,  Praktische  Physik  für  Schulen  und 
jüngere  Studierende.  Deutsche  üebersetzung  von  K.  Noaok.  L  Theil: 
ElektricitSt  und  Magnetismus.  196  S.  mit  123  Abbildungen.  Berlin 
1889,  Verlag  von  J.  Springer.  Preis  2  Mk.  50  Pf. 
Obwohl  in  Deutschland  in  Eohlrausch's  Praktischer  Physik  ein  aus- 
gezeichnetes  Buch  ezistirt,  mit  Hilfe  dessen  die  experimentelle  Seite  der 
Physik  auf's  Gründlichste  ausgebildet  werden  kann^  so  ist  es  doch  auch 
von  Interesse,  zu  erfahren,  wie  dieser  Zweig  der  Physik  in  ausserdeutschen 
Ländern  behandelt  wird.  Da  das  Buch  englischen  Verhältnissen  angepasst 
ist,  so  lässt  es  sich  direct  nicht  in  den  deutschen  Schulunterricht  über  Physik 
einreihen,  wohl  aber  lehrt  es,  dass  Theorie  und  Praxis  Hand  in  Hand 
gehen  sollen,  falls  der  Unterricht  mit  Erfolg  gekrönt  sein  soll. —  Apparate 
und  Theorie  der  Versuche  werden  jeweils  zuerst  mitgetheilt,  daran  knüpfen 
sich  Aufgaben ,  deren  Lösung  oft  nach  mehreren  Methoden  angegeben  wird. 
Gleichsam  die  Einleitung  bilden  die  vorbereitenden  Messungen ,  die  sich  auf 
Längen-  und  Winkelme&sungen ,  sowie  auf  Gewichtsbestimmungen  erstrecken. 
Der  Elektrostatik ,  dem  Magnetismus ,  der  Berührungselektricität  sind  grössere 
Capitel  gewidmet.  Der  Wichtigkeit  des  Tangentengalvanometers,  der  Mes- 
sung von  Widerständen  und  des  Quadrantgalvanometers  wird  durch  beson- 
dere Capitel  Rechnung  getragen.  Den  Anhang  bilden  die  Preisverzeichnisse 
von  Apparaten  und  Materialien ,  sowie  die  Aufzählung  der  nothwendigsten 
Werkzeuge  und  die  Angabe  der  Erfordernisse  eines  physikalischen  Schul- 
laboratoriams.  Dem  deutschen  Handfertigkeitsunterricht  ftlr  Schüler  unserer 
Gymnasien ,  wie  er  privatim  schon  in  manchen  Städten  ertheilt  wird ,  dürfte 
das  vorliegende  Buch  als  die  Grundlage  einer  gediegenen  Erweiterung  dienen. 

B.  Nbbbl. 

H.  Helmholtz,  Ueber  die  Erhaltung  der  Kraft.  Ostwald's  Klassiker  der 
exacten  Wissenschaften.  Nr.  1.  60  S.  Leipzig  1889,  Verlag  von 
W.  Engelmann.  Preis  80  Pf. 
Es  ist  ein  gutes  Zeichen  unserer  Zeit ,  den  Errungenschaften  auf  natur- 
wissenschaftlichem Gebiete  eine  möglichst  grosse  Verbreitung  zu  verschaffen, 
einmal  um  den  Sinn  fUr  die  Naturwissenschaften  mehr  zu  wecken,  sodann 
um  das  Studium  derselben  in  jeder  Beziehung  zu  erleichtern.  Diesem  Streben 
verdanken  wir  eine  grosse  Reihe  der  gediegensten  Werke  älterer  Forscher, 
nen  aufgelegt  oder  auch  aus  fremden  Sprachen  ins  Deutsche  übertragen. 
Derartige  Ausgaben  sind  ihrer  Vollständigkeit  wegen  nur  für  die  eigent- 
lichen Fachleute  bestimmt,  während  einzelne  Arbeiten  darin,  die  auch  für 
ein  weiteres  Publicum  von  Interesse  sind,  durch  den  relativ  hohen  Preis 
des  Ganzen  nicht  die  berechtigte  Verbreitung  finden.  Diesem  Mangel  soll 
durch  die  Herausgabe  von  Ostwald's  Klassikern  der  exacten  Wissenschaften 
abgeholfen  werden.    Die  allgemeine  Redaction  liegt  in  der  bewährten  Hand 
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des  auf  dem  Gebiete  der  physikalischen  Chemie  rühmlichst  bekannten 
Professors  Ostwald,  welcher  für  die  Leitung  der  einzelnen  Zweige  der 
exacten  Wissenschaften  hervorragende  Persönlichkeiten  gewonnen  hat.  Der 
Verleger  hat  Alles  aufgeboten,  um  die  AnschafFnng  der  Klassiker  Jedem 
zu  ermöglichen;  der  Preis  für  den  Druckbogen  beträgt  nur  16 — 20  Pf., 
jede  Abhandlung  bildet  ein  Heft,  welches  nur  in  Leinwand  gebunden  aus- 
gegeben wird.  Es  war  ein  glücklicher  Gedanke  der  Bedaction,  mit  der 
Helm  hol  tz'schen  Arbeit  über  die  Erhaltung  der  Kraft  dieses  Unternehmen 
zu  beginnen;  denn  sie  bildet  das  Fundament  der  exacten  Natnrforschang 
und  verdient  daher  in  den  weitesten  Kreisen  verbreitet  zu  werden.  —  Was 
die  Abhandlung  selbst  betrifft;  so  erschien  dieselbe  als  Brochare  im  Jahre 
1847  und  wurde  von  Helmholtz  mit  Anmerkungen  versehen,  als  er  sie 
im  Jahre  1882  bei  der  Herausgabe  seiner  wissenschaftlichen  Abhandlungen 
abdrucken  Hess.  Die  vorliegende  Ausgabe  ist  ein  genauer  Abdruck  von  dem 
Original,  mit  Angabe  der  Seitenzahlen,  welche  ebenfalls,  auf  den  beson- 
deren Wunsch  von  Helmholtz,  mit  den  oben  genannten  Anmerkungen 
ausgestattet  wurde. 

Der  Inhalt  zerfällt  in  sechs  Abschnitte,  wovon  in  dem  ersten  auf  in- 
directe  Weise  das  Princip  von  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  bewiesen 
wird,  während  der  zweite  sich  mit  dem  Nachweis  von  dem  Piincip  von  der 
Erhaltung  der  Kraft  beschäftigt.  Der  dritte  Theil  bringt  die  Anwendung 
des  Princips  in  den  mechanischen  Theoremen,  und  die  drei  letzten  handebi 
von  dem  KrafUlquivalent  der  Wärme,  der  elektrischen  Vorgänge,  des  Magne- 
tismus und  Elektromagnetismus.  ^  Nbbel. 

0.  Beoknagel,  Joh.  Chr.  Walberer's  Anfiuigtgrflnde  der  Mechanik  fetter 
Körper,  mit  vielen  üebungsaufgaben  zum  Schulgebrauche  an  Ojm- 
nasien   und   verwandten  Lehranstalten.     6.  Aufl.     München    1889, 
Verlag  von  Th.  Ackermann.     178  S. 
Die  vorliegende  sechste  Auflage  ist  eine  Neubearbeitung  von  Walbe- 
rer's  Anfangsgründen  der  Mechanik  fester  Körper.     Nach  einer  kurzen  Ein- 
leitung,  in  welcher  einige  Grundbegriffe  festgestellt  werden,  wird  zu  der 
Statik  übergegangen,  welche  den  ersten  Theil  umfasst  und  wiederum  in 
sechs  Capitel   zerfällt.     Der  zweite,  kürzere  Theil  behandelt  die  Dynamik, 
welche  in  drei  Capitel  gegliedert  ist     Der  dritte  Theil  ist  einer  grossen 
Zahl  von  Aufgaben  gewidmet.     Leider  sind  die  Lösungen,  d.  h.  die  Zahlen- 
werthe  nicht  beigegeben ,  so  dass  der  Schüler,  welcher  privatim  sich  einübt, 
kein  Criterium  für  die  Bichtigkeit  besitzt,  während  der  Lehrer  aus  der  Be- 
handlung der  von  ihm  gestellten  Aufgaben  sofort  ersieht,  ob  die  Lösung 
blos  abgeschrieben  ist  oder  nicht.     Weshalb  auf  S.  26  flgg.  x  mit  einem 
Strich  versehen  Wurde,  x^^  x^j  ...  dagegen  nicht,  ist  nicht  recht  erklär- 
lich.    Sehr  anzuerkennen  ist,  dass  Verf.  bei  den  Einheiten  der  Kraft  und 
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der  Masse  das  (7(r 5- System  einftilirt  und  klar  hervorhebt  den  Unterschied 
zwischen  der  neuen  und  alten  Krafteinheit;  zu  bedauern  ist,  dass  bei  der 
Arbeit  das  absolute  Maasssjstem  gar  nicht  mehr  erwShnt  wird.  Ohne  grosse 
Anstrengung  machen  sich  die  Schüler  mit  Hilfe  des  vorliegenden  Buches 
die  Grundzüge  der  Mechanik  fester  Körper  zu  eigen,  wozu  wesentlich  die 
übersichtliche  Darstellung  des  Stoffes  und  die  deutlichen,  gut  ausgeführten 
Figuren  beitragen  werden.  Sicherlich  wird  dasselbe  bei  dem  Unterricht  in 
Gymnasien  allenthalben  gerne  Verwendung  finden.  ^  Nebel 


E.  GEiQENMÜLLeB,  Dlo  Anfangsgründe  der  theoretischen  Mechanik  mit 
Anwendungen  auf  Maschinen ;  zugleich  als  Sammlung  von  Beispielen 
und  Uebungsaufgaben,    mit  den  einfachsten  mathematischen  Hilfs- 
mitteln  für   technische  Fachschulen ,  Werkmeisterschulen   und  zum 
Selbststudium  bearbeitet.     198  S.    Mittweida  1889^  Verlag  der  poly- 
technischen Buchhandlung  von  B.  Schulze.     Preis  3  Mk.  60  Pf. 
Dass  Verf.  unter  den   zahlreichen  Lehrbüchern   der  Mechanik   keines 
finden  konnte,   welches  den  Anforderungen  einer  Werkmeisterschule   voll- 
kommen gerecht  wird,  ist  leicht  begreiflich;  denn  derartige  Verhältnisse 
sind  den   meisten  anderen  Schulen  durchaus  fremd.     Die  vorliegende  Me-^ 
chanik  macht  ganz  den  Eindruck,  als  ob  Verf.  das  Richtige  getroffen  hat^ 
da  sich  den  kurzen  Erläuterungen  unmittelbar  stets  eine  Beihe  von  Bei- 
spielen  anschliessen,   die   vielfach  der  Praxis  entnommen  sind  und  deren 
Lösung  sofort  beigedruckt  ist.     Gewiss  wird  dieses  Buch  bei  den  betreffen- 
den Schülern  beliebt  sein.     Von  des  Verfassers  Standpunkt  aus  ist  wohl 
der  Titel  „Theoretische  Mechanik **  ganz  berechtigt,  indessen  wäre  das  Wort 
„theoretisch^  besser  weggeblieben,  da  man  unter  „theoretischer  Mechanik^ 
doch  etwas  Anderes  versteht,  wenn  dieses  Buch  mit  anderen  Lehrbüchern 
der  Mechanik  verglichen  wird.     Die  Ausdrucksweise  erscheint  an  einigen 
Stellen  verbesserungsfUhig,  z.  B.  S.  154:    „welche  den  Körper  aus  länge- 
rem (!)  Buhezustand  in  Bewegung  versetzt^.     Zum  Mindesten  eigenthümlich 
ist  es,   dass  Verf.  S.  172  Aufg.  350  „Zirka*'   statt  Circa  schreibt  —  Die 
nöthigen  Figuren  enthalten  zwei  dem  Buche  beigefügte  Tafeln. 

B.  Nebel. 


M.  ZwBBOEB,    Der  Sohwingnngsmittelpunkt  znsanunengesetster  Pendel. 

Historisch -kritische  Untersuchung  nach  den  Quellen  bearbeitet.    Mit 

1  Figurentafel.     München  1889,  Verlag  von  J.  Lindauer  (Schöpping), 

129  S. 

Verf.  hat  sich  der  löblichen  Aufgabe  unterzogen,  die  Entwickelungs- 

geschichte  specieller  Probleme  der  Mechanik  festzustellen  und  die  betreffen- 
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den  Arbeiten  und  Ansichten  darüber  einer  kritischen  Beartheilnng  zn  unter, 
werfen.  Durch  derartige  Arbeiten  wird  nicht  nur  das  Studium  der  Ge- 
schichte der  Physik  wesentlich  erleichtert,  sondern  es  wird  dadurch  auch 
der  Forscher  auf  dem  betreffenden  speciellen  Gebiete  bezüglich  der  Literatur 
sehr  schnell  und  eingehend  orientirt,  was  für  ihn  eine  grosse  Zeiterspar- 
niss  ist.  —  Zu  wünschen  wäre  nur,  dass  derartige  Bücher  in  gleichem 
Format  und  in  demselben  Verlage  erscheinen  würden,  wodurch  die  physi- 
kalische Forschung  ungemein  gefördert  würde.  ^  Nebbl 


W.  Jordan,  Handbnch   der  Vermessungskunde.     Dritte  verbesserte  und 
erweiterte   Auflage.      Stuttgart    1888,    Verlag    von   J.  B.  Metzler. 
I.  Band:    Ausgleichungsrechnung   nach   der   Methode   der   kleinsten 
Quadrate.     361   S.    Preis  7  Mk,  30  Pf.     IL  Band:  Feld-  und  Land- 
messung.    698  S.  mit  55  S.  Hilfstafeln  im  Anhang.     Preis  14  ML 
70  Pf. 
Sehr  anzuerkennen  ist  das  unermüdliche  Bestreben  des  Verfassers,  seine 
Werke   durch  Umarbeitung  und  Erweiterung  zu  yervoUkommnen.     Der  ge- 
sammte  Inhalt  soll  sich  nunmehr  auf  drei  Bände  erstrecken,   wovon  der 
letzte  Band   noch  aussteht.     £in  glücklicher  Gedanke  war  es,   den  ersten 
Band:   Ausgleichungsrechnung,   nach  der  Methode   der  kleinsten   Quadrate 
derartig  zu  behandeln,   dass  er  ein  Ganzes  für  sich  bildet  und  als  solches 
auch  von  der  Verlagsbuchhandlung  einzeln  abgegeben  wird.    Infolge  dessen 
kann  derselbe  auch  von  Nichtgeometern  mit  Vortheil  benützt  werden ,  wenn- 
gleich die  zahlreichen  Beispiele  nur  der  praktischen  Geometrie  entlehnt  sind. 
Nach  einem  kurzen  üeberblick  über  die  Geschichte  der  Methode  der  klein- 
sten Quadrate  folgt  die  allgemeine  Theorie  der  kleinsten  Fehlerquadraisumme. 
Der  trigonometrischen  Punkteinschaltnng  und  der  Ausgleichung  der  Trianga- 
lirungsnetze   sind  je  besondere  Capitel  gewidmet     Ehe  zu  der  Theorie  der 
Genauigkeit  der  geodätischen  Punktbestimmung  übergegangen  wird ,  erföhrt 
das  Gesetz   der  Fehlerwahrscheinlichkeit  eine  eingehende  Behandlung.    Die 
vier  Tabellen,  welche  den  Anhang  bilden,  tragen  dazu  bei,  diesen  ersten 
Band  in  der  Praxis  unentbehrlich  zu  machen. 

Der  zweite  Band  umfasst  die  eigentliche  Feld-  und  Landmessung. 
Nicht  nur  werden  die  einzelnen  Methoden  gründlich  erläutert  und  mit  ein- 
ander verglichen ,  sondern  auch  die  dazu  nöthigen  Messinstrumente  ausf&br 
lieh  beschrieben  und  deren  Leistungsfähigkeit  hervorgehoben.  Die  zahl- 
reichen der  Praxis  entnommenen  Beispiele  geben  Aufschluss  über  die  Ver- 
wendbarkeit der  vorgetragenen  Methoden. 

üeberall  macht  sich  die  grosse  Erfahrung  des  Verf.  bemerkbar.  Bei 
der  Fülle  des  Materials  würde  es  hier  zu  weit  führen,  wollten  wir  auf  den 
Inhalt  des  Buches  näher  eingehen.  Wünschenswerth  ist,  dass  auch  der 
dritte  Band  möglichst  bald  erscheine.  ^  Nebel. 
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L.  HuEBNBB,  Beitrag  zür  Entwickelnngsgesohichte  der  Lehre  von  der 
Capillarität.     Programm  des  evangel.  Gymnasiums  zu  Schweidnitz. 
Schweidnitz  1889,  Druck  von  Otto  Maisei.     19  S. 
In  dem  speciell  geschichtlichen  Theile  beleuchtet  der  Verf.  insbesondere 
die  theoretischen   Arbeiten   von   Clairaut,    La  place  und  Poisson   und 
wendet    sich   dann   der  Gauss'scben  Theorie  zu,    die   von  F.  Neumann 
vielfach    erweitert  worden  ist.     Der  zweite  Theil  enthält  die  durch  die  Be- 
obachtung gewonnenen  Resultate,  die  zur  Bestätigung  der  Theorie  wesent- 
lich beigetragen  haben.     Die  wichtigsten  literarischen  Erscheinungen  werden 
in   chronologischer   Reihenfolge  mitgetheilt,    wobei  bemerkt  werden   muss, 
dass  die  in  Poggendorff's  Annalen  erschienenen  Aufsätze  hier  nicht  auf- 
geftlhrt  wurden,  da  sie  in  dem  1888  erschienenen  Sachregister  übersichtlich 
zusammengestellt    sind.      Der   letzte   Theil   umfasst   die   Entwickelung   der 
Capillarität   seit   dem  Jahre    1880,   insbesondere  die   Arbeiten  von  Volk- 
mann,  Quincke  und  deren  Schülern.    Der  Verf.  hat  die  einzelnen  Arbeiten 
einer  kritischen  Betrachtung  unterzogen  j""  die  Mängel  derselben  hervorgehoben 
und    darauf   hingewiesen,    in  welcher  Richtung    weiter  zu  arbeiten  wäre. 
Leider  fehlt  es  noch  an  einem  ebenso  exacten,   als  ausgedehnten  Beobach- 
tungsmaterial,  was  mit  der  Schwierigkeit  der  Ausführung  derartiger  Mes- 
sungen zusammenhängt 

Der  Verf.  hat  sich  durch  die  vorliegende  Arbeit  sicher  den  Dank  und 
die  Anerkennung  eines  Jeden  erworben,  der  genGthigt  ist,  sich  auf  dem 
Gebiete  der  Capillarität  zu  orientiren.  ß^  Nebel 


Lbonhardt,  Beiträge  snr  Kenntniss  des  Gay- Lnssao'schen  Gesetzes.  Ab- 
handlung zum  Jahresbericht  des  Herzogl.  Friedrichs  -  Realgymnasiums 
zu  Dessau  für  das  Schuljahr  1888/89.  Programm  Nr.  643.  1889. 
Verf.  geht  von  dem  schon  von  Bosscha  ausgesprochenen  Gedanken 
aus,  dass  die  Ausdehnung  flüssiger  Körper  für  jeden  Grad  Erwärmung  um 
denselben  Bruchtheil  des  jedesmaligen  Volumens  zunehme.  Mathematisch 
drückt  sich  dieses  Gesetz  in  der  Form  vt^v^e^^  aus,  während  bisher  das 
Gay-Lussac'sche  Gesetz  Vt=Vf^{l+af)  zur  Anwendung  kam.  Dieses 
Gesetz  der  absolut  gleichen  Ausdehnung  wird  nun  mit  dem  obigen  Gesetz 
der  relativ  gleichen  Ausdehnung  an  den  von  Regnault  für  Quecksilber 
gewonnenen  Zahlen  verglichen,  wobei  das  letztere  Gesetz  eine  grössere 
Wahrscheinlichkeit  für  seine  Richtigkeit  erlangt,  zumal  auch  die  aus  der 
Ausdehnung  des  Quecksilbers  berechneten  Temperaturen  eine  genauere  Ueber- 
einstimmung  mit  den  Temperaturen  nach  dem  Luftthermometer  ergeben. 
Dasselbe  gilt  auch  bezüglich  der  berechneten  Volumina.  Die  gleichen  Be- 
lohnungen werden  auch  bei  dem  geschmolzenen  Schwefel  und  Phosphor 
angestellt,  indessen  sind  die  Beobaohtungsdaten  in  der  Nähe  der  Schmelz- 
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temperatur  gelegen  und  ausserdem  nur  in  geringer  Zahl  vorhanden,  so  dass 
das  Resultat  nicht  so  eclatant  ausfällt,  wie  bei  dem  Quecksilber.  Ffir  das 
Gesetz  der  relativ  gleichen  Ausdehnung  spricht  auch  die  Aehnlichkeit  in 
dem  Oange  der  Ausdehnungscoefficienten  und  der  specifischen  Wärme,  sowie 
die  durch  das  Gewichtsthermometer  gefundene  Constanz  in  den  Ausdehnungs- 
coefficienten der  Luft  auch  in  höheren  Temperaturen.  Obwohl  die  Aas- 
dehnung der  Flüssigkeiten  bei  höheren  Temperaturen  noch  eine  grössere  ist, 
als  die  aus  dem  Gesetz  der  relativ  gleichen  Ausdehnung  gefolgerte,  so  ist 
doch  der  unterschied  wesentlich  geringer,  als  derjenige,  welcher  sich  nach 
dem  Gesetze  der  absolut  gleichen  Ausdehnung  ergiebt  Leider  existiren 
nicht  weitere  zuverlässige  Beobachtungen  über  die  Ausdehnung  einfacher 
Elemente,  so  dass  es  dem  Verf.  nicht  vergönnt  ist,  jetzt  schon  die  Ent- 
scheidung zu  Gunsten  des  Gesetzes  der  relativ  gleichen  Ausdehnung  end- 
giltig  treffen  zu  können.  g  Nbbel 


Lehrbuch  der  analytischen  Mechanik  von  8.  D.  Poisson,  deutsch  heraus, 
gegeben  und  mit  einem  Anhang  versehen  von  Dr.  August  Pfanr- 
STIEL.    Dortmund,  Verlag  von  H.  Meyer.     1888. 
Es  ist  weiter  die  2.-4.  Lieferung  erschienen.    Eingehendere  Besprech- 
ung nach  Abschluss  des  Uebersetzungswerkes«  Crakz 


Dr.  Otto  Bausbnbbrger,  Lehrbuch  der  analytisohen  Mechanik.    2«  Bd.: 
Mechanik  der  zusammenhängenden  Körper.     Leipzig,  Teubner. 

Von  dem  Werke,  dessen  erster  Theil  früher  besprochen  wurde,  liegt 
nunmehr  auch  der  zweite  Theil  vor.  Hier  handelte  es  sich  um  mehr  phy- 
sikalische Probleme,  und  eine  Hauptschwierigkeit  lag  in  der  geeigneten 
Auswahl  unter  den  zahlreichen  Partien  der  auf  Physik  angewandten  Mechanik. 
Man  muss  zugeben ,  dass  diese  Auswahl  des  Verfassers  eine  durchaus  glflck- 
Hche  ist  gegenüber  dem  Zwecke,  den  sich  derselbe  bei  Abfossung  des 
Werkes  gesetzt  hat,  ein  Lehrbuch  der  Mechanik  für  die  Anflüiger  unter 
den  Studirenden  zu  schreiben. 

Die  Abschnitte  des  zweiten  Bandes  enthalten  der  Reihe  nach:  die 
Mechanik  der  unelastisch  festen  Körper;  die  Mechanik  der  elastisch  festen 
Körper,  wobei  die  Elemente  der  Wellenlehre  abgehandelt  werden;  ferner  die 
Hj^dromechanik  und  die  Aöromechanik.  Eine  nähere  Aufz&hlung  der  behan- 
delten Probleme  möge  unterbleiben  und  statt  dessen  auf  die  klare  und 
leicht  fassliche  Darstellungsweise  rühmend  aufmerksam  gemacht  werden, 
welche  an  gewisse  französische  Muster  erinnert. 

Um  von  Einzelheiten,  die  uns  während  der  Lecture  aufgestossen  sind, 
nur  einige  wenige  zu  erwähnen,  so  hätten  wir  im  Interesse  der  Studirenden 
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technischer  Hochschulen,  besonders  der  Elektrotechniker  und  Ingenienre^ 
ein  kurzes  Eingehen  auf  die  WSrmeleitang  bei  (Gelegenheit  der  partiellen 
Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  gewünscht,  femer  eine  etwas  an- 
dere Behandlung  der  Axiome  der  Mechanik;  endlich  ist  Referent  der  Ansicht, 
dass  es  eine  statische  Theorie  von  Ebbe  und  Eluth  in  dem  Sinne  des 
Herrn  Verfassers  nicht  geben  kann.  Wenn  Mond  und  Erde  nicht  in  be- 
schleunigter Bewegung  gegen  einander  begriffen  gedacht  werden,  sondern 
in  relativer  Buhe«  so  Ittsst  sich  der  Fluthberg,  welcher  auf  der  dem  Monde 
abgewandten  Seite  der  Erde  entsteht,  nicht  erklären.  Becensent  stimmt 
hierin  mit  Herrn  E.  Mach  völlig  ttberein.  Dies  sind  jedoch  Einzelheiten, 
welche  dem  Werth  des  Ganzen  wenig  Abbruch  zu  thun  vermögen,  und  wir 
wollen  nicht  versäumen,  die  Studirenden  auf  vorliegendes  Werk  zur  Ein- 
führung in  die  analytische  Mechanik  empfehlend  aufinerksam  zu  machen. 

Cranz. 


Lehrbuch   der  Geometrie  für  Gymnasien  und  höhere  Lehranstalten.     Von 
Prof.  Dr.  F.  W.  Fisoheb  in  Kempen.    Drei  Theile  in  einem  Bande: 
Planimetrie  —  Stereometrie  —  Ebene  und  spärische  Trigonometrie. 
2.  Ausgabe.    Mit  vielen  ~in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten.    Frei- 
burg i.  Br.;  Herder'sche  Yerlagsbuchhandl.    1887.    Preis  5  Mk.  20  Pf. 
Das  Buch  macht  durch  weise  Beschränkung  des  Lehrstoffes ,  durch  über- 
sichtlichen Druck,  durch  zweckmässige  Einlage  und  Vorbereitung  von  Auf- 
gaben, endlich  durch  correcte  Zeichnung  der  Figuren  einen  günstigen  Ein- 
druck.    Um  so  weniger  haben  wir  Veranlassung,  mit  einigen  Ausstellungen 
zurückzuhalten,  die  dem  Werthe  des  Buches  übrigens  keinen  Abbruch  thun. 
Völlig  verfehlt  ist  S.  13  der  bekannte  Hauptsatz  über  die  Parallelen. 
QJ  und  HC  sind  nach  Voraussetzung  parallel,  QA  liegt  zwischen  GJ  und 
B.0  und  muss  gegen  HC  convergiren.    Einem  solchen  Verfahren  gegenüber 
kann  man  doch  kaum  etwas  Anderes  thun,   als   auf  irgend  eine  Lebens- 
beschreibung von  Gauss  und  das  Jahr  1792  verweisen  und  dabei  bemerken, 
dass  seit  1792  beinahe  100  Jahre  verflossen  sind. 

Der  Kreis  tritt  verhältnissmässig  spät  auf.  Die  vom  Verfasser  so  an- 
sprechend behandelten  Aufgaben  S.  26  flgg.  hätten  ihm  dafür  ein  Fingerzeig 
sein  können.  Gern  hätten  wir  dem  Verfasser  den  Satz  geschenkt,  dass 
durch  zwei  Punkte  unzählig  viele  Kreise  möglich  sind.  Ebenso  ist  die  Pro- 
portionalität der  Strecken  und  Flächen  S.  87  und  101  viel  zu  breitspurig 
behandelt.  Solche  Weitläufigkeiten  ermüden  den  Schüler,  werden  auswendig 
gelernt  und  dann  vergessen.  Selbständige  Thätigkeit  des  Lernenden  ist 
dabei  so  gut  wie  unmöglich.  Zugleich  liefern  solche  veraltete  Bestandtheile 
des  Euklidischen  Wunderbaues  gewissen  Eiferern  den  geeigneten  Angriffs- 
punkt. —  Schön  ist  die  Transversalentheorie ,  welche  den  Pascal'schen 
l^hrsatz  enthält,  ebenso  die  Lösung  des  Tactionsproblems  nach  Steiner. 
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Was  über  die  Irrationalität  von  n,  gesagt  wird ,  ist  nach  dem  jetzigen  Stand- 
punkte der  Wissenschaft  nicht  mehr  genügend. 

In  der  Stereometrie  zeigt  der  Verfasser  ebenfalls  ein  glückliches 
Geschick  in  Auswahl  und  Anordnung  der  Lehrsätze.  Die  Hineinziehung  der 
Kegelschnitte  hat  uns  hier  ebenso  gefallen,  als  uns  die  langweiligen  Sätze 
über  die  Kugel  mit  dem  widersinnigen  Beisatze  „Beweis  leicht"  mi gefallen 
haben.  Die  Aufgaben  gehen  über  den  herkömmlichen  Schatz  nicht  hinaus, 
doch  finden  sich  einige  recht  ansprechende. 

In  der  Trigonometrie  hat  der  Verfasser  die  bekannte  Schwierig- 
keit, welche  die  rein  geometrische  Erklärung  nach  sich  zieht,  wohl  erkannt 
Allein  der  von  ihm  gewählte  Weg  fQhrt  ihn,  wie  alle  Anderen,  welche 
diesen  Weg  einschlagen ,  bei  Ableitung  der  Additionstheoreme  in  ein  wahres 
Domgestrüpp  von  Formeln.  Ganz  verfehlt  ist  auch  die  Ableitung  der  Mol 
tiplicationsformeln ,  wobei  der  Verf.  zum  Schlüsse  selbst,  ohne  es  zu  beab- 
sichtigen, auf  die  einzig  richtige  Methode  verweist.  Die  Ableitung  und 
Behandlung  der  Grundaufgaben  geschieht  mit  löblicher  Strenge.  Unter  den 
Aufgaben  finden  wir  die  Sonnenuhr  recht  ansprechend  und  ausführlich  be- 
handelt. 

Die  sphärische  Trigonometrie  ist  recht  inhaltsreich  und  dabei  klar  und 
kurz  dargestellt 

Im  Anhange  finden  wir  einige  unendliche  Reihen ,  deren  Kenntniss  dem 
Abiturienten  nicht  vorenthalten  werden  sollte,  da  erst  durch  diese  Reihen 
eine  völlige  geistige  Beherrschung  der  logarithmischen  und  trigonometrischen 
Tafeln  gegeben  wird.  Hier  im  Anhange  begegnen  wir  denn  auch  endlich 
dem  Mo  i  vre 'sehen  Lehrsatze  nebst  schönen  Anwendungen,  welche  das 
Verhalten  der  trigonometrischen  Functionen  in  den  verschiedenen  Quadranten 
für  den  Lernenden  aus  dem  dumpfen  Bereiche  des  todten  Wissens  heraas- 
zuheben  einzig  geeignet  sind.  Der  Verfasser  hat  auf  die  Einführung  des 
Moi  vre 'sehen  Satzes  genau  an  der  richtigen  Stelle  S.  30  selbst  verwieseOf 
leider  ohne  diese  Absicht 

Coesfeld,  im  Januar  1890.  K.  Schwbrimo. 


Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie,  nebst  einer  Sammlung  von  800  TTebungs- 
aufgaben  zum  Gebrauche  an  höheren  Lehranstalten  und  beim  Selbst- 
studium von  Dr.  Carl  Spitz.  9.  verbesserte  und  vermehrte  Aufl. 
Mit  251  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten.  Leipzig,  C.  F.  Win- 
ter'sche  Verlagshandlung.     1888.     Preis  3  Mk. 

Anhang  zu  dem  Lehrhuche  der  ebenen  Geometrie  von  Dr.  Carl  Spftz. 
Die  Resultate  und  Andeutungen  zur  Auflösung  der  in  dem  Lehr- 
huche befindlichen  Aufgaben  enthaltend.  9.  verbesserte  und  ver- 
mehrte Aufl.  Mit  112  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Leipzig, 
ebenda.     Preis  1   Mk.  50  Pf. 
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Man  kann  dem  Buche,  wie  auch  dem  Anhange  das  Zeugnisa  aus- 
stellen ,  dass  der  Verfasser  und  der  letzte  Bearbeiter  bemüht  gewesen  sind, 
den  herkömmlichen  Stoff  passend  zu  ordnen,  nach  OrundsStzen  zu  gliedern 
und  dabei  für  leichte  Aneignung  und  SelbstthStigkeit  des  Lernenden  ge- 
bührend Sorge  zu  tragen.  Da  das  Buch  auch  für  das  Selbststudium  be- 
stimmt ist,  so  bemerkt  man  beim  Vortrage  eine  gewisse  Ausführlichkeit, 
keineswegs  zum  Schaden  des  Buches,  —  S.  21  tritt  der  Hauptlehrsatz  aus 
der  Parallelentheorie  in  der  Fassung  auf:  Durch  eioen  Punkt  ausserhalb 
einer  Oeraden  Ittsst  sich  zu  dieser  nur  eine  Parallele  ziehen.  Der  „Beweis" 
stützt  sich  auf  Parallelbewegung  und  ist  soviel  werth,  wie  die  anderen 
sBe weise**  anderer  Lehrbücher  in  diesem  Falle  werth  zu  sein  pflegeu.  Der 
Verf.  hat  jedoch  ein  Heftchen  erscheinen  lassen,  um  die  Theorie  der  Paral- 
Iden  dem  Lehrer  nach  Boljai's  Grundsfttzen  vorzulegen.  Dies  Heftchen 
ist  dem  Referenten  nicht  zugänglich.  Indess  hat  ihn  eine  ziemlich  lange 
Erfahrung  gelehrt,  dass  didaktisch  kaum  etwas  Anderes  zulässig  ist,  als 
die  Einführung  des  obigen  Satzes  als  Grundsatz  oder  die  Ableitung  der 
Winkelsumme  des  Dreiecks  durch  Umschreiten.  Alle  anderen  Methoden 
sind  entweder  falsch,  oder  verhüllen  die  wirklich  vorhandene  Schwierigkeit 
—  auch  der  ümschreitungsmethode  hat  man  mit  Grund  diesen  Vorwurf 
gemacht  — ,  oder  sie  sind  für  den  doch  erst  im  Anfang  seiner  geometri- 
schen Bildung  befindlichen  Schüler  unerreichbar  und  dann  vom  ernstlichsten 
Schaden.  —  Die  Proportionalität  der  Strecken  und  Figuren  ist  zwar  in  her- 
gebrachter Weise  behandelt,  doch  deutet  der  Verfasser  ein  kürzeres  Ver- 
fahren S.  136  an.  Möge  dieses  kürzere  Verfahren  und  z^ax  im  Anschluss 
an  fortgesetzte  Decimaltheilung,  welche  doch  dem  Lernenden  ganz  beson- 
ders zugänglich  zu  sein  pflegt,  immer  mehr  zur  Alleinherrschaft  gelangen. 
Die  beigegebenen  Bechnungsaufgaben  sind  recht  ansprechend.  Die  letzten 
Abschnitte  des  Buches,  welche  sich  mit  Pol,  Polare,  Doppelverhältniss, 
Involution  u.  s.  w.  befassen  und  die  Sätze  von  Pascal,  Carnot  u.  s.  w. 
enthalten,  sind  durchaus  lobeuswerth.  Wenn  es  gestattet  ist,  eine  Kleinig- 
keit zu  bemängeln ,  so  sind  es  die  Producte  der  Strecken  beim  Ceva  -  Mene- 
laischen  Satze.  Wir  würden  diese  unfassbaren  Dinge  durch  Theilverhält- 
nisse  und  zwar  ohne  Vorzeichen  genommen,  also  durch  innere  und  äussere 
Theilverhältnisse  ersetzen. 

Der  Anhang  leistet,  soweit  wir  uns  überzeugen  konnten,  wirklich,  was 
er  verspricht:  er  bereitet  die  Aufgaben  wirksam  zur  Lösung  vor. 

Coesfeld,  im  Januar  1890.  K.  Schwerino. 


ItBhrbnch  der  ebenen  Trigonometrie  nebst  einer  Sammlung  von  630  Bei- 
spielen und  Uebungsaufgaben  zum  Gebrauche  an  höheren  Lehr- 
anstalten  und  beim  Selbststudium  von   Dr.   Carl  Spitz.     G.  ver- 
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besserte  und  vermehrte  Aufl.  mit  47  in  den  Text  gedruckten  Figuren. 
Leipzig,  C.  F.  Winter'sche  Yerlagshandlung.     1888.     Preis  2  Mk. 
Anhang  zum  Lehrbnche  n.  s.  w.     Besnltate  nnd  Andeutungen  zur  Anf- 
lösnng.     Preis  1  Mk. 

Mit  dem  Inhalte  und  der  Darstellung  des  vorliegenden  Lehrbuches 
können  wir  uns  im  Allgemeinen  einverstanden  erklfiren.  Die  Darstellung  der 
Dreiecksgrundaufgaben  ist  sogar  recht  schön«  Leider  müssen  wir  aber,  selbst 
auf  die  Gefahr  hin,  oft  Gesagtes  zu  wiederholen,  uns  durchaus  gegen  die 
Darstellung  des  Begriffes  der  trigonometrischen  Functionen ,  wie  er  uns  hier 
und  in  vielen  anderen  Büchern  entgegentritt,  erklären.  Man  geht  vom  Co- 
ordinatenbegriffe  aus  und  gewinnt  so  eine  Definition ,  welche  die  genannten 
Functionen  zeichenrichtig  für  Winkel  der  vier  Quadranten  erklärt.  Diese 
Definition  ist  schon  nicht  im  Stande ,  die  Functionen  negativer  Winkel  und 
solcher  Winkel,  welche  2n  übersteigen,  zu  erklären.  Es  muss  da  künst- 
lich nachgeholfen  werden,  üeber  diesen  Mangel  könnte  man  wegsehen,  da 
er  den  Lernenden  nicht  eben  zu  drücken  pflegt.  Aber  nun  kommen  die 
Additionstheoreme  und  unser  Buch  —  es  ist  das  eine  löbliche  Gründlich- 
keit —  unterscheidet  S.  30  ganze  zehn  Fälle,  die  der  Reihe  nach  erledigt 
werden.  Auch  der  Verf.  scheint  gefühlt  zu  haben,  wie  „schrecklich"  eine 
solche  Darstellung  eines  im  Grunde  genommen  doch  so  einfachen  Satzes  ist. 
Wenigstens  zeigt  er  in  einer  Anmerkung,  dass  man  durch  ein  Verfahren, 
welches  von  den  complezen  Zahlen  ausgeht ,  schneller  zur  allgemeinen  Her- 
leitung gelange.  —  Mein  Freund  V.  Schlegel  hat  es  freilich  ohne  dieses 
Mittel  schon  im  Jahre  1880  in  seinem  Lehrbuche  der  Trigonometrie  noeh 
viel  kürzer  und  einfacher  bewerkstelligt.  —  Wenn  S.  15  durch  vorgesetztes 
+  die  Doppeldeutigkeit  der  Quadratwurzel  bezeichnet  wird,  so  ist  das 
ebenso  überflüssig  wie  veraltet. 

Die  Aufgabensammlung  ist  reichhaltig  und  im  Anhange  sehr  zweck- 
mässig erläutert  Unter  den  Aufgaben  bemerkten  wir  mit  Vergnügen  die 
Malfatti'sche  und  die  Siebzehntheilung  des  Kreises.  Leider  konnten  wir 
der  im  Anhang  gegebenen  Lösung  dieser  letzteren  Aufgabe  keinen  Ge- 
schmack abgewinnen. 

Coesfeld,  im  Januar  1890.  K.  Schwbrino. 


Teztgleiöhungeii  geometrischen  Inhalts.    Für  den  Gebrauch  beim  Unter- 
richt entworfen  von  Dr.  Th.  Harmuth,  ord.  Lehrer  am  Königl.  Wil- 
helmsgjmnasium   in    Berlin.     Berlin,  Verlag  von  Julius  Springer. 
1888.     Preis  1  Mk.  20  Pf. 
Auf  58  Seiten   werden  eine  Menge  Aufgaben  vorgeführt,  welche  sieb 
theils  als  Berechnungsaufgaben  aus  Geometrie  und  Stereometrie  auffassen 
lassen,   theils   erst   durch  eine  geringere   oder  grössere  Mühe  den  Ansatz 
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einer  Gleichoiig  liefern.  Es  ist  im  Allgemeinen  nicht  zu  yerkennen,  dass 
in  solchen  geometrischen  üehnngen  mehr  mathematischer  Sinn  steckt,  als 
in  dem  alten  Haosrath,  der  sich  in  den  Sammlungen  als  „nicht  angesetzte 
Gleichung  **  zusammenfindet.  Manche  dieser  Aufgaben  entbehren  nicht  des 
historischen  Beizes,  da  man  ihren  ürbUdem  in  Indien  und  Griechenland, 
ja  in  Aegypten  begegnet.  Dennoch  möchten  sie  eben  ihrer  Künstlichkeit 
wegen  eher  dem  Missbrauche  ausgesetzt  sein,  als  ähnliche  Aufgaben,  welche 
der  Geometrie  entstammen.  —  unser  Buch  enthält  keine  Figuren  und  keine 
Andeutungen  zur  Lösung. 

Coesfeld,  im  Januar  1890.  E.  SoEnTVBRiNG. 


Bfttia  und  Begeln  dar  Arithmetik  und  Algebra,   nebst  Beispielen   und 
gelösten  Aufgaben.     Zum  Gebrauche  an   Baugewerkenschulen ,  Ge- 
werbeschulen u.  8.  w.  Yon  EL  WoiiFF,  Lehrer  an  der  E.  Baugewerken- 
schule  in  Leipzig.     Leipzig,  Druck  und  Verlag  von  B.  G.  Teubner. 
1888. 
Auf  102  Seiten  finden  wir  hier  die  Grundbegriffe  und  Lehren  der  Al- 
gebra  in   guter  Darstellung.     Besondere  Sorgfalt  ist   den  Aufgaben  und 
üebungsbeispielen  zugewandt.     Recht  zweckmässig  ist  die  Darstellung  der 
logarithmischen  Function  durch  eine  Zeichnung  und  die  auf  den  letzten  Seiten 
vorgefahrten  geometrischen  Anwendungen.     Die  Beispiele  und  Aufgaben  hat 
der  Verf.  laut  Vorrede  theils  selbst  ausgedacht,  theils  aus  der  bekannten 
Sammlung  yon  Heis  entnommen.    Auf  diese  Sammlung  wird  auch  im  Buche 
selbst  noch  besonders  verwiesen.  —  Was  der  Verf.  S.  92  unten  zum  Ver- 
ständnisse eines  negativen  Lösungswerthes  sagt,  ist  kaum  ausreichend. 
Coesfeld,  im  Januar  1890.  E.  Schwering. 


A.  Weilbb,  Nene  Behandlung  der  Parallelprojectionen  und  der  Axono- 
metrie.    Leipzig,  Verlag  von  B.  G.  Teubner.    1889.    VII  u.  210  S. 

Das  vorliegende  Buch  beabsichtigt  solchen  Lesern,  denen  die  einfach- 
sten Eenntnisse  in  der  descriptiven  Geometrie  geläufig  sind,  einen  auch  ttber 
die  Zwecke  der  Praxis  hinausgreifenden  Einblick  in  die  Theorie  zu  geben. 
Die  Begründungen  sollen  hierbei  möglichst  elementarer  Natur  sein.  Der  ganze 
Stoff  wird  in  sechs  Theilen  behandelt,  von  denen  der  dritte  und  der  vierte 
die  wichtigsten  sind. 

Im  ersten  Capitel  wird  mit  möglichst  einfachen  Mitteln  die  Parallel- 
projection  ebener  Gebilde  erörtert  Das  Hauptaugenmerk  wird  hierbei  auf 
die  ^Bechtwinkelpaare**  oder  „  gegenüberliegenden  **  Strahlen  gerichtet.  Die- 
selben entstehen  durch  die  Projection  von  rechten  Winkeln.  Nach  dem 
Satze  vom  Höhenpunkte  findet  man  mit  Hilfe  eines  vollständigen  Viereckes 

Httt^Ut.  Abthlff.  d.  ZeltMhr.  t  Math.  n.  Phyt.  XXXV,  4.  ^^1      r^r^n  1 1> 
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zu  jeder  Geraden  gegenüberliegende,  wenn  man  zwei  nicht  parallele  Becht- 
winkelpaare  der  Bildebene  kennt;  hierzu  ist  nur  das  Ziehen  von  Parallelen 
erforderlich.  Daran  schliesst  sich  die  Construction  eines  Kreisbildes  aus 
einem  Durchmesser  oder  aus  drei  Punkten »  sowie  das  Abtragen  und  Ver- 
gleichen Ton  Winkeln.  Die  Aufgabe,  einen  gegebenen  Winkel  zu  halbiren, 
schliesst  in  sich  die  andere,  eine  gegebene  Strecke  Ton  einer  Geraden  in 
eine  nicht  parallele  andere  zu  übertragen. 

Auch  der  Nachweis  einer  centrisch- affinen  Beziehung  zwischen  der 
Bildebene  und  anderen  zur  originalen  ähnlichen  wird  an  die  Betrachtung 
der  Beqhtwinkelpaare  angeschlossen.  Man  schneide  die  von  einem  Punkte  P 
der  Bildebene  ausgehenden  Bechtwinkelpaare  durch  die  willkürliche  An- 
schlussgerade g.  Die  Kreise,  welche  die  entstehenden  Strecken  zu  Durch- 
messern haben ,  schneiden  sich  in  zwei  hinsichtlich  g  symmetrisch  liegenden 
Punkten  Q  und  B ,  wie  hier  aus  Aehnlichkeitssätzen  gefolgert  werden  kann. 
Die  Ebene  der  Q  wie  die  der  JR  ist  ähnlich  zu  der  gegebenen ,  centrisch- 
a^n  zu  der  Bildebene.  Wird  g  zur  Schnittgeraden  beider  Ebenen,  so  ent- 
steht die  Ebene  der  Q  wie  die  der  B  durch  ümlegung  der  gegebenen  in 
die  Bildebene.  Der  erste  Theil  schliesst  mit  näherer  Betrachtung  der  cen- 
trisch -  affinen  Transformation. 

Nachdem  Herr  W.  im  zweiten  Theile  die  nöthigen  Sätze  über  das  ortho- 
gonale Trieder  entwickelt  hat,  behandelt  er  im  dritten  und  vierten  Capitel 
die  orthogonale  und  schiefe  Axonometrie  nach  einem  von  Herrn  Pelz 
ins  Auge  gefassten  neuen  Gesichtspunkte.  Sind  die  Projectionen  der 
Axen,  mit  dem  Ejreuzungspunkte  N^  sowie  ihre  Spuren  Xy  T^  Z  in  der 
Bildebene  gegeben,  so  ist  die  Lage  der  Coordinatenebenen ,  der  Grund-, 
Auf-  und  Seitenrissebenen  fixirt.  Jedes  Object  giebt  nun  zu  drei  Rissen  und, 
indem  auch  diese  projicirt  werden ,  zu  vier  Bildern  Veranlassung.  Liegen  zwei 
Ton  diesen  Bildern  vor  (das  des  Objects  und  seine»  Grundrisses) ,  so  ist  das 
Object  nach  Lage  und  Gestalt  yöUig  bestimmt.  Es  müssen  sich  also  Mes- 
sungen und  Constructionen,  die  im  Räume  möglich  sind,  in  der  Bildebene 
vollziehen,  beziehlich  ausdeuten  lassen.  Einzelne  Constructionen  von  dieser 
Art  hatte  für  orthogonale  Projectionen  bereits  Herr  Pelz  gegeben. 

Eine  Ebene  kann  durch  das  Bild  ihres  Spurendreiecks  charakterisirt 
werden.  Die  zur  Bildebene  parallelen  ergeben  unter  sich  ähnliche  spitt- 
winklige  Dreiecke,  welche  die  im  Allgemeinen  beliebigen  Bilder  der  Axen 
zu  Höhen  haben.  Das  entstehende  Bild  bleibt  ungeändert.  weiche  von 
diesen  parallelen  Ebenen,  die  durch  ihr  Spurendreieck  XTZ  fixirt  ist, 
man  auch  als  Bildebene  betrachtet.  Beschreibt  man  über  irgend  einer  Höhe 
des  Spurendreiecks,  z.  B.  über  ZU^  einen  Halbkreis  und  schneidet  ihn  mit 
der  Geraden,  die  parallel  zu  der  zugehörigen  Seite,  hier  zu  ZT,  durch  N 
gezogen  ist,  so  erhält  man  den  Distanzpunkt  D;  ND  ist  die  Entfernung 
des  Anfangspunktes  der  Coordinaten  Or  von  der  Bildebene.  Damit  aber 
der  Distanzpunkt  die  Ebene  eindeutig  fixire,  muss  man  den  erwähnten  Halb- 
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kreis  nach  der  einen  oder  der  andern  Seite  der  Höhe  annehmen,  je  nach- 
dem die  Bildebene  vor  oder  hinter  Or  liegt.  Die  Bildebene  ist  dann  fest- 
gelegt, wenn  ein  Punkt  in  derselben  gegeben  ist.  Man  findet  ihre  Spuren, 
wenn  man  eine  der  Geraden  zeichnet,  die  den  Punkt  enthalten  und  parallel 
zu  den  Spuren  der  Ebene  verlaufen. 

Hieran  schliesst  sich  unmittelbar  die  ümlegung  der  Geraden  g^  g  in  die 
Zeichnnngsebene.  Sind  für  die  Bildebenen  zweier  Punkte  J.,  Ä  und  B^  B 
B^  und  1>2  die  Distanzpunkte,  so  braucht  man  nur  NB^  und  NB^  auf  J.J? 
in  A  und  B  senkrecht  aufzutragen  und  zwar  nach  derselben  oder  nach  yer- 
schiedenen  Seiten ,  je  nachdem  B^  und  D,  auf  derselben  Seite  yon  N  liegen 
oder  nicht.  Die  Endpunkte  ^,  B^  der  genannten  Strecken  bestimmen  die 
gesuchte  Umlegung  in  die  durch  Or  gehende  Bildebene.  Soll  in  die  Bild- 
ebene mit  dem  Distanzpunkte  B  umgelegt  werden,  so  tritt  lediglich  B  für 
Jf  ein. 

Die  Hauptgerade  einer  Ebene,  in  welcher  sie  die  Bildebene  schneidet, 
ist  mit  Hilfe  ihrer  Spuren  in  den  Coordinatenebenen  leicht  zu  finden.  Die 
hierzu  senkrechten  Falllinien  sind  leicht  in  die  Bildebene  umzulegen,  weil 
ihre  Bilder  mit  dem  der  Hanptgeraden  rechte  Winkel  einschliessen.  Damit 
liegt  sofort  die  ümlegung  der  Ebene  vor,  ihr  Neigungswinkel  gegen  die 
Bildebene  u.  s.  w. 

Nachdem  Herr  W.  des  einzigen  bei  orthogonaler  Projection  möglichen  * 
Specialfalles  gedacht,  wendet  er  das  Vorige  auf  einige  Beispiele  an.  Es 
wird  die  Normalebene  fixirt,  welche  durch  einen  Punkt  zu  einer  Geraden 
sich  legen  lässt,  ferner  der  Neigungswinkel  zweier  Ebenen,  sowie  der  einer 
Geraden  gegen  eise  Ebene;  durch  zwei  Gerade  werden  die  parallelen  Ebenen 
gelegt;  endlich  wird  aus  dem  Bilde  eines  Kreises  seine  Ebene  bestimmt* 
Zuletzt  wird  der  Berührungskreis  des  Kegels  aufgesucht,  der  an  eine  durch 
Mittelpunkt  und  Radius  gegebene  Kugel  von  einem  Punkte  aus  sich  legen  iSsst. 

Im  vierten  Theile  zur  schiefen  Axonometrie  übergehend,  erörtert  Herr 
W.  zunächst,  wie  man  bei  gegebenen  Axenbildern  und  gegebenem  Spuren- 
dreieck der  Bildebene  sich  über  die  Richtung  der  projicirenden  Strahlen 
Orientiren  kann.  Ist  0  der  Kreuzungspnnkt  der  Axenbilder  und  N  der 
Höhenpunkt  des  Dreiecks  X  YZj  so  ist  NO  die  orthogonale  Projection  des 
projicirenden  Strahles,  der  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  Or  enthält. 
Constrnirt  man  wie  vorher  den  Distanzpunkt  der  Ebene  XTZ  und  trägt 
NB  senkrecht  auf  NO  bei  N  ab,  bis  (0),  so  ist  N0{0)  die  Umlegung 
des  Dreiecks,  welches  ans  dem  Scheitel  0^  seiner  Orthogonalprojection  N 
nnd  aus  0  besteht.  ON  ist  die  Fluchtlinie.  Geht  man  von  der  Bild- 
ebene P  zu  einer  parallelen  P^  über,  so  bleibt  das  Bild  ganz  ungeändert, 
der  Fnsspunkt  N  aber  geht  zu  einer  andern  Lage  Nj^  auf  ON  über, 
NN^  ist  zur  Zwischendistanz  beider  Ebenen  proportional.  Um  die  neue 
Bildebene  auf  die  alte  orthogonal  zu  projiciren,  hat  man  nur  an  jedem 
Punkte  der  zweiten  Zeichnung  nach  Grösse  und  Richtung  die  Strecke  N^N 
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anzutragen.  Diese  Bemerkung  gestattet  es  auch  bei  schiefer  Axonometrie 
mit  mehreren  Zeichnnngsebenen  zugleich  zu  operiren.  um  z.  B.  die  Gerade 
g,  g  auf  die  Bildebene  umzulegen,  suche  man  zu  zwei  Punkten  är^,  Gr'j; 
^s*  &'(  ^^®  Bildebenen  nach  dem  Verfahren,  das  bei  orthogonaler  Axono- 
metrie giltig  war.  Alsdann  trage  man  die  zugehörige  Distanz  IS^If^  nach 
Grösse  und  Richtung  yon  G^  bis  Gn  hin  ab ,  mache  auf  einer  Parallelen  zu  g 
O-nS  gleich  der  Zwischendistanz  di,»  fl^e  von  0-n  das  Loth  QnQ  auf  g  und 
trage  Q8  hei  Q  bis  {G)  senkrecht  auf,  so  ist  Gj(G)  die  ümlegung  der  Ge- 
raden in  die  Bildebene  yon  G^^  G\. 

Auch  die  Aufgabe,  die  Senkrechte  yon  einem  Punkte  auf  eine  Ebene 
zu  flQlen,  sowie  die  ümlegung  der  Ebene  auf  die  Zeichnungsebene  zu  ge- 
winnen und  die  Behandlung  des  Ereisbildes  können  auf  das  Princip  der 
beiden  Zeichnungsebenen  zurückgeführt  werden.  Nach  Kennzeichnung  der 
Art,  wie  man  bei  den  entstandenen  Bildern  sichtbare  von  nicht  sichtbaren 
Theilen  zu  trennen  hat,  geht  Herr  W.  auf  die  Specialfälle  ein,  welche  durch 
parallele  Lage  der  Bildebene  zu  einer  der  drei  Axen  oder  durch  Annahme 
der  Projectionsrichtung  in  einer  dieser  Axen  entstehen. 

Der  fünfte  Theil  handelt  yom  Zusanmienhang  von  Object  und  Bild  bei 
der  orthogonalen  Projection.  Ist  eine  Baumfigur  durch  o,  die  Projection  durch 
h  Bedingungen  gegeben,  so  sind  bei  fixirtem  Bilde  x  =  o  —  h  +  2  Beding 
ungen  verfügbar.  Dieses  Gesetz  wird  an  verschiedenen  Beispielen  erlfiuteri 
Der  wichtigste  Specialfall  ist  der,  dass  drei  von  einem  Punkte  ausgehende 
Gerade  als  Projectionen  eines  orthogonalen  Trieders  aufgeiasst  werden  können. 
Es  wird  bewiesen,  dass  die  Längeneinheiten,  welche  für  die  projicirten 
Axen  gelten,  in  den  Verhältnissen  eiie^ie^  angenommen  werden  können, 
wenn  sich  diese  Zahlen  wie  die  Seiten  eines  spitzwinkligen  Dreiecks  verhalten. 
Für  die  Winkel  zwischen  den  Axenbildem  werden  die  bekannten  Ausdrücke 
entwickelt. 

Haben  o  und  h  die  obenerwähnte  Bedeutung ,  so  sind  bei  schiefer  Axo- 
nometrie 0  +  4—1)  Bedingungen  am  Objecto  verfQgbar,  wenn  dessen  Bild 
vorliegt.  Hieraus  ergiebt  sich  ein  Hinweis  auf  Po  hl ke 's  Fundamentalsatz, 
indem  von  einem  Tetraeder,  dessen  Bild  ein  gegebenes  vollständiges  Viereck 
sein  soll,  noch  fünf  Bedingungen  verfügbar  sind;  dasselbe  kann  somit  zn 
einem  gegebenen  Tetraeder  ähnlich  angenommen  werden.  Als  eine  empfind- 
liche Lücke  des  Buches  muss  es  erscheinen,  dass  Herr  W.  sich  mit  diesem 
Hinweis  auf  den  Fundamentalsatz  begnügt,  ohne  einen  wirklich  befriedi- 
genden Nachweis  desselben  zu  reproduciren. 

Berlin,  im  März  1890.  Ernst  Eötteb. 


E.  BoBEK,  Einleitnng  in  die  projektivische  Oeometria  der  Ebene.  Nach 
Vorträgen  des  Herrn  C.  Küpper  bearbeitet  Leipzig,  Druck  und 
Vertag  von  B.  G.  Teubner.     1889.    VI  u.  210  S. 
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Die  Vorträge ,  welchen  das  vorliegende  Bach  seine  Entstehung  verdankt, 
waren  bestimmt,  in  äusserst  knapp  bemessener  Zeit  einen  üeberblick  über 
die  projectivische  Geometrie  zu  geben.  Massgebend  ist  daher  das  Streben 
nach  einer  möglichst  gedrängten  Darstellung.  Besonders  wird  darnach  ge- 
strebt, die  imaginären  Elemente,  soweit  sie  paarweise  auftreten,  möglichst 
bald  den  reellen  gleichzustellen.  Z.  B.  sind  die  verschiedenen  Arten  von 
Kegelschnittbttscheln  gleich  von  Anfang  an  zusammen  behandelt. 

Während  stofflich  natttrlich  nichts  Neues  geboten  wird,  treten  in  metho- 
discher Hinsicht  manche  Besonderheiten  hervor.  Projectivische  Gebilde  werden 
(I.  Capitel)  nach  älterer  Art  als  solche  Gebilde  definirt,  die  mit  perspecti- 
vischen  Gebilden  congruent  sind.  Dass  zwei  projectivische  Punktreihen 
Schnitte  eines  Strahlbttschels  werden,  wenn  irgend  zwei  homologe  Punkte 
derselben  zur  Deckung  gelangen,  wird  fOr  projectivisch- ähnliche  Punktreihen 
ans  Proportionssätzen  gefolgert  und  alsdann  mit  Hilfe  des  Desargu  es 'sehen 
Dreieckssatzes  für  den  allgemeinen  Fall  abgeleitet.  Hiermit  ist  der  üeber- 
gang  zum  Fundamentaltheorem  und  den  bekannten  Folgerungen  daraus 
g^feben.  Bei  ineinanderliegenden  „conlocalen**  projectivischen  Punktreihen 
entsprechen  je  zwei  Punkte  einander  wechselseitig,  sobald  die  Fluchtpunkte 
zusammenfallen;  es  wird  dies  aus  der  bekannten  metrischen  Relation 
(^Ä.Z^Ai  =  Constans)  geschlossen.  Nachdem  so  die  Punkiinvolution  ein- 
gefahrt  ist,  wird  der  Satz  vom  vollständigen  Viereck  bewiesen  und  mit 
Hilfe  der  „Deckelemente"  (Doppelpunkte)  der  Involution  die  Lehre  von  den 
harmonischen  Punktgruppen  begründet.  Dann  werden  die  für  Strahleninvo- 
lutionen  nöthigen  Modificationen  angeführt. 

Im  II.  Capitel  wird  die  coUineare  Beziehung  zwischen  zwei  Punktebenen 
erörtert  Affinität,  Aehnlichkeit  und  Congruenz  werden  als  Specialfölle  der 
coUinearen  Beziehung  erkannt.  Was  über  v.  St  au  dt 's  Entwickelungen  zum 
Fundamentaltheorem  und  seine  Definition  der  CoUineation  im  I.  und  II.  Ca- 
pitel gegeben  wird,  erscheint  dem  Referenten  nicht  ausreichend. 

Im  in.  Capitel  werden  die  Kegelschnitte  zunächst  als  coUineare  Bilder 
von  Kreisen  definirt.  Da  die  Entstehungsweise  des  Kreises  aus  oongruenten 
Strahlbüscheln  elementar  begründet  ist,  ergiebt  sich  ohne  Weiteres,  dass 
zwei  projectivische  Strahlbüschel ,  deren  Centren  auf  dem  Kegelschnitte  will- 
kürlich wählbar  sind,  denselben  erzeugen.  Hieran  schliessen  sich  die  be- 
kannten linearen  Constructionen.  Der  üebergang  zu  der  zweiten  Erzeugungs- 
weise erfolgt,  wie  üblich,  mit  Hilfe  des  eingeschriebenen  Viereckes  und 
des  zugehörigen  umgeschriebenen  Vierseites.  Bei  projectivischen  Gebilden 
auf  einem  Kegelschnitte  wird  die  Existenz  der  „Vervollständigungsaxe'' 
nachgewiesen,  der  Geraden,  auf  welcher  hc  und  cV  sich  schneiden,  sobald 
^  zu  h'  und  e  zu  c  homolog  ist  Hieraus  wird  beiläufig  auf  den  Pascal - 
sehen  Satz  geschlossen.  Aus  dem  Satze  von  der  VervoUständigungsaze  wird 
der  von  der  „  Polare  **  einer  Involution  durch  einen  Grenzübergang  gewonnen. 
Hieraus  folgt  dann  die  Existenz  des  Poles  der  Involution  und  der  Polare. 
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Er  ist  der  allen  Trägern  von  Involutionspaaren  gemeinsame  Pankt»  Mit 
der  Entwickelang  der  Polareigenschaften  und  des  Reciprocitätsgesetzes 
schliesst  das  III.  Capitel  ab. 

Im  IV.  Capitel  werden  die  imaginären  Elemente  eingeführt  und  die  be- 
kannten eindeutigen  Eegelsohnittconstructionen  durchgeführt.  Im  V.  Capitel 
wird  die  Bestimmung  der  Schnittpunkte  zweier  Kegelschnitte  an  die  Stei- 
ner'sehe  Verwandtschaft  angeknüpft,  zu  der  die  gemeinsamen  Paare  con- 
jugirter  Punkte  Veranlassung  geben.  Alle  Kegelschnitte ,  die  mit  einem  festen 
zu  derselben  St  ein  er 'sehen  Verwandtschaft  Veranlassung  geben,  gehören 
mit  ihm  zu  einem  BüscheL  Aus  der  fundamentalen  Eigenschaft  des  Bü- 
schels wird  abgeleitet,  dass  ein  Kegelschnitt  durch  fünf  Paare  conjugirter 
Punkte  im  Allgemeinen  bestimmt  ist.  Das  Netz  wird  dann  als  die  Mannig- 
faltigkeit definirt ,  deren  Kegelschnitte  drei  gegebene  Paare  conjugirter  Punkte 
haben  (Cap.  VII). 

In  eigenartiger  Weise  werden  (Cap.  VI)  die  Brennpunkte  eingeführt.  Aus 
den  Eigenschaften  der  St  ein  er 'sehen  Verwandtschaft  kann  man  folgern:  Be- 
stimmen Paare  conjugirter  Punkte  eines  Kegelschnittes  an  einer  Ecke  eines 
Poldreiecks  Paare  einer  Involution,  von  der  auch  die  beiden  betreffenden 
Seiten  ein  Paar  bilden,  so  stehen  sie  in  derselben  Beziehung  auch  zu  den 
beiden  anderen  Ecken  des  Poldreiecks.  Durch  Specialisirung  des  dualen 
Satzes  erfährt  man,  dass  zwei  aufeinander  senkrecht  stehende  conjugirte 
Strahlen  auf  den  beiden  Azen  Paare  von  zwei  bestimmten  Involutionen  aus- 
schneiden, die  den  Mittelpunkt  des  Kegelschnittes  zum  Mittelpunkt  haben. 
Die  eine  hat  dann  die  reellen  Brennpunkte  zu  Doppelpunkten  u.  s.  w.  Noch 
einfacher  kann  man  dies  übrigens  aus  dem  Satze  ablesen,  nach  dem  das 
dritte  Seitenpaar  eines  vollständigen  Vierecks  aus  zwei  zu  einander  senk- 
rechten conjugirten  Strahlen  besteht,  wenn  dies  von  den  beiden  ersten  gilt, 
und  dieselben  nicht  zu  einander  parallel  sind.  Entwickelt  werden,  das  Spie- 
gelungsgesetz, die  Entfemungseigenschaften  der  Kegelschnitte  und  die  Eigen- 
schaften der  F  eure 'sehen  Polkreise. 

Die  folgenden  Capitel  VII  und  VIII  beschäftigen  sich  mit  der  Curve 
dritter  Ordnung  als  Erzeugniss  eines  Strahlbüschels  und  eines  auf  Grund 
der  Polareigenschaften  projectivisch  darauf  bezogenen  Kegelschnittbüschels. 
Um  die  Allgemeingiltigkeit  der  Erzeugung  nachzuweisen,  benutzt  Herr  E. 
eine  zu  der  St  einer 'sehen  duale  Verwandtschaft.  In  derselben  werden  je 
zwei  Gerade  einander  zugeordnet,  welche  die  Schnittpunkte  zweier  Kegel- 
schnitte enthalten,  die  beliebig  aus  zwei  festen  Büscheln  entnommen  sind. 
Dreht  sich  die  eine  Gerade  um  einen  festen  Punkt,  so  umhüllt  die  andere 
einen  Kegelschnitt,  der  die  Seiten  eines  festen  Dreiecks  berührt  Die  Ecken 
/*,  p,  h  desselben  liegen  auf  einem  Kegelschnitte  des  ersten  und  auf  einem 
des  zweiten  Büschels;  beide  begegnen  sich  noch  in  6.  Herr  K.  be- 
trachtet nun  zwei  zunächst  getrennte  Mannigfaltigkeiten  von  Curven  dritter 
Ordnung.     Die  einen  werden  mit  Hilfe  des  ersten  Büschels  erzeugt  und  ent- 
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halten  die  (reellen)  Gmndpankte  a,  6,  c,  b  des  zweiten,  die  anderen  werden 
mit  Hilfe  des  zweiten  Büschels  erzengt  und  enthalten  die  (reellen)  Grand- 
punkte  a,  &,  c,  (2  des  ersten.  Das  Centram  p  bezw.  p  des  zugehörigen 
Strahlbüschels  bewegt  sich  über  den  ausgezeichneten  Kegelschnitt  des  zweiten 
bez.  ersten  Büschels.  Der  Punkt  e  ist  allen  Curven  gemeinsam.  Auf  jeder 
e  enthaltenden  Geraden  liegt  ferner  eine  Involution,  die  sowohl  von  der 
ersten,  als  auch  von  der  zweiten  Mannigfaltigkeit  ausgeschnitten  wird. 
Dasselbe  Paar  schneiden  zwei  Curven  aus,  wenn  ihre  Centren  p  und  p  mit 
e  in  einer  Geraden  liegen.  Hieraus  folgt  die  IdentitSt  der  beiden  Mannig- 
faltigkeiten oder  die  unendlich  vielfache  Erzeugbarkeit  der  Curven  dritter 
Ordnung.  Die  bekannten  nSchstliegenden  Folgerungen  aus  diesem  Satze  werden 
gezogen.  Dann  wird  nachgewiesen,  dass  ein  Curvenbüschel  mit  neun  reellen 
Grundpunkten  auf  den  Geraden  der  Ebene  projectivische  Involutionen  dritter 
Ordnung  ausschneidet.  Eine  Involution  dritter  Ordnung  wird  zuerst  auf  einem 
Kegelschnitte  erhalten,  und  zwar  von  einem  Kegelschnittbüschel  ausgeschnitten, 
von  dem  ein  Grundpunkt  auf  ihm  und  ein  zweiter  ausserhalb  desselben  will- 
kürlich ist  (Cap.  VI).  Zu  jedem  derartigen  Büschel  ist  die  Involution  projec- 
tivisch.  Der  Beweis  knüpft  an  die  obenerwähnte  Verwandtschaft  an.  Die 
Involution  vierter  Ordnung  wird  analog  behandelt.  Den  Abschluss  bildet  die 
Behandlung  der  Curve  dritter  Ordnung  als  Tripelcurve  und  die  Einführung 
des  Netzes  der  Polarkegelschnitte.  Nach  bekannter  Weise  erhält  man  für  jeden 
Curvenpunkt  einen  Polarkegelschnitt.  Es  wird  dann  nachgewiesen ,  dass  diese 
Curven  einem  Netze  angehören.  Auch  jede  andere  Curve  dieses  Netzes  kann 
einem  bestimmten  Punkte  so  zugeordnet  werden,  dass  der  8atz  von  der  gemisch- 
ten Polare  allgemein  gilt;  sie  wird  als  Polarkegelschnitt  des  Punktes  bezeichnet. 

Referent  möchte  übrigens  auf  seine  eigenen  auf  algebraische  Curven 
überhaupt  bezüglichen  Untersuchungen  hinweisen,  aus  denen  die  Sätze  über 
die  Erzeugung  der  Curve  dritter  Ordnung  sich  vielleicht  einfacher  ergeben 
haben  würden,  als  es  hier  geschieht. 

Berlin,  im  März  1890.  Ernst  Kötter. 


J.  Schick,  Grundlagen  einer  Isogonal -Zentrik.  Tübingen,  Verlag  und 
Druck  von  Franz  Pues.  1889.  91  S. 
Fällt  man  von  einem  Centrum  P  aus  Lothe  auf  die  Seiten  eines  Poly- 
gons, so  bilden  ihre  Fusspunkte  das  „Fusspunktspolygon**  des  gegebenen; 
dieses  ist  zu  jenem  orthogonal -centrisch;  eine  ähnliche  Figur,  das  isogonisch- 
eentrische  Polygon  zum  ersten,  entsteht,  wenn  Gerade  unter  demselben  con- 
stanten  Winkel  gegen  die  Seiten  statt  der  Lothe  gewählt  werden.  Meist 
werden  Dreiecke  zu  Grunde  gelegt.  Vier-  und  n-Ecke  kommen  nur  bei- 
läufig in  Betracht.  So  lange  P  noch  nicht  gegeben  ist,  kann  das  Fuss- 
punktspolygon  noch  zwei  Bedingungen  unterworfen  werden.  Für  die  aus- 
giebige Gruppe  von  Aufgaben,  die  sich  hier  ergiebt;  die  nöthigen  Anhalts- 

Digitized  by  LjOOQ IC 


144  HiBtorisch- literarische  Abtheilnng. 

punkte  zu  geben ,  ist  die  Aufgabe  der  Schrift  Fundamental  ist  hierbei  der 
Satz,  dass  bei  einem  Winkel  a  mit  der  Spitze  Ä  die  Fusspunktsdistanz, 
die  zu  P  gehört,  gleich  ÄPsina  ist,  also  constant  bleibt,  wenn  P  im  Kreise 
um  Ä  herum   bewegt  wird.      Soll  also  beim  Dreieck  ABC  und  dem    za- 

XT 

gehörigen  Fusspnnktsdreieck  X  TZ  -=-=  constant  bleiben ,  so  mnss  P  einen 

B  und  C  harmonisch  trennenden,  ApoUonischen  Kreis  durchlaufen.  I>er 
Winkel  bei  IT  bleibt  constant  für  Punkte  eines  B  und  C  enthaltenden 
Kreises  u.  s.  w.  Beim  Viereck  AB  CD  sind  zwei  gegenüberliegende  Seiten 
des  Fusspunktvierecks  gleich,  wenn  P  auf  einem  zu  B  und  C  gehörigen 
Apollonischen  Kreise  fortschreitet,  parallel,  wenn  P  einen  J?,  (7  enthaltenden 
Kreis  durchläuft  Es  giebt  daher  zwei  Lagen  von  P,  für  die  das  Fnsspunktd- 
dreieck  zum  Parallelogramm  wird. 

Im  zweiten  Abschnitte:  „ Transversal -Zentrik^,  benutzt  Herr  Seh.  neben 
seinem  Fundamentalsatze  die  Lagrange 'sehe  Gleichung,  nach  welcher  für 
jeden  Punkt  P  eines  Kreises 

ilP*.  f»i  + -Bi"*.  «»8  +  ^P*.  «w»  =  a«(mi  +  mj+«4) 
ist,  wobei  a  der  Radius  des  Kreises  ist,  m^,  194,  m^  aber  die  Gewichte 
sind,  mit  denen  die  Ecken  des  Dreiecks  zu  belasten  sind,  damit  der  Mittel- 
punkt des  Kreises  als  Schwerpunkt  sich  ergiebt  Mit  Hilfe  dieser  Mittel 
findet  man  zwei  „Aequilateralpole"  Jund  J^,  deren  jeder  ein  gleichseitig^ 
Fusspnnktsdreieck  ergiebt.  Die  Kreise,  welche  diese  Punkte  mit  Aj  B^  C 
yerbinden,  sind  Orte  für  Pole  mit  gleichschenkligen  Dreiecken.  Dire  Mittel- 
punkte  Dy  E^  F  werden  auf  J?(7,  CA^  AB  Ton  den  Tangenten  des  Um- 
kreises in  ^,  P,  0  ausgeschnitten.  Schreitet  P  auf  einem  Kreise  um  JD 
fort,  so  bleibt  XY^  —  XZ^  constant.  Die  erwähnten  drei  Kreise  schneiden 
den  Umkreis  nochmals  in  den  „Transyersalpolen*'  7\,  7^,  T,.  Die  Mittel- 
punktstransYersalen  von  XTZ  rerhalten  sich  zu  den  entsprechenden  tob 
ABC  der  Eeihe  nach  wie  PTi:2r,  P!r,:2r,  PT^:2r  (r  Badius  des  Um- 
kreises). AT^y  PT2,  CT^  schneiden  sich  in  dem  zum  Schwerpunkt  in- 
versen  „Schwerpol''  Q.  Auf  einem  Kreise  um  Q  liegen  Pole  mit  oonstantem 
TZ^  +  ZX*  +  XT^.  Die  Pole  Öi>  Qij  Ös  des  Umkreises  hinsichtlich  PC, 
CA^  AB  werden  als  ^Nebenschwerpole''  bezeichnet.  Bei  constantem  PQ, 
bleibt  auchXr*  +  ZZ«—  TZ*  constant  Auf /J,  liegt  nicht  blos ,  wie  selbst- 
verständlich ,  der  Mittelpunkt  des  Umkreises ,  sondern  auch  der  Schwerpol  Q. 
In  der  „ Areal -Zentrik**  wird  zuerst  nachgewiesen,  dass  für  Pnnkte 
eines  Kreises  um  den  Höhenpunkt  die  Inhaltssunmie  der  Rechtecke  constant 
bleibt,  welche  ttber  FZ,  ZX^  ZFmit  den  Diagonalneigungen  a,  ^,  x  ^' 
richtet  sind.  Der  bekannte  Hauptsatz  ist  aber,  dass  ein  Fusspunktpolygon 
denselben  Inhalt  hat,  so  lange  sich  P  im  Kreise  um  den  „  Aequiarealpol"  bewegt 
Dieser  Punkt  ist  der  von  Steiner  eingefflhrte  Punkt  £^,  der  beim  Abrollen 
des  Polygons  auf  einer  Geraden  die  BoUcurve  vom  kleinsten  Inhalt  ergiebt 
und  der  beim  Uebergapg  zu  einer  Corve  zum  Krdmmungsschwerpunkte  wird. 
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In  der  „Höhen -Zeniarik"  wird  nachgewiesen,  dass  die  ^  entsprechende 
H0he  des  Fasspunktdreiecks  fest  bleibt,  wenn  sich  P  auf  einer  Ck>nchoide 
des  Umkreises  mit  dem  Doppelpunkte  A  bewegt.  Für  die  Cardioide  ist  die 
neue  Höhe  der  alten  gleich.  Der  letzte  Abschnitt  des  Buches  bietet 
metrische  Beziehungen  unter  den  eingeführten  merkwürdigen  Punkten  des 
Dreiecks. 

Berlin,  im  MSrz  1890.  Ernst  Kötteb. 

E.  DoBHLEMANN,  TJnterBuchung  der  Flächen,  welche  sich  durch  eindeutig 
aufeinander  bezogene  Strahlenbündel  erzeugen  lassen.  München^ 
Ackermann.     1889.    40  S. 

Zwei  mit  Hilfe  einer  Cremon  ansehen  Transformation  n^®'  Ordnung 
aufeinander  bezogene  Strahlenbündel  8^  und  8^  erzengen  im  Allgemeinen 
eine  Cunre  (n+2)^^  Ordnung  als  Ort  der  Punkte,  in  denen  sich  homologe 
Strahlen  begegnen.  In  Ausnahmeföllen  jedoch  können  auch  je  zwei  homo- 
loge Strahlen  sich  treffen  und  mit  8^  8^  in  derselben  Ebene  liegen.  Die  Punkt- 
felder, welche  die  Bündel  auf  irgend  einer  Hilfsebene  aueschneiden,  sind 
alsdann  in  perspectiyischer  Beziehung.  Es  entsteht  dann  eine  FlSche  n^' 
Ordnung  mit  der  (t»  —  2)  -  fachen  Geraden  8^8^  und  den  (n  —  1)- fachen 
Punkten  8^  und  8^.  Die  Schnittcurye  der  Fläche  mit  der  gewählten  Hilfs- 
ebene entspricht  in  der  Verwandtschaft  sich  selbst;  die  Tangentenkegel  von 
S^  und  8^  schneiden  die  Curven  ans,  welche  als  Fundamentalcuryen  dem 
Schnittpunkte  8  Ton  8<^  8^  in  der  einen  oder  anderen  Ebene  zugehören.  Alle 
drei  Gurren  haben  j8^  zum  (n  — 2) -fachen  Punkte  und  berühren  die  (n  — 2) 
Geraden,  welche  die  Tangentialebenen  der  Fläche  Vknga  8^8^  ausschneiden. 
Von  den  Kegelschnitten  der  Fläche  durch  8^  und  8^  zerfallen  2(n— 1)  in 
Geradenpaare  durch  8^  und  8^^  andere  {n  —  2)  Gerade  der  Fläche  liegen  in 
den  Tangentialebenen  längs  8^8^,  Die  Classe  der  Fläche  wird  auf  2(3n  — 5) 
angegeben.  Der  analytische  Apparat,  mit  dessen  Hilfe  die  obigen  Resultate 
abgeleitet  werden,  ist  ein  etwas  umständlicher. 

Ausgehend  Ton  der  gewonnenen  Gleichungsform 

stellt  nun  Herr  D.  die  Gleichung   der  Hesse*schen  Fläche  auf  und  giebt 
einige  Eigenschaften  derselben  an. 

Berlin,  im  März  1890.       Ernst  Köttbr. 

Einleitung  in  die  analytiBche  Geometrie  von  D.  J.  Fbisohauf,  Professor 

an  der  Universität  Graz.     Dritte,  sehr  vermehrte  Auflage.     Graz 

1889,  bei  Leuschner  &  Lubensky.     76  S. 

Der  Eigenartigkeiten  des  kleinen  Büchleins  sind  manche  zu  erwähnen. 

Der  Verfasser  hat  nicht,  wie  es  ip  Elementarschriften  fast  ausnahmslos  zu 
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geschehen  pflegt,   auf  die  Ebene  sich  beschränkt,   sondern  auch  die  Baum- 
geometrie  in  das  Bereich  seiner  Betrachtungen  anfgenommen ,  und  zwar  in 
eigenthümlich  wechselnder  Anordnung.     Zuerst  wird  die  Coordinatenbesüin- 
mung  eines  Punktes,   die  Entfernung  zweier  Punkte,   der  Winkel  zweier 
Geraden,   die  Umwandlung  geradliniger  Coordinaten  durch  Axendrehung^  in 
der  Ebene,   sowie  im   Räume  yerhältnissmässig   ausführlich  auf  10  Seiten 
besprochen;  dann  folgen  28  Seiten  Geometrie  der  Ebene,  hierauf  19  Seiten 
Geometrie  des  Baumes  und  endlich  noch  19  Seiten  Uebungsstoff  zu  sSmmt- 
lichen    drei  Abschnitten.      Nicht  minder  auffallen  mag  es,    dass,  während 
von   harmonischer  Theilung,   von  Polaren  u.  s.  w.  nicht  die  Rede  ist,    der 
Erümmungskreis  in  der  Ebene,   das  Erümmüngsparaboloid  im  Räume  znr 
Eenntniss    des  Lesers   gelangt,   indem    der  Erümmungsmittelpunkt  in   der 
Ebene  zunächst  als  Durchschnittspunkt  zweier  consecutiver  Normalen  arkl&rt 
wird.     Eigenthümlichkeiten  zeigen  ferner  manche  Einzelbetrachtungen,  von 
welchen    wir    nur    eine    beispielsweise   hervorzuheben   beabsichtigen.      Die 
Transformationsformeln    x=^ax  +  hy,    y:=cx'+dy    auf   einen    Ausdruck 
Äx^  +  2Bxy  +  Cy^  angewandt  lassen   diesen  in  Ä'x'^+^x'y  +  CTy'^  über- 
gehen,  wobei  B'*  —  A'C'={ad—l>cY{B^  —  ÄC)  erscheint,  und  damit  ist 
bewiesen ;  dass  B!^--ÄG  gleiches  Vorzeichen  mit  5*  —  ^  C  besitzt.   Später 
wird   nun    die   Gleichung   zweiten    Grades   unter   Anwendung   orthogonaler 
Coordinaten   discutirt,   und  nachdem   dies  geschehen,  dient  eine  Berufung 
auf   die    obenerwähnte   Invariabilität   des  Vorzeichens   bei   vorgenommener 
Axendrehung  zum  Beweise,   dass  die  besondere  Annahme  orthogonaler  Co- 
ordinaten fallen  darf,   ohne  dass  die  Bedingungen  sich  ändern,   unter  wel- 
chen die  Gleichung  zweiten  Grades  die  einer  Ellipse ,  Hyperbel,  Parabel  ist. 
Diese  und   ähnliche  Einzelheiten  machen  das  Büchelchen   zu    einem   recht 
lesenswerthen.  Caotor. 


E.  RüDBii,   Die   Verwertung    der  Symmetrie   im   OeometriennterziolLte. 

Beilage  zum  Jahresbericht  des  Realgymnasiums  in  Nürnberg  1890. 
Als  ein  Versuch,  die  neuere  Geometrie  dem  Unterricht  zugänglich  zu 
machen ,  ist  das  Schriftchen  mit  Freuden  zu  begrüssen.  Es  bietet  in  einer 
wohlgeordneten  Folge  Sätze  über  die  Geometrie  in  Bezug  auf  einen  Punkt, 
eine  Gerade  und  eine  Ebene.  Wenn  aus  dieser  Folge  auch  meistens  mit 
genügender  Deutlichkeit  die  Art  des  Beweises  hervorgeht ,  so  könnte  doch 
nur  eine  tbatsächliche  Ausführung  zeigen,  ob  nicht  irgendwo  Sprünge  vor- 
handen sind.  Von  den  Lehrbüchern,  welche  derselben  Richtung  folgen, 
erwähnt  der  Verfasser  die  „Elemente^  von  Hubert  Müller,  nicht  aber 
dessen  „Leitfaden^,  dem  gegenüber  die  Herausgabe  der  Elemente  fast  als 
ein  Rückzug  zu  betrachten  ist;  er  scheint  also  diesen  Leitfaden  ebenso  wenig 
zu  kennen,  als  das  unter  Betheiligung  des  Referenten  verfertigte  Lehrbuch, 
das  die  Symmetrie  nicht  blos  als  Beigabe  zum  geometrischen  Lehrstoffe, 
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sondern  als  Grundlage  des  geometrischen  Beweises  nimmt.  Wie  durch  die 
systematische  Einführung  der  Symmetrie  die  Beweise  vereinfacht  werden, 
zei^  das  Lehrbach  noch  in  höherem  Grade,  als  das  Schriftchen,  z.  B.  an  dem 
Beweise  von  der  zur  Ebene  normalen  Geraden,  Der  zweite  und  dritte  Theil 
geben  in  wirklich  Genuss  gewahrender  Klarheit  und  Uebersichtlichkeit  die 
symmetrischen  Eigenschaften  des  Kegels,  der  Kugel  und  der  regelmässigen 
Körper;  im  Anschluss  an  diese  dürfte  die  gleiche  Behandlung  des  Bhombo- 
eders  für  den  mineralogischen  und  optischen  Unterricht  von  Bedeutung  sein. 

J.  Hbnrioi. 

Lehrbuch  der  Theorie  der  Differentialgleichungen  mit  einer  unabhängi- 
gen Variabein  von  Leo  Königsberger.  Leipzig,  Teubner.  1889. 
In  8^    485  S. 

Während  an  elementaren  Lehrbüchern  über  die  Integration  der  Diffe- 
rentialgleichuDgen ,  an  BeiRpielsammlungen  kein  Mangel  herrscht,  besonders 
wenn  man  die  englische  und  französische  Literatur  mit  zu  Rathe  zieht,  so 
konnte  man  doch  die  tiefergehenden  functionentheoretischen  Untersuchungen 
über  diesen  Gegenstand  nirgends  anders,  als  in  den  „Jacobi'schen  Vor- 
lesungen über  Dynamik''  und  in  etlichen  zerstreuten  Originalabhandlungen 
von  Abel,  Weierstrass,  Briot  und  Bouquet,  Fuchs,  Frobenius, 
Thom6  u.  A.  finden. 

Auch  Königsberger  hat  durch  eine  grosse  Anzahl  ausgezeichneter 
Arbeiten  und  besonders  durch  sein  vor  sieben  Jahren  erschienenes  Buch 
yy Allgemeine  Untersuchungen  aus  der  Theorie  der  Differentialgleichungen^ 
namhafte  Beiträge  im  erwähnten  Gebiete  geliefert. 

In  seinem  neuesten  Werke,  welches  uns  eben  vorliegt,  finden  wir  eine 
methodische  Darlegung  der  allgemeinee  Theorie  der  Differentialgleichungs- 
systeme ,  wie  sie  durch  die  obengenannten  Forscher  und  den  Herrn  Verfasser 
selbst  begründet  worden  ist. 

Die  Betrachtungen  sind  functionentheoretischer  Natur,  die  Problem- 
stellung möglichst  allgemein ;  trotzdem  hat  der  Verfasser  sich  so  eingerichtet, 
dass  er  nur  die  Elemente  der  Differential-  und  Integralrechnung  vorauszu- 
setzen nöthig  hatte. 

Was  den  speciellen  Inhalt  des  Buches  anlangt,  so  wird  im  ersten  Ca- 
pitel  gezeigt,  wie  ein  beliebiges  algebraisches  Differentialgleichungssystem 
auf  ein  für  alle  Variabelen  gleichmässiges  erster  Ordnung  zurückgeführt 
werden  kann.  Letzteres  heisst  Jacobi'sche  Form  oder  System  m^'  Classe 
und  wird  dargestellt  durch  die  m  Gleichungen 

//(«»yn^a»  .-.»ym,  ■^)=0,  (»=1,2,  ...,w) 
in  welchen  die  //  ganze  Functionen  der  eingeschlossenen  Grössen  bedeuten, 
die  in  Bezug  auf  -j^  vom  Vj**°  Grade  sind.   Indem  nun  ein  Satz  von  Abel 
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benutzt  wird,  nach  welchem  beliebig  viele  algebraische  Fonctionen  durch 
eine  einzige  rational  ausgedrückt  werden  können,  gelingt  es,  die  m  Ab- 
leitungen  -p-  explicite  darzustellen,  nämlich 

dx      dG{x,ta,y,,yi,  ...,ym) 
dta 
wobei  für  t^  der  Beihe  nach  die  s&mmtlichen  Lösungen  einer  algebnuschen 
Gleichung  N^*^  Grades 

zu  setzen  sind.  Die  €4  sind  in  Bezug  auf  t^  vom  iV  — !*•"  Grade.  Das  so 
erhaltene  normale  System,  welches  in  den  folgenden  Untersuchungen  eine 
fundamentale  Bolle  spielt,  wird  ein  Jacob i-Weierstrass'sches  Differen- 
tialgleichungssystem genannt 

Im  Allgemeinen  giebt  es  nun  zu  jedem  willkürlich  gewählten  Werthe 
$  von  X  eine  nach  positiven  ganzen  steigenden  Potenzen  von  x  —  |  fort- 
schreitende, in  der  Umgebung  des  Punktes  |  convergirende  Beihe,  welche 
dem  letzten  Systeme  genügt  und  welche,  wenn  n;=:£  gesetzt  wird,  m  be- 
liebig vorgeschriebene  Werthe  ri^  bis  rjm  annimmt.  Hiermit  ist  die  Existenz 
eines  Integralsystems  erwiesen;  nachträglich  wird  noch  gezeigt,  dass  dieses 
System  auch  das  einzige  Functionalsystem  ist,  welches  dem  Differential- 
gleichungssystem genügt  und  für  0;=^  jene  Werthe  iji  anninunt.  —  Es  folgen 
nun  Bemerkungen  über  die  Fortsetzung  jener  Integrale  und  die  Definition 
der  singulären  Systeme. 

Da  eine  Differentialgleichung  n**'  Ordnung  Ä**"  Grades  durch  k  Systeme 
von  je  n  Gleichungen  erster  Ordnung  ersetzt  werden  kann,  so  lassen  sieb 
die  erhaltenen  Besultate  sofort  auf  diese  übertragen. 

Die  ümkehrungsfunctionen  der  Integrale,  d.  h.  die  17«  als  Functionen 
von  x^  ^j,  ...,  ym  werden  Integralfunctionen  genannt. 

Der  vierte  Abschnitt  dieses  Capitels  bringt  die  Jacobi*sche  Theorie 
des  Multiplicators.  Jede  Integralfunction  kann  durch  den  Quotienten  zweier 
Multiplicatoren  dargestellt  werden ,  und  umgekehrt  ist  jeder  solcher  Quotient 
eine  Integralfunction  des  Systems  von  Differentialgleichungen.  Vermittelst 
einer  Integralfunction  kann  die  Classe  des  Differentialgleichungssystems  nm 
eine  Einheit  erniedrigt  werden.  —  Bedeutung  des  letzten  Multiplicators. 

Der  nächste  Abschnitt  handelt  von  der  Irreducibilität  eines  Systems  alge- 
braischer Differentialgleichungen.  Dieser  der  Algebra  entnommene  Begriff. wnrde 
von  Frobenius  auf  lineare  homogene  Differentialgleichungen  übertragen; 
dann  hat  ihn  Eönigsberger  für  allgemeine  algebraische  Differentialgleich- 
ungen definirt  und  bei  der  Untersuchung  höherer  Transcendenten  benatzt. 
Unter  einem  irreduciblen  Differentialgleichungssystem  w*"  Classe  und  ***" 
Grades  versteht  man  ein  solches,  welches  mit  keinem  andern  niederer  Classe 
irgend  ein  Integralsystem  gemein  hat.    Ist  dagegen  das  System  redacibel, 
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so  zerfmit  es  in  ein  System  v*^  Classe  (v<;m)  nnd  in  m  — v  Differential- 
gleichnngen,  oder  es  besteht  zwischen  den  Elementen  eines  Integralsystems 
ein  algebraischer  Znsammenhang.  Hieraus  folgt  dann,  dass  für  ein  irreda- 
cibles  Differentialgleichangssystem  nie  Elemente  Ton  Integralsystemen  exi- 
BÜren  dürfen,  welche  algebraische  Functionen  sind. 

Für  eine  algebraische  Differentialgleichung  n^^  Ordnung  ergiebt  sich 
demgemftss,  dass  sie  irreducibel  ist;  wenn  sie  in  Bezug  auf  den  höchsten 
Differentialquotienten  im  algebraischen  Sinne  irreducibel  ist  und  mit  keiner 
algebraischen  Differentialgleichung  niederer  Ordnung  ein  Integral  gemein  hat. 

An  die  IrreducibilitStsuntersuchungen  schliesst  sich  der  „Satz  von  der 
Erhaltung  der  algebraischen  Beziehungen''  zwischen  Integralen  verschiedener 
Differentialgleichungssysteme  an.  Dieser  Satz  ist  von  fundamentaler  Bedeu- 
tung, denn  mittels  desselben  beherrscht  man  das  Transformationsproblem 
der  durch  algebraische  Differentialgleichungssysteme  definirten  Transcenden. 
ten,  und  man  ist  in  der  Lage,  das  Abel'sche  Theorem  in  der  allgemein- 
sten Weise  definiren  zu  können.  Der  Verfasser  beweist  zunächst  die  ün- 
verfinderlichkeit  der  algebraischen  Beziehungen  zwischen  Integralen  yerschie- 
dener  Differentialgleichungssysteme  bei  Substituirung  beliebiger  anderer  In- 
tegralsysteme und  macht  sodann  eine  Anwendung,  indem  er  zeigt,  wie  die 
algebraische  Beziehung  zwischen  einem  Integrale  einer  Differentialgleichung 
höherer  Ordnung  und  Integralen  von  irreduciblen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  erhalten  bleibt. 

Das  zweite  Capitel  handelt  von  den  charakteristischen  Eigenschaften 
specieller  Arten  von  Differentialgleichungssystemen.  Zuvörderst  werden  unter 
Ja  CO  hinsehen  Gesichtspunkten  gewisse  Differentialgleichungen  der  Mechanik 
untersucht.  Dann  stellt  der  Verfasser  alle  algebraischen  Differentialgleich- 
ungssysteme auf,  für  welche  sich  die  Elemente  des  allgemeinen  Integral- 
systems algebraisch  durch  diejenigen  particulärer  Integralsysteme  und  will- 
kürliche Constanten  ausdrücken  lassen.  Endlich  zeigt  er  die  Beduction 
homogener  Differentialgleichungssysteme  auf  Systeme  niederer  Classe. 

Das  dritte  Capitel  wendet  sich  speciell  den  linearen  Differentialgleich- 
ungssystemen zu.  Es  wird  nach  dem  Vorgange  von  Fuchs  ein  simultanes, 
dem  Punkte  Xq  zugehöriges  Fundamentalsystem  von  Integralen  definirt,  das 
ist  eine  Zusammenstellung  von  n  einem  nicht  singulären  Punkte  Xq  zugehö- 
rigen Integralsystemen 

/»=!,  2,  ...,w\ 

y**'  U  =  l,2,  ...,nj 

deren  Determinante  D  für  x  =  Xq  nicht  verschwindet.  Da  diese  Determi- 
nante in  den  Coefficienten  Ätk  des  Systems  ausgedrückt  den  Werth 

besitzt,  so  kann  man  durch  die  Substitutionen 

Digitized  by  LjOOQ iC 


150  Historisch -literarische  Abtheilnng. 


t 


erreichen,  dass  in  dem  transformirten  System  der  Sk 

n 

D=*C,  d.  h.    yJÄkk=^0 

wird. 

Ein  so  beschaffenes  System  wird  die  Normalform  eines  linearen  homo- 
genen Differentialgleichnngssystems  genannt.  —  Als  Normalform  einer  linearen 
homogenen  Differentialgleichnng  n*^  Ordnnng  wird  nach  diesen  Festsetz- 
ungen eine  solche  za  gelten  haben,  in  welcher  der  Coefficient  der  (n~l)^ 
Ableitung  verschwindet. 

Die  Integralsysteme  der  nicht  homogenen  linearen  Differentialgleich- 
nngssysteme  werden  in  bekannter  Weise  durch  Substitutionen ,  sowie  durch 
die  Methode  der  Variation  der  Constanten  aus  den  adjungirten  homogenen 
Systemen  hergeleitet. 

Aus  der  nun  folgenden  Untersuchung  über  die  symmetrischen  Fanc- 
tionen  simultaner  Fundamentalsysteme  yon  Integralen  linearer  Differential- 
gleichungen sei  der  Satz  hervorgehoben:  Die  Coefficienten  des  Differential- 
gleichungssystems sind  symmetrische  Functionen  der  Elemente  eines  simnl* 
tauen  Fundamentalsystems  von  Integralen.  Und:  Jede  ganze  symmetrische 
Function  der  Elemente  eines  simultanen  Fundamentalsystems  von  Integralen 
eines  linearen  homogenen  Differentialgleichungssystems  und  deren  Ablei- 
tungen ist  gleich  einer  ganzen  Function  der  CoefBcienten  der  Differential- 
gleichungen und  deren  Ableitungen^  multiplicirt  mit  einer  positiven  ganz- 
zahligen Potenz  von 


e*,    t=  I  dx.'Sj. 


Es  ist  bekannt,  dass  zwischen  algebraischen  Gleichungen  und  linearen 
Differentialgleichungen  eine  solche  Analogie  besteht,  dass  man  gewisse  Pro- 
bleme aus  der  Theorie  linearer  Differentialgleichungen  ganz  so  formuliren 
kann,  wie  es  in  der  Algebra  geschieht.  Dem  Begriffe  „ Wurzel **  dort  ent- 
spricht hier  ^Integral''.  Der  Verfasser  hat  dergleichen  SStze,  die  sich  anf 
vielfache  Lösungen,  Aufsuchung  des  grössten  gemeinschaftlichen  Differential- 
theilers,  auf  gemeinsame  Integrale  zweier  Gleichungen  beziehen ,  mit  auf- 
genommen. Hieran  anknüpfend ,  erörtert  er  dann  die  IrredncibilitSt  linearer 
Differentialgleichungssysteme . 

Als  bemerkenswerthes  Resultat  sei  nur  erwähnt,  dass  im  Allgemeinen 
Integrale  linearer  Differentialgleichungssysteme  immer  nur  wieder  in  irredn- 
cibler  Weise  linearen  Differentialgleichungssystemen  angehören  können. 

Dieser  Satz  wird  speciell  auf  ein  System  von  zwei  homogenen  linearen 
Differentialgleichungen  angewendet  und  gezeigt,  dass  für  ein  solches,  süs 
irreducibel  vorausgesetztes  System  eine  algebraische  Beziehung  zwischen  den 
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Elementen  eines  simultanen  Fnndamentalsjstems  von  Integralen  nicht  exi- 
stiren  kann. 

Es  folgt  nun  die  allgemeine  Untersuchung  ttber  die  Form  der  Be- 
ziehungen zwischen  den  Integralen  linearer  Differentialgleichungssjsteme 
beliebiger  Classe  und  Quadraturen  algebraischer  Functionen,  durch  welche 
sehr  wichtige  Eigenschaften  dieser  Gleichungen  erkannt  werden.  So  unter 
anderen  diese:  Wenn  alle  Integralelemente  eines  homogenen  linearen  Diffe- 
rentialgleichungssystems mit  rationalen  Coefficienten  algebraische  Functionen 
sind,  so  besitzen  dieselben  ein  Integralelement,  durch  welches  sich  alle 
anderen  rational  ausdrücken  lassen. 

Das  vierte  Capitel  handelt  von  den  analytischen  Ausdrücken  für  die 
Integrale  algebraischer  Differentialgleichungssysteme. 

Wenn  man  den  hohen  Standpunkt,  den  man  in  der  allgemeinen  Theorie 
zuvor  eingenommen  hat,  verlässt  und  die  specielleren  Untersuchungen  in 
Angriff  nimmt,  die  sich  auf  das  eigentliche  Integrationsproblem,  d.  h.  die 
analytische  Darstellung  der  Functionen  beziehen,  so  beherrscht  man  sofort 
ein  grosses  Gebiet,  welches  auf  anderem  Wege  zum  Theil  zwar  auch  er- 
schlossen werden  kann,  bisweilen  aber  nur  durch  Winkelzüge,  jedenfalls 
nie  so  umfassend  und  naturgemäss. 

Es  ist  ein  Verdienst  des  Herrn  Verfassers,  dass  er  auch  die  Anwen- 
dungen, die  sich  bis  auf  die  Elemente  erstrecken,  in  sein  Buch  aufgenommen 
hat.  Letzteres  wird  daher  schon  dem  Anfänger  gute  Dienste  leisten,  einen 
weiten  Gesichtspunkt  geben  und  vor  Dilettantismus  bewahren.  Wir  gehen 
auf  dieses  Capitel,  welches  der  Natur  der  Sache  nach  auch  viel  Bekanntes 
bringt,  nicht  im  Besondem  ein  und  bemerken  nur,  dass  es  schon  durch  die 
consequente  functionentheoretische*  Darstellung  den  Stempel  der  Origina- 
litttt  trägt. 

Im  fünften  Capitel  findet  sich  eine  Untersuchung  über  die  Eigenschaften 
der  Integrale  algebraischer  Differentialgleichungssysteme  in  der  Umgebung 
eines  beliebigen  Werthes  der  unabhängigen  Veränderlichen.  —  Wenn  die 
Integrale  in  der  Umgebung  singulärer  Punkte,  welche  nicht  zugleich  Ver- 
zweigungspunkte sind,  genommen  werden,  so  kann  man  die  Untersuchung 
eines  allgemeinen  Systems  zurückführen  auf  diejenige  eines  Jacobi-Weier- 
strass 'sehen 

^^ -j^  =  tr^(a?,  ^1 ,  yi,  y«, .-» ym),    kq  =  i,  ^, ...,  «*) 

wobei  die  schon  früher  erwähnte  algebraische  Gleichung 

mehrfache,  jedoch  nicht  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  «— §,  yi  —  »?i, 
•  •  • )  ym  ^  '>7in  entwickelbare  Lösungen  besitzt. 

Wenn  die  Integrale  in  der  Umgebung  solcher  Werthsysteme ,  für  welche 
die  Differentialquotienten  eindeutig,  aber  unbestimmt  sind,  genommen  wer- 
den, so  kann  man  die  Untersuchung  des  Differentialgleichungssystems 

Digitized  by  LjOOQ IC 


152  Historisch -literarische  Abtheilnng. 

^^P        $tf(^>  ^1  g^i  *"»  ^)  /^ 1    9  ^> 

ax      O^vaJf  «1,  a^>  •••»  «■) 

in  der  Umgebung  von  a?  =  0,  wofür  ajjS=ajj  =  ...  =  ««  =  0  sein  soll,  auf 
diejenige  eines  Systems  von  der  Form 

zurückführen,  worin  (t^  i^^  £^,  ...,  i"»)^  eine  ganze  homogene  Function  i*" 
Grades  von  t^  i^,  ...,  £w  bedeutet. 

Es  folgt  hierauf  die  Feststellung  der  Kriterien  für  die  Eindeutigkeit 
der  Integrale  eines  Differentialgleichungssystems  der  Form 

«-^  =  («,^1,  -.My-y  +  CÄiyn  ...»y«)*+---    (^  =  1,2, .,..«) 

in  der  Umgebung  des  Werthes  x^O^  dem  die  Nullwerthe  der  Integrale 
entsprechen,  und  eine  Discussion  der  nicht  eindeutigen  Integrale  dieses 
Systems. 

Letzteres  wird  durch  eine  algebraische  Transformation  auf  die  Normal- 
form 

«^  =  M^  +  «iic  +  (ic, yii .-.» yn)*+ («,  yi, ..., y«)'+-    (p  =  i,  2,...,ii) 

gebracht  und  gezeigt,  dass  die  Existenz  eines  um  a;  =  0  herum  eindeutigen 
Integralsystems  davon  abhfingt,  ob  die  A^,  resp.  deren  reelle  Theile  ganie 
positive  Zahlen  sind  oder  nicht.     Als  Beispiel  dient  die  Oleichung 

Der  allgemeine  Theil,  welcher  sich  auf  beliebige  algebraische  Differen- 
tialgleichungssysteme  bezieht,  kann  auf  die  Betrachtung  der  vorher  unter- 
suchten normalen  Systeme  zurückgeführt  werden. 

Das  sechste  Capitel,  mit  welchem  das  Buch  abschliesst,  wendet  sich 
wieder  den  linearen  Differentialgleichungssystemen  zu.  Eine  charakteristische 
Eigenschaft  dieser  Oleicbungssysteme  ist  die,  dass  ihre  Integrale  nur  "Vlel- 
deutigkeiten  und  Unstetigkeiten  ganz  scharf  begrenzter  und  bestimmt  an- 
gebbarer Art  besitzen.  Dies  genauer  zu  untersuchen,  d.  h.  das  Verhalten 
der  Integrale  in  der  Umgebung  eines  beliebigen  Werthes  der  unabhängigen 
Yariabeln  zu  studiren,  ist  die  nächste  Aufgabe.  Es  wird  der  Begriff  der 
regulftren  Integrale  eingeführt ,  dann  werden  die  verschiedenen  Normalfonnen 
der  entsprechenden  regulären  Differentialgleichungssysteme  aufgestellt  — - 
Von  besonderer  Wichtigkeit  sind  die  Substitutionsgruppen  linearer  Differen- 
tialgleichungssysteme wegen  ihrer  Anwendung  auf  die  Ermittelung  algebra- 
ischer Integralsysteme. 

Stellen  die  n*  Integrale  /t=l  2         n\ 

«"*  (*-i;  2,' :.■.%) 

ein  simultanes  Fundamentalsystem  des  Differentialgleichungssystems 
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g=^^*y*  (i  =  l,2,  ...,») 

dar,  wobei  die  Aik  in  der  ganzen  Ebene  eindeutig  sein  mögen,  so  geht  für 
beliebige  Umläufe  der  Yer&nderlichen  x  jenes  Fundamentalsjstem  stets  in 
ein  neues  über.  Diese  üebergänge  vom  ursprünglichen  System  zu  einem 
beliebigen  andern  werden  Substitutionen,  und  die  Zusammenstellung  aller 
Substitutionen   wird  die  Gruppe  des  Differentialgleichungssjstems  genannt. 

Weiss  man  von  einem  Differentialgleichungssjstem ,  dass  es  nur  regu- 
läre Integralsjsteme  besitzt  und  dass  dessen  Gruppe  nur  eine  endliche  An- 
zahl von  Substitutionen  in  sich  schliesst,  so  ist  damit  auch  das  Vorhanden- 
sein von  nur  algebraischen  Integralsjstemen  festgestellt  und  umgekehrt 

Ein  sehr  passendes  Beispiel  für  die  allgemeinen  Untersuchungen  des 
letzten  Capitels  liefert  das  hjpergeometrische  Differentialgleichungssjstem 
zweiter  Classe 

(a;-a)(x~  h) -J^  =  (k,,  +  l,,x)y,  +  (Ä„  +  l,,x)y,, 

[  {x^a){x^h)^=={\,+k,x)y,  +  {Jc^  +  k,x)y,. 

Dieses  System  besitzt  nur  reguläre  Fundamentalsjsteme  von  Integralen  in 
der  Umgebung  der  einzigen  singulären  Punkte  a,  h  und  oo.  Es  lässt  sich 
durch  passende  Substitutionen*  auf  eine  solche  Normalform  bringen,  dass 
man  nach  Elimination  der  einen  oder  andern  abhängigen  Veränderlichen 
unmittelbar  auf  die  Differentialgleichung  der  hypergeometrischen  B«ihe  von 
Gauss  geführt  wird.  Aus  hypergeometrischen  Reihen  lässt  sich  daher  auch 
das  vollständige  Integralsystem  aufbauen,  welches  nun  leicht  discutirt 
werden  kann. 

Hiermit  schliesst  das  Buch,  dem  in  einem  knapp  gehaltenen  Vorwort 
ein  Verzeichniss  der  benutzten  Originalabbandlungen  beigegeben  ist,  ab. 

Wir  bemerken  hierzu,  dass  wir  bei  dem  Reichthum  der  Resultate, 
welche  das  grossartig  angelegte  Werk  bringt,  vieles  Bemerkenswerthe  unter- 
drücken mussten,  wenn  wir  nicht  die  Grenzen  eines  Referates  überschreiten 
wollten.  Unser  Besti'eben  ging  darauf  hinaus ,  zu  zeigen ,  wie  der  Verfasser 
schreibt,  und  wodurch  sich  sein  Buch  von  anderen  ähnlichen  Titels  unter- 
scheidet. 

Das  neue  Werk  von  Königsberger  kann  sicher  zu  den  besten  lite- 
rarischen Erscheinungen  der  letzten  Zeit  gezählt  werden,  denn  es  führt  den 
Leser  in  eine  grosse  moderne  klassische  Theorie  ein ,  die  bisher  nicht  leicht 
zugänglich  war.  —  Die  Darstellung  ist  klar,  durch  Strenge  ausgezeichnet 


*  Der  Herr  Verfasser  sagt  „algebraische  Substitationen".  —  Die  betreffende 
TraDsformation  dürfte  sieb  wohl  ohne  die  Substitution  yi  =  x^{i-'X)f^z^,  welche 
im  Allgemeinen  transcendeut  sein  wird,  nicht  ausfahren  lassen.  Doch  ist  das  fQr 
die  weitere  Darlegung  unwesentlich. 

Bi«t.-Ut.  AbtWg.  d.  ZelUchr.  f.  Msih.  u.  Pliy».  XXXV,  4.  ^2.^.^^^  ^^  LjOOQle 
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und  wirkt  deshalb  so  unmittelbar,  weil  der  Verfasser  nicht  blos  reprodacirt, 
sondern  in  seiner  eigensten  Sphäre  arbeitet 

Wenn  man  das  Bnch  stndirt  hat,  hegt  man  den  Wunsch,  dass  auch 
die  partiellen  Differentialgleichungen  einer  solchen  Bearbeitung  unterzogen 
würden.  Bei  dem  innigen  Zusammenhang,  der  zwischen  diesen  nnd  deo 
simultanen  Systemen  totaler  Differentialgleichungen  besteht,  dflrften  sieh 
manche  Resultate  unmittelbar  übertragen  lassen.  —  Vielleicht  entschliesst 
sich  der  Herr  Verfasser  hierzu! 

Plauen  i.  Y.  W.  Hctmamm. 


Abriflf  einer  Theorie  der  Functionen  einer  oomplexen  Terftndarliehen 
nnd  der  Thetafianctionen  von  J.  Thomas  in  Jena.  3.  Aufl.  Halle 
1890. 

Die  neue  Auflage  soll  gleich  den  früheren  eine  kurze  üebersicht  über 
die  fundamentalen  Eigenschaften  der  Thetafunctionen  einer  VerSnderlicfaeo 
bieten.  Sie  enthält  einige  Untersuchungen  der  früheren  über  ungleich- 
mttssige  Convergenz  und  Gebietsstetigkeit  nicht  mehr,  da  man  diese  in  den 
elementaren  Lehrbüchern  finden  kann.  Auch  die  Mannigfaltigkeit  der  Dar- 
stellungsformen ist  etwas  beschränkt  worden.  Dafür  sind  die  doppeltperio- 
dischen Functionen  und  elliptischen  Integrale  noch  vollständiger  als  in  der 
zweiten  Auflage  behandelt  worden,  und  um  das  Buch  praktisch  brauchbarer 
zu  machen,  hat  der  Verfasser  noch  eine  Sammlung  von  Formen  und  For- 
meln angehängt. 

Eine  Einleitung  bringt  die  unentbehrlichen  Sätze  aus  der  allgemeinen 
Fnnctionentheorie,  und  zwar  nach  einer  Methode ,  die  auf  Riemann's  Sätxe 
und  Gebilde  leitet.     Die  Benutzung  der  Biemann*schen  Flächen,  welche 
doch  der  reinen  Analyse  fremd  sind,  rechtfertigt  der  Verfasser  mit  der  Un- 
möglichkeit, bei  dem  heutigen  Stande  der  Functionentheorie  zu  einer  voll- 
kommenen  Einsicht  über   algebraische  Functionen  nnd   deren  Integrale  ta 
gelangen,   wenn  das  Auge  der  Intuition  geschlossen  ist,  und  hat  hiennit 
seinen  Standpunkt  gegenüber  der  Weierstrass*schen  Behandlnngdweise  der 
Functionentheorie  gekennzeichnet.    Der  Verfasser  ist  bereit,  die  CoDseqnenx 
derselben  anzuerkennen ,  doch  ermögliche  sie  seiner  Meinung  nach  nicht  eine 
wirkliche  Einsicht  in  einen  algebraischen  Functionenbereich  und  dessen  In- 
tegrale. Diesem  Standpunkte  zufolge  muss  der  Verfasser  die  Bekanntschaft  mit 
dem  genauen  Begriffe  des  Differentialquotienten ,  des  gewöhnlichen  Integrales 
und  des  Doppelintegrales,  in  welchem  die  Veränderlichen  reell  sind,  voraoB- 
setzen.  Im  Uebrigen  macht  die  functionentheoretische  Einleitung  nicht  den  An- 
spruch auf  YoUständigkeit:  es  werden  eben  nur  solche  Functionen,  Sätze  ond 
Methoden  vorgebracht,  deren  Eenntniss  für  die  Untersuchung  der  Theiafnne- 
tionen»  der  doppeltperiodischen  Functionen  und  der  elliptischen  Integr^^ 
nöthig  ist.     Aber  auch  in  Bezug  auf  diese  Functionen  legt  sich  das  Bncli 
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noch   die  BeschrSnküng  auf,  .dass  es  die  allgemeine  Transformationstheorie 
von  der  Behandlung  ausschliesst. 

Im  folgenden  Abschnitt  behandelt  der  Verfasser  die  doppeltperiodischen 
Functionen,  mit  Ausschluss  derer,  die  im  Endlichen  eine  wesentlich  singu- 
lare Stelle  besitzen,  und  die  Thetafunctionen.     Nach  Ableitung  der  Liou- 
vi lle 'sehen  Sfttze  wird  die  doppeltperiodische  Grundfunction  aufgestellt,  wo 
der  Verfasser   an   der  Legendre- Jacobi'schen  Tradition    festhält.      Die 
Weier8trass*8che  |)- Function,   sowie  die  aus  ihr  folgenden  und  ihre  Be- 
ziehungen   zu   den  alten  Formen  sind  an  den  entsprechenden  Stellen  unter 
dem    Texte  langegeben.      Doch   sieht  sich  Referent  genöthigt  zu    betonen^ 
dass   vom   functionen  theoretischen  Standpunkte  aus  die  Wei  erst  rassische 
p- Function  als  die  einfachste,   die  Legendre- Jacob i'sche  Grundfunction 
dagegen    als    eine  ganz  zuf&llige  erscheint      Die  Darstellung  der  letzteren 
durch  unendliche  Producte  leitet  zu  den  Thetafunctionen  über,  mit  deren  Hilfe 
sodann  die  elliptischen  Functionen  in  der  Bezeichnung  sauj  cau^  dau  ein- 
gefflhrt  werden,  einer  Bezeichnung,  die  uns  ebenso  wenig  geeignet  als  die 
G ud e r m an n*sche  scheinen  will.    Nach  Aufstellung  ihrer  Additionstheoreme 
construirt  der  Verfasser  die  zu  8au  =  ß  gehörige  Biemann'sche  Fläche  für 
den  Fall   eines   positiven  und  negativen  9,   wobei  als  Beispiele  die  winkel- 
treue   Abbildung  des  Rechtecks  und  speciell  des  Quadrats  auf  den  Kreis, 
sowie  Jacobi*8  Lösung  des  Poncelet-Steiner'schen  Schliessungsproblems 
Erwähnung   finden.     Die  Productent Wickelung  der  Functionen  sa^Uj  ca'u, 
da^u    führt   zur    linearen   Transformation    der  Thetafunctionen,    die  unter 
dem  Texte   auch   für   die   Weierstrass'sche   Sigmafunction    durchgeführt 
wird,   wobei  sich  zeigt,   dass  dieselbe  ebenso  wie  p  der  linearen  Transfor- 
mation gegenüber  eine  Invariante  ist.     Die  Constante  der  linearen  Trans- 
formation,  welche  nach  einer  vom  Verfasser  angegebenen  Methode  in  den 
früheren   Auflagen  auch   dem  Vorzeichen  nach  bestimmt  worden  ist,  wird 
hier  nur  bis  auf  eine  unbestimmt  bleibende  Quadratwurzel  der  Einheit  ge- 
funden;  doch  bleibt  der  Zusammenhang  zwischen  den  Thetafunctionen  und 
Gau  SS 'sehen  Summen   nicht   unerörtert.      Am   Schlüsse  dieses  Abschnittes 
beschäftigt  sich  der  Verfasser  noch   mit  der  numerischen  Berechnung  der 
elliptischen  Functionen,   sowie  auch   schon   mit  der  näherungsweisen  Aus- 
werthung  des  Argumentes  u  aus  den  elliptischen  Functionen   in  gewissen 
Fällen,    wobei   zwei  Transformationen   vierter  Ordnung  Erwähnung   finden. 
Zur   genaueren   Kenntniss   der  doppeltperiodischen  Functionen  ist  die 
Untersuchung  eines  Bereiches  vom  Geschlecht  Eins  unerlässlich.    Daher  folgt 
im  nächsten  Abschnitte  eine  Betrachtung  der  zweiwerthigen  Functionen  vom 
Geschlecht  Eins  und  ihrer  Integrale,   welche  mit  der  vorhergehenden   ge- 
wissermassen  parallel  läuft.     Der  Verfasser  untersucht  zunächst  den  Bereich 
(ä,  jet),  wo  5  =  >^(iB?— äJ  (£  —  *,)(;»  — A3) (isr—ÄJ,  construirt  die  zu  ihm  gehö- 
rende  Rie  mann 'sehe  Fläche   und   zeigt,   dass   die   rationalen  Functionen 
dieses  Bereichs  einwerthige  (analytische)  Functionen  in  der  Fläche  T  sind, 
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ein  Satz ,  dessen  ümkehrnng  ebenfalls  bewiesen  wird.  Nachdem  sodann  die 
den  Liouyille 'sehen  Sätzen  und  dem  Canchj'schen  Satze  hier  entspre- 
chenden Sätze  abgeleitet  worden  sind ,  folgt  eine  Beduction  des  allgemeiDen 
elliptischen  Integrals  im  Princip.  Hieran  schliesst  sich  die  Anfstelinng  der 
bekannten  Normalform  für  8  nach  Legendre's  Vorgange,  neben  welcher 
noch  eine  andere  s  =  yss{l'~e){l-^jc0)  als  Normalform  II  eingeführt  wird. 
Der  Verfasser  erörtert  sodann  die  Bedeutung  der  Thetafunctionen  für  das 
ümkehrproblem ,  leitet  die  Differentialgleichung  für  die  Periodicitätsmodnln 
her  und  schildert  das  Verhalten  des  Moduls  t  als  Function  von  k.  Nach 
einem  Capitel  über  das  Additionstheorem,  ein  Theorem,  das  bekanntlich 
Herr  Weierstrass  an  die  Spitze  der  Theorie  der  doppeltperiodischen  Func- 
tionen stellt,  schliesst  dieser  Abschnitt  mit  einer  Betrachtung  des  Oeschlechtes 
algebraischer  Gebilde. 

Im  letzten  Abschnitte  wird  eine  Darstellung  der  Integrale  zweiter  und 
dritter  Gattung  durch  Thetafunctionen  gegeben  und  in  einem  Anhange 
werden  Formeln  für  die  Rechnung  mit  Thetafunctionen  und  elliptischen 
Functionen  zusammengestellt  j^^  g  Jahhkb 


Heber  die  Teilbarkeit  der  Zahlen  von  P.  Adam.  Programmabhandlnng 
des  königl.  Gymnasiums  in  Clausthal.  1889. 
Der  Verfasser  behandelt  die  Theilbarkeit  der  Zahlen  durch  die  Zahlen 
des  ersten  Hunderts  unter  Benutzung  des  einfachen  Gedankens,  dass  der 
Divisor  in  der  ganzen  Zahl  aufgeht,  wenn  er  in  dem  Beste,  d.  h.  in  der 
Summe  der  bezw.  mit  den  „Theilbarkeitscoefficienten"  multiplicirten  Ziffern 
der  Zahl  aufgeht.  Aus  der  voraufgeschickten  Tabelle,  der  TheilbarkeitB* 
coefficienten  werden  Regeln  über  die  Theilbarkeit  der  Zahlen  durch  solche 
unter  100  hergeleitet    ü.  A.  findet  der  Verfasser^  dass 

10p  =  —1,  mod(2p  +  l) 
für  p  =  3,  5,  8,  9,  11,  14,  23,  24,  29,  30,  36,  44,  48. 

Dr.  E.  Jahmkb. 


Heber  die  associirten  Formen  nnd  deren  Anwendung  in  der  Theorie  der 
Gleichungen  von  Dr.  B.  Iobl.  Wien  1889. 
Der  Verfasser  stellt  sich  die  Aufgabe,  die  invariantentheoretische  Lö- 
sung der  Gleichungen,  wie  sie  zuerst  von  Cajlej  gegeben  worden  ist,  so 
zu  gestalten,  dass  sich  ihre  Unmöglichkeit  bei  Gleichungen  höheren  als 
vierten  Grades  nachweisen  lässt.  Er  benutzt  zu  diesem  Zwecke  die  Theorie 
der  associirten  Formen,  welche,  von  der  Theorie  der  typischen  Darstellang 
der  Formen  losgelöst,  für  sich  behandelt  wird,  eine  Behandlungsweise,  die 
sich   noch  in  anderer  Hinsicht  als  zweckmässig  erweist  ihsofem,  als  sieb 
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auf  diesem  Wege  leicht  bekannte  Sätze  und  Relationen  zwischen  den  In- 
und  Govarianten  ohne  Benutzung  der  symbolischen  Bechnungsweise  und, 
ohne  die  Formen  auf  ihre  canonische  Oeetalt  zu  bringen,  ergeben. 

Die  §§  1  und  2  sind  einer  älteren,  vom  Verfasser  in  den  Denkschriften 
der  kaiserl.  Akademie  der  Wissenschaften  veröffentlichten  Arbeit  „üeber 
eine  Classe  von  Aberschen  Gleichungen"  entnommen  und  dienen  zum  Ver- 
stSndniss  des  Folgenden.  Wenn  nämlich  fi{x)^  f%{^)y  U^^)  ganze  rationale 
Functionen  ohne  gemeinsamen  Theiler  bedeuten,  so  lässt  sich  die  Besul- 
tante  von  /;(a:)  =  0  und  U{x)  +  lf^{x)  =  0  als  Product  von  f^[x)  und  einer 
Covariante  der  drei  fundamentalen  binären  Formen  darstellen,  einer  Co- 
variante,  die  ihrerseits  wieder  eine  Besultante  zweier  Formen  ist.  Im  Zu- 
sammenhange mit  dieser  Doppeleigenschaft  der  letztgenannten  Covariante 
wird  ein  Princip  zur  Erzeugung  von  Covarianten  eines  Systems  dreier 
Formen  von  derselben  Ordnung  angegeben.  §  4  enthält  nun  die  Definition 
der  associirten  Formen,  aus  welcher  mit  Zuhilfenahme  eines  in  §  3  auf- 
gestellten Princips  eine  bekannte  Eigenschaft  hergeleitet  wird,  welche  alle 
associirten  Formen  der  Form  r^  Ordnung  mit  Ausnahme  der  höchsten  aus 
den  höchsten  associirten  Formen  der  Formen  niederer  Ordnung  finden  lehrt. 
Dieser  Satz,  dass  nämlich  alle  associirten  Formen  einer  Grundform  F  diese 
selbst  zum  Factor  haben,  bleibt,  wie  des  Verfassers  Deduetion  unmittelbar 
erkennen  lässt,  auch  für  die  associirten  Formen  von  einer  beliebigen  Co- 
variante der  Form  F  bestehen.  Im  folgenden  Paragraphen  wird  eine  Be* 
cursionsformel  zur  Berechnung  der  associirten  Formen  gegeben,  mit  deren 
Hilfe  DQan  aucH  die  höchste  associirte  Form  F{—f)  finden  kann.  Aus  ihr 
lässt  sich,  wie  §  6  nachweist,  eine  independente  Darstellung  der  associirten 
Formen  der  Form  n*^  Ordnung  ableiten  in  der  Weise,  dass  sich  alle  höheren 
durch  zwei  aufeinander  folgende  niedere  ausdrücken  lassen.  Zugleich  weist 
der  Verfasser  darauf  hin,  dass  aus  diesem  Satze  der  bekannte  Satz  folgt, 
wonach  sich  alle  Covarianten  der  Form  F  rational  durch  die  associirten 
Formen  darstellen  lassen.  Hieran  schliessen  sich  allgemeine  Sätze,  die  den 
Zusammenhang  der  associirten  Formen  tiefer  ergründen.  Mit  Benutzung 
der  in  §  4  gewonnenen  Eigenschaft  der  associirten  Formen  wird  der  Satz: 
»Hat  man  irgend  eine  associirte  Form  aus  der  höchsten  associirten  Form  einer 
niederen  Form  in  der  angegebenen  Weise  gebildet,  so  dass  die  sie  zusam- 
mensetzenden Covarianten  zu  Coefficienten  Aggregate  von  Producten  aus  den 
Differentialquotienten  der  Grundform  haben,  und  setzt  man  in  den  Co- 
varianten für  die  in  ihnen  ezplicite  vorkommenden  fl? ,  y :  —  =  —  f{xy) ,  so 

lässt  sich  dieselbe  durch  die  höchste  associirte  Form  der  Form  n^^  Ordnung 
rational  ausdrücken"  bewiesen  und  zugleich  bedeutend  verallgemeinert  Weiter 
ergeben  sich  dem  in  §  3  entwickelten  Princip  zufolge  interessante  Identi- 
täten zwischen  den  Covarianten,  deren  eine  sich  als  Satz  so  aussprechen 
lässt:  Irgend  eine  Potenz  der  Functionaldeterminante  kann  durch  diese  selbst 
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rational  dargestellt  werden.  Es  folgt  nun  eine  Anwendung  der  allgemeinen 
Theorie  auf  die  Theorie  der  cubisehen  Gleichungen.  Nachdem  der  Verfasser 
gezeigt  hat,  dass  sich  die  Wurzeln  der  Gleichungen  ^^=0  und  §  =  0 
gegenseitig  durch  dieselbe  rationale  Function  ausdrücken  lassen ,  legt  er  dar, 
wie  mau  aus  einer  Identitfit  a  priori  folgern  könne,  dass  zwischen  BF\ 
H^y  Q^  eine  Beziehung  bestehen  müsse,  als  welche  sich  die  bekannte  Re- 
lation zwischen  den  In-  und  Covarianten  der  cubisehen  Form  ergiebt,  und 
mit  Hilfe  dieser  bewerkstelligt  der  Verfasser  die  bekannte  Zerlegung  der 
Form.  Hierauf  werden  in  §  10  die  associirten  Formen  der  Form  viwter 
Ordnung  berechnet,  und  auch  hier  wird  a  priori  das  Vorhandensein  einer 
Beziehung  zwischen  T',  JP',  H^  erschlossen.  Hieran  reiht  sich  die  Zer- 
legung der  Covariante  T  in  drei  conjugirte  quadratische  Formen  auf  in^a- 
riantentheoretischem  Wege.  Dies  geschieht  dadurch,  dass  der  Verfasser  in- 
variantentheoretisch T  =  0  als  eine  AbeTsche  Gleichung  und  zwar  von  der 
Periode  2  nachweist.  Ausserdem  hat  die  Coyariante  T  bekanntlich  noch 
zwei  charakteristische  Eigenschaften;  diese  sind:  die  Darstellung  des  Qua. 
drats  derselben  durch  die  In  -  und  Coyarianten  der  Grundform  hat  dieselbe 
Gestalt,  wie  die  cubische  Besolvente  der  Gleichung  vierten  Grades,  auf 
welche  die  Lagrange 'sehe  Methode  führt;  ferner,  ihre  vierte  üebenchie- 
bung  über  sich  selbst  verschwindet  identisch.  Die  Frage  nach  dem  Zusam- 
menhange zwischen  denselben  scheint  noch  nicht  in  dem  Sinne  gelöst  za 
sein,  dass  gezeigt  worden  w&re,  wie  eine  Eigenschaft  die  beiden  anderen 
nach  sich  zieht.     Diese  Lücke  wird  im  Scblussparagraphen  ausgefüllt. 

Dr.  £.  Jahnkb. 
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Historisch -literarische  Abtheilung. 


Notiz  über  die  ersten  Kegelsohnittzirkel. 

Von 

A.  VON  Braunmühl. 

Hierzu  Taf.  IV. 


Man  hat  in  unserer  Zeit  immer  wieder  Apparate  construirt,  die  zur 
Zeichnung  von  Kegelschnitten  dienen  sollen,  obwohl  man  wegen  der  nicht 
zu  vermeidenden  üngenauigkeiten ,  die  dem  Gebrauche  solcher  Instrumente 
immer  anhaften,  in  Fftllen,  wo  es  sich  nm  eine  wirklich  brauchbare  zeich- 
nerische Leistung  handelt,  gewöhnlich  gezwungen  ist,  seine  Zuflucht  zur 
Construction  mittels  Kreisbögen  zu  nehmen. 

Die  bis  jetzt  aufgetauchten  Apparate  kann  man  in  zwei  Gruppen  ein- 
theilen,  nSmlich  in  solche,  die  durch  Verwerthung  der  Eigenschaften  der 
Kegelschnitte  selbst  entstanden,  und  in  solche,  die  auf  der  Erzeugung  der 
Curven  zweiter  Ordnung  als  Schnitte  einer  Ebene  mit  einem  Kreiskegel 
beruhen.  Von  der  letzteren  Gattung,,  die  uns  hier  allein  interessirt,  giebt 
es  eine  ganze  Beihe,  von  denen  Bittershaus  in  seiner  Abhandlung  „üeber 
Gllipsographen^*  die  wichtigsten  anfahrt. 

Die  Idee ,  ein  Instrument  zu  construiren ,  das  den  Kegelschnitt  aus  dem 
Kegel  selbst  erzeugt,  gehört  aber  nicht  etwa  erst  unserer  Zeit  an,  sondern 
iät  bereits  Aber  300  Jahre  alt,  und  da  ich  annehmen  zu  dürfen  glaube, 
dass  die  ältesten  Konographen  oder,  wie  man  sie  richtiger  noch  nennt, 
Konotomographen  nicht  allgemeiner  bekannt  sein  werden,  so  theile  ich  hier 
Abbildung  und  Beschreibung  dieser  Apparate  mit. 

Kästner  bemerkt  in  seiner  Geschichte  der  Mathematik,  Bd.  II  S.  98, 
dass  ein  Patrizier  aus  Venedig  Namens  Pranziscus  Barocius**  in  einem 

*  Verhandlungen  des  Vereins  zur  Beförderung  des  Gewerbfleisses  in  Preussen, 
M.  Jahrg.  1875 

**  Auf  diese  Stelle  in  Kästner  wurde  ich  durch  Herrn  M.  Cantor  in  Ueidei- 
b^g  aufmerksam  gemacht.    Das  Buch  des  Barocius  führt  den  Titel:  Admiran- 
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1586  in  seiner  Vaterstadt  erschienenen  Buche  über  Asymptoten  ein  solches 
Instrument  angiebt,  fügt  aber  bei,  dass  Beschreibung  und  Figuren  nicht 
vollständig  genügend  seien.  Dieses  seltene  Buch  konnte  ich  auf  der  Mün- 
chener Hof-  und  Staatsbibliothek  erhalten  und  finde  daselbst  S«  30  und  31 
zwei  verschiedene  Instrumente  abgebildet,  denen  allerdings  eine  sehr  lücken- 
hafte Beschreibung  beigegeben  ist;  aber  Erklärung  und  Abbildung  vereint 
lassen  doch  den  Gebrauch  der  Instrumente  erkennen. 

Der  eine  Apparat  (Fig.  1)  ist  von  Barocius  nach  seiner  Angabe  1566 
erfunden.  Er  besteht  aus  einer  Aze  ÄB^  die  unter  beliebigem  Winkel 
gegen  die  Ebene,  auf  welcher  das  Instrument  befestigt  wird,  eingestellt  and 
mittels  einer  verschiebbaren  Hülse  BO  bis  zu  einem  gewissen  Grade  ver- 
längert oder  verkürzt  werden  kann.  Letztere  endet  in  einem  gespaltenen 
Kopfe,  in  dem  ein  in  einer  Ebene  bewegliches  Böhrchen  DE  angebracht 
ist,  das  mittels  der  Hülse  um  die  Axe  gedreht  und  mittels  einer  Schraube 
unter  einem  bestimmten  Winkel  gegen  dieselbe  festgestellt  werden  kann. 
In  dem  Röhrchen  steckt  ein  Stift,  der  so  leicht  verschiebbar  sein  muss, 
dass  sich  seine  Spitze  bei  der  Drehung  des  Böhrchens  um  die  Axe  stets 
mit  dem  Papier  der  Zeichnungsebene  in  Contact  halten  lässt.  um  mit  diesem 
Instrument  einen  Kegelschnitt  zu  zeichnen ,  stellt  man  nach  Angabe  des 
Barocius  das  Zeichnungsbrett  wie  das  Röhrchen  unter  bestimmten  Winkek 
gegen  die  Axe  fest  und  führt  letzteres  so  um  die  Axe,  dass  der  Stift  stets 
die  Ebene  berührt,  auf  welcher  er  dann  die  Curve  entwirft.  Steht  die 
Zeichnungsebene  parallel  zur  Axe,  so  wird  der  Kegelschnitt  eine  Parabel, 
sonst  Ellipse  oder  Hyperbel;  wann  dies  eintritt,  wird  von  Barocius  nicht 
weiter  discutirt. 

Das  zweite  Instrument,  das  er  angiebt,  ist  von  dem  Italiener  Julias 
Tiene  erfunden  und  dem  Barocius  von  Jacobus  Contarenus  mit* 
getheilt,  den  er  den  Archimedes  seines  Jahrhunderts  nennt.  Dasselbe  hat, 
wie  Fig.  2  zeigt,  die  Gestalt  eines  Zirkels.  Der  Fuss  AB  (welcher  an 
Stelle  der  Axe  tritt)  wird  irgendwo  festgesteckt,  und  die  Zeichnungsebene 
gegen  ihn  unter  einem  Winkel  geneigt  Die  Verschiebung  des  Stiftes  in 
dem  ebenfalls  aus  einem  Röhrchen  bestehenden  Schenkel  BC  wird  mittels 
eines  am  Zirkelkopf  angebrachten  Zahnrädchens  bewerkstelligt,  welches  in 
eine  Zahnstange  eingreift,  die  sich  in  dem  Röhrchen  auf  und  ab  bewegt 
und  an  welcher  der  Stift  befestigt  ist.  Die  Schraube  in  Mitte  des  Räd- 
chens scheint  zur  Feststellung  des  Winkels  ABC  der  beiden  Schenkel  zn 
dienen,  oder  wird  damit  das  Bädchen  gedreht  und  befindet  sich  rückwärts 
eine  Schraube,  um  das  Röhrchen  festzustellen?     Ein  klares  Bild  dieser  Ein- 


dum  illud  geometricum  problema  tredecim  modis  demonstratum ,  qnod  docet  daas 
lineas  in  eodem  piano  designare,  qaae  nunquam  invicem  coincidant,  etiam  si  in 
infinitum  protrahantur:  et  quanto  longius  producuntur,  tanto  sibi  invicem  propiores 
evadant.    Venetüs  1586. 
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richtuog   giebt  die  schlechte  Zeichnang  allerdings  nicht,    doch  kann  man 
sich  dieselbe  wohl  besser  ausgeführt  vorstellen. 

Dies  scheinen  die  ersten  Instmmente  zu  sein,  welche  nnter  Benfltjzung 
des  erwähnten  Gedankens  entstanden.  Nnn  fand  ich  kürzlich,  dass  anch 
der  als  Erfinder  des  Pantographen  bekannte  Mathematiker  und  Astronom 
Christoph  Scheiner  (1573 — 1650)  im  Jahre  1614,  während  er  Professor 
in  Ingolstadt  war,  ein  ähnliches  Instrument  construirte  und  von  einem 
Schüler  Job.  Oeorg  Schönberger  in  dessen  Dissertation*  zeichnen  und 
beschreiben  Hess.  Ob  Bcheiner  von  dem  Instrumente  des  Barociue 
Kenntniss  hatte,  lässt  sich  wohl  kaum  mehr  nachweisen;  er  selbst  giebt 
darüber  nichts  an ,  nennt  sich  aber  auch  nicht  den  Erfinder  des  Instrumentes, 
das  er  einfach  als  geeignet  zum  Zeichnen  der  Kegelschnitte  angiebt.  Jeden- 
ft.Us  hat  sein  Zirkel  vor  den  beiden  oben  beschriebenen  Manches  voraus  und 
unterscheidet  sich  in  der  Construction  doch  so  wesentlich  von  ihnen,  dass 
nicht  noth wendig  anzunehmen  ist,  er  habe  dieselben  schon  gekannt.  Ich 
führe  die  Beschreibung  Schönberger *s  in  der  Hauptsache  hier  an  und 
fllge  wieder  die  Originalabbildung  aus  der  Dissertation  (S.  64)  in  Fig.  3  an. 

Das  Instrument  besteht  im  Wesentlichen  aus  drei  Theilen:  der  Aze  HB, 
die  bei  Ä  mittels  eines  Stiftes  auf  der  Zeichenebene  KLMN  befestigt 
werden  kann  und  die  ganze  Vorrichtung  trägt,  dem  graduirten  Halbkreise 
ODE  und  dem  Schreibstifte  FQ. 

Die  Axe  ist  aus  Eisen  und  besitzt  bei  H  einen  Zirkelkopf,  mit  dem 
sie  in  einer  beliebigen  Neigung  gegen  die  Zeichenebene  so  fest  eingestellt 
werden  kann,  dass  sie  nicht  schwankt. 

Der  Halbkreis  CJDEy  der  aus  Holz  oder  Metall  besteht,  muss  in  einer 
Hülse  um  die  Axe  leicht  bewegbar  sein;  er  kann  mittels  der  beiden  mit 
Schrauben  versehenen  Hohlkügelchen  C  und  JE7,  die  auf  der  Axe  verschieb- 
bar sind,  in  beliebiger  Lage  festgestellt  werden. 

Der  Stift  JFär,  der  aus  festem,  aber  leichtem  Material,  etwa  aus  Holz, 
oder  Bein,  und  sehr  gleichmässig  gearbeitet  sein  muss,  besitzt  nach  seiner 
ganzen  Länge  einen  Schlitz,  so  dass  er  um  die  Schrauben  C  und  D  leicht 
aufwärts  und  abwärts  verschoben  werden  kann.  Ausserdem  ist  die  Schraube 
^  ein  sogenannter  Coulissenschieber,  welcher,  in  dem  Schlitze  des  Theil-> 
kreises  verschiebbar,  dem  Stifte  eine  bestimmte  Winkelrichtung  gegen  die 
Axe  giebt,  die  während  der  Zeichnung  erhalten  bleiben  muss«.  Bei  Q  wird 
die  Peder,  die  die  Curve  beschreibt,  eingesetzt.    .. 

Mit  diesem  Instrumente,  dessen  Brauchbarkeit  nach  Schön  borg  er 's 
Versicherung  ausgezeichnet  ist,  kann  man  gerade  Linien,  Kreise,  Ellipsen, 
Parabeln  und  Hjtperbeln  in  einem  Zuge  besohreiben,  indem  man  den  "KiiSii' 
mit  dem  Stifte   um   die  feststehende  Axe  dreht  und  zugleich  den  Stift  so 
,.../  * 

*  Ezegetes  fundamentorum  gnomoni.corum«    Ingolstadii  1614.     ."H>oo>i.  huimI 

13*  T 
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längs   der  Schrauben  J  und  D  verschiebt,   dass    die  Feder   besiftndig  das 
Papier  berührt. 

Oerade  Linien  erhält  man  dann,  wenn  die  Axe  gegen  die  Ebene  KLMN 
geneigt  ist  und  der  Stift  senkrecht  zur  Axe  steht,  und  Kreise,  wenn  die 
Axe  senkrecht  steht,  der  Stift  aber  unter  spitzem  Winkel  gegen  dieselbe 
gerichtet  ist.  Neigt  man  femer  (im  Speciellen)  die  Axe  unter  einem  Winkel 
QAJ^=4t5^  gegen  die  Ebene,  so  erhält  man  dann  Ellipsen,  wenn  Winkel 
Jl/D^45^  eine  Parabel,  wenn  er  gleich  45^,  und  Hyperbeln,  wenn  er 
>>45^  und  ^90^  ist;  die  beiden  Schaaren  von  Hyperbeln,  die  durch  die 
Gerade  getrennt  sind,  welche  sich  für  LAJD  =^90^  ergiebt,  öfhen  sich 
im  ersten  Falle  (L  AJD  <  90®)  gegen  Ä,  im  zweiten  {L  ÄJD  >  90^)  nach 
entgegengesetzter  Richtung. 

Dass  diese  drei  Instrumente  für  die  Anforderungen,  die  wir  heute  an 
eine  genaue  Zeichnung  stellen,  in  dieser  Form  nicht  brauchbar  sind,  erkennt 
man  auf  den  ersten  Blick,  aber  gleichwohl  wird  man  dem  Gedanken,  der 
zu  ihrer  Construction  führte,  Originalität  nicht  abstreiten  können;  auch  zeigt 
namentlich  der  letztbeschriebene  Zirkel  die  Entstehung  der  Kegelschnitte 
sehr  schön ,  indem  /  die  Spitze  des  Kegels ,  FG  die  bewegliche  Erzeugende 
ist,  die  seinen  Mantel  beschreibt,  und  KLMN  die  Schnittebene,  die  die 
Curve  zweiter  Ordnung  ausschneidet.  Fflr  Scheiner 's  Zwecke  ^  der  den 
Apparat  zur  Construction  der  für  Sonnenuhren  nöthigen  Curven  verwendete, 
lieferte  derselbe  gewiss  genügend  exacte  Zeichnungen,  und  es  ist  zu  ver- 
wundern, dass  er  in  den  vielen  späteren  Arbeiten  über  denselben  Gegen- 
stand keine  Erwähnung  findet,  so  dass  das  Instrument  mit  dem  des  Bare- 
eins,  wie  es  scheint,  ganz  der  Vergessenheit  anheimfiel,  bis  derselbe  Ge- 
danke in  anderer,  aber  weit  complicirterer  Form  von  Benjamin  B ramer* 
wiederum  zur  Ausführung  gebracht  wurde.  Dieser  weil,  fürstl.  hessische 
Beut-  und  Baumeister  zu  Ziegenhain  beschreibt  in  seinem  Apollonius  Cattos 
oder  Kern  der  ganzen  Geometrie  1684  (die  Vorrede  ist  1646  datirt)  zwei 
Instrumente  zum  Zeichnen  von  Kegelschnitten,  die  denselben  Gedanken  in 
verschiedener  Form  zum  Ausdruck  bringen. 

Das  erste  (Fig.  4)  auf  S.  87  gleicht  am  meisten  dem  Instrumente  des 
Barocius,  indem  der  Stift  CD,  wie  bei  diesem,  in  einem  Böhrchen  CE 
läuft  und  die  Zeichuungsebene  AB  gegen  die  Axe  FGH  nach  Belieben 
geneigt  werden  kann.  Die  Drehung  des  Böhrchens  geschieht  mittels  des 
Schlüssels  /.  Der  Apparat  mag  wohl  wegen  der  sichereren  Führung  exactere 
Curven  liefern,  ist  aber,  wie  ein  Blick  auf  die  Zeichnung  zeigt,  auch  weit 
weniger  compendiös  als  die  früher  beschriebenen,  indem  er  ein  massives 
Stativ,  sowie  eine  umständliche  Vorrichtung  zum  Feststellen  des  Beissbrettes 
AB  erfordert.    Bemerkt  mag  noch  werden,  dass,  wenn  die  Zeichnungsebene 


•  Vergl.  Kästner,  Gesch.  d.  Math.  Bd.  III 8. 195—196.   Kurse  Lebentbescbrei- 
buDg  desselben:  Allgem.  deutsche  Biographie  III,  S.  284  von  M.  Cantor. 
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die  in  der  Figur  angegebene  Stellung  hat,  eine  Parabel  entsteht,  während 
man  Ellipsen  enth&lt,  yrenn  AB  nach  oben,  und  Hyperbeln,  wenn  es  nach 
unten  geneigt  wird. 

Noch  weit  complicirter  ist  aber  das  zweite  Instrument,  das  Bramer 
das  universal -konische  Instrument  nennt,  weshalb  wir  von  einer  Zeichnung 
und  Beschreibung  hier  absehen  wollen ,  zumal  da  ein  wesentlich  neuer  Ge- 
danke bei  seiner  Construction  nicht  zu  Tage  tritt. 

Auch  Bramer's  Apparate  scheinen  keinen  rechten  Anklang  gefunden 
za  haben  —  was  bei  ihrer  Schwerfälligkeit  übrigens  nicht  Wunder  nimmt  — , 
denn  erst  in  unserem  Jahrhundert  kam  man,  und,  wie  es  scheint,  ohne 
die  früheren  Instrumente  zu  kennen,  von  Neuem  auf  den  Gedanken  des 
Barocius  zurück ,  wodurch  die  bekan nten  Instrumente  von  Mejer,  Maer- 
tens,  Drzewiecki  u.  a.  ihre  Entstehung  fanden. 
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Anwendnng  der  Determinantea  und  Elemente  der  neuem  Algebra  auf 
dem  Gebiete  der  niedern  Mathematik  von  Prof.  Dr  J.  Diekmanh. 

Leipzig  1889. 

0.  Hesse  ist  der  Erste  gewesen,  welcher  für  die  EinftLhrang  der  De- 
terminanten in  den  mathematischen  Unterricht  an  unseren  höheren  Schulen 
eingetreten  ist.  Zweck  seiner  kleinen  Schrift  war,  für  unsere  Schulen,  die 
sich  auf  dem  Gebiete  der  Algebra  mehr  oder  weniger  noch  im  Geleise  von 
Diophant  und  Descartes  bewegen,  den  Anschluss  an  den  heutigen  wis- 
senschaftlichen Stand  der  Algebra  möglich  und  erreichbar  zu  machen.  Der 
Verfasser  hat  sich  nun  die  Aufgabe  gestellt,  die  Mannichfaltigkeit  der  An- 
wendung der  Determinanten  auf  fast  allen  Gebieten  der  niederen  Mathematik 
und  die  Bedeutung  der  dabei  gewonnenen  Resultate  für  die  Algebra  in 
Etwas  darzulegen.  Was  den  Hauptwerth  der  Determinanten  für  die  Schulen 
ausmacht,  liegt  in  dem  durch  sie  ermöglichten  Eliminationsverfahren  und 
in  der  Durchsichtigkeit  der  Eliminationsresultate,  die  sich  entweder  als  Re- 
sultanten oder  Discriminanten  darstellen. 

Nachdem  der  Verfasser  die  Determinante  definirt  hat  —  wobei  er  sich 
auf  den  einfachsten  Begriff  derselben  als  abgekürzten  Ausdruck  zur  Erleich- 
terung der  Operation  beschränkt  — ,  weist  er  auf  ihre  Anwendung  in  der 
Lehre  von  den  Proportionen  und  bei  der  Elimination  der  unbekannten  ans 
einem  Systeme  linearer  Gleichungen  hin.  Hieran  schliesst  sich  die  ErklS- 
rung  des  Begriffes  Resultante  an  dem  Beispiele  der  homogenen  Gleichungen 
und  des  Begriffes  Discriminante  an  dem  Beispiele  der  Gleichungen  zweiten 
Grades.  Die  Bedeutung  des  letzteren  für  die  Eegelschnittsgleichung  wird 
des  Weiteren  erörtert 

Es  folgt  ein  Capitel  über  die  irrationalen  Gleichungen.  Zunächst  wird 
die  zweigliedrig  irrationale  Gleichung  zweiten  Grades  mit  linearen  Badican- 
den  behandelt  und  ein  bemerkenswerthes  Verfahren  angegeben ,  das  an  sich 
quadratische  System  von  Gleichungen  durch  lineare  Elimination  zu  lösen, 
sowie  die  Werthe  der  Wurzelgrössen  aus  den  Coefficienten  der  Gleichung 
selbst  zu  berechnen.  Sodann  werden  Gleichungen  mit  je  zwei  Irrationali- 
täten dritten,  vierten,  fünften  Grades  betrachtet,  und  es  wird  gezeigt,  wie 
sich  die  Irrationalitäten  rational  durch  die  Radicanden  ausdrücken  lassen. 
Um  dem  Schüler  einen  klaren  Einblick  in  das  eigentliche  Wesen  der  Lösung 
quadratischer  Gleichungen  und  ihrer  Schwierigkeit  zu  verschaffen,  behandelt 
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der  Verfasser  im  nächsten  Capitel  die  Auflösung  quadratischer  Gleichungen 
mit  zwei  unbekannten.  Die  Lösung  wird,  wie  bei  den  Gleichungen  ersten 
Grades  mit  mehreren  unbekannten,  auf  eine  Eliminationsaufgabe  zurück- 
geführt, deren  Schwierigkeit  einzig  und  allein  in  der  Auffindung  des  Eli« 
minationsfactors  besteht.  Diese  Auffindung  macht,  wie  des  Weiteren  nach- 
gewiesen wird,  keinerlei  Schwierigkeit,  sobald  ein  durch  quadratische  oder 
lineare  Gleichungen  lesbares  System  vorliegt.  Zugleich  lässt  das  Verfahren 
keinen  Zweifel  darüber,  dass  es  das  ganze  Gebiet  der  quadratischen  Gleich- 
ungen mit  zwei  Unbekannten  umfasst.  Im  Gegensatz  hierzu  stehen  die- 
jenigen Methoden,  welche  das  einzuschlagende  Verfahren  je  nach  Form  der 
Gleichungen  ändern,  weshalb  man  sie  als  Kunstgriffe  zu  bezeichnen  pflegt. 
Der  Verfasser  schliesst  hieran  eine  treffliche  Auseinandersetzung  über  die 
Berechtigung  dieser  Bezeichnung.  Das  Schlusscapitel  des  ersten  Abschnittes 
ist  den  cubischen  tmd  biquadratischen  Gleichungen  gewidmet.  Die  Anwen- 
dung der  Determinante  bei  der  Auflösung  derselben  knüpft  sich  an  die  Zer- 
legung der  entsprechenden  algebraischen  Formen  in  lineare  Factoren.  Dabei 
tritt  die  Determinante  auf,  welche  unter  dem  Namen  der  Gayley-Aron- 
hold'schen  bekannt,  aber  schon  von  Herrn  Heilermänn  in  einer  Pro- 
grammarbeit vom  Jahre  1855  gegeben  worden  ist.' 

Im  zweiten  Abschnitte  behandelt  der  Verfasser  die  constructive  Plani- 
metrie algebraisch.  Er  stellt  zunächst  den  trigonometrischen'  Ausdruck  für 
die  Bedingung .  auf ,  die  zwischen  den  Winkeln  einerseits  und  den  Seiten 
andererseits  stattfinden  muss,  wenn  überhaupt  ein  Dreieck  möglich  sein  soll, 
und  geht  dann  dazu  über^  die  Congruenzsätze  in  ein , trigonometrisches  Ge-, 
wand  zu  kldi()en.  Dabei  grappiren  sich  die  Aufgaben  um'  einen  einheit- 
lichen Gedanken,  es  handelt  sich  in  allen  Fällen  um  ein  einfaches  Elimi- 
nationsproblem.  Nach  Erledigung  dier  Haüptaufgfaben ,  soweit  sie  Winkel 
und  Seiten  betreffen,  werden  als  hübsche  Anwendung  der  Determinanten 
in  der  metrischen  Geometrie  noch  einige  Gleichungen  abgeleitet,  die  für  den 
Zusammenhang  einiger  hervorragender  Linien  von  Wichtigkeit  sind.  Dabei 
wird  überall  ein  Gleichungssysteiü  benutzt,  das  auch  für  den  rein  analyti- 
schen Theil  der  Trigonometrie  von  Bedeutung  ist,  insofern,  als  es  eine  ein- 
fEU^he  Herleitung  des  Additionstheorems  gestattet,  eine  Herleitung,  die  vom 
Dreieck  ausgeht  und  die  Kenntniss  des  Sinussatzes  voraussetzt.  Zum  Schluss 
giebt  der  Verfasser  eine  analoge  Behandlung  für  die  sphärische  Trigonometrie 
an;  auch  hier  lassen  sich  die  Hauptaufgaben  als  Eliminationsaufgaben  be- 
handeln. 

Das  Buch  ist  lesenswerth.  Referent  möchte  es  vor  Allem  den  Mathe- 
matikern, die  an  Realgymnasien  und  Oberrealschulen  thätig  sind,  dringend 
zur  Beachtung  empfohlen  haben.  Den  jüngeren  Amtsgenossen  und  angehen- 
den Lehrern  wird  es  als  Bindemittel  zwischen  Universität  und  Schule  nicht 
o^ue  Anregung  und  Interesse  sein.  Y)r.  E.  Jahnkb. 
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ArithmetUohe  Anljgabeii  von  Dr.  H.  Fbnkneb.    Braanschweig  1890. 

Die  Aufgaben,  welche  der  Schttler  anter  Anwendung  der  erlernten 
Methoden  zu  lösen  hat ,  sind  zweckmässig  auszuwählen.  Der  Verfasser  ver- 
wirft daher  alle  Aufgaben,  deren  Lösung  nicht  bestimmten  Regeln  folgb 
sondern  besondere  Kunstgriffe  erfordert.  Weiter  ist  der  Verfasser  der  An- 
sicht, dass  beim  Unterricht  in  der  Algebra  hauptsächlich  die  Anwendung 
der  Gleichungen  zu  berücksichtigen ,  die  Auflösung  von  unbenannten  Gleich- 
ungen nur  Mittel  zum  Zwecke  sei.  Er  verlangt  demnach  und  mit  Recht, 
dass  man,  sobald  der  Schüler  eine  gewisse  Fertigkeit  in  der  Auflösung 
von  un benannten  Gleichungen  erworben  habe,  zu  Anwendungen  Übergehen 
solle.  Bei  der  Wahl  von  Aufgaben  hat  der  Verfasser,  welcher  seine  Arbeit 
als  einen  Beitrag  zur  Concentration  des  Unterrichts  betrachtet  wissen  will, 
die  verschiedenen  Gebiete  des  Unterrichts  berücksichtigt,  wobei  neben  Geo- 
metrie und  Trigonometrie  Physik  und  Chemie  herangezogen  worden  sind. 
Das  vorliegende  Buch  enthält  Aufgaben  für  das  Pensum  von  Tertia  bis 
Secunda  und  zwar  in  einer  Ausgabe  für  Gymnasien,  Realgymnasien  und 
Oberrealschulen  einer-  und  Realschulen  und  höhere  Bürgerschulen  anderer- 
seits. Den  Aufgabengruppen  sind  die  zu  benutzenden  Lehrsätze  voran- 
gestellt ,  doch  sind  deren  Beweise  vielfach  nur  durch  Anwendung  auf  Zahlen- 
beispiele erläutert.  Für  den  Gebrauch  in  der  Prima  soll  binnen  Kurzem 
ein  zweiter  Theil  folgen. 

Das  Buch  verdient  Beachtung.  j^^  E.  Jahnke. 


Die  Arithmetik  auf  dem  Gymnasium  von  Konrektor  H.  Ratdt.  Hannover- 
Linden  1890. 
Im  Gegensatz  zu  den  Schulmathematikem,  die  ein  arithmetisches  Lehr- 
buch für  entbehrlich  halten,  ist  der  Verfasser  der  Ansicht,  dass  ein  solches 
neben  einer  Aufgabensammlung,  wie  etwa  der  M ar tu s 'sehen,  aus  viel- 
fachen Gründen  ein  Bedürfniss  sei.  Er  giebt  uns  in  seinem  Buche  eine 
Zusammenstellung  kurzgefasster  Regeln  und  Sätze,  wobei  sich  das  Bestreben 
geltend  macht,  auch  dem  beschränkten  Schüler  klar  zu  werden.  Daher 
laufen  Erklärungen  und  Beweise  unter,  die  vom  streng  wissenschaftlichen 
Standpunkte  aus  unhaltbar  sind.  Der  Verfasser  will  sein  Regel-  und  Lehr- 
buch als  einen  kleinen  Beitrag  zur  Lösung  der  vielbesprochenen  UeberbQr- 
dungsfrage  betrachtet  wissen.  Dem  Referenten  will  aber  scheinen,  als  ob 
es  den  Regeln  der  Pädagogik  mehr  entspräche,  den  Schüler  die  betreffenden 
Regeln  selbst  aufstellen  und  niederschreiben  zu  lassen,  so  dass  sich  jeder 
sein  Regelbuch  selbst  aufbaut;  auf  diese  Weise  wird  nicht  etwa  werthvolle 
Zeit  vergeudet,  sondern  das  heisst  eben  Unterricht.  Allerdings  mag  das 
Buch  Schüler,  welche  aus  irgendwelchen  Gründen  einen  Theil  des  Cnrsua 
versäumt  haben,  in  den  Stand  setzen,  ohne  Privatunterricht  das  Durch- 
genounnene  nachzuholen.  j^^  ^  Jahnke 
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La  Goinoidenia  dei  doe  metodi  d*approssimazione  di  Newton  e  Lagrange 
nelle  Radid  qnadrate  ...  per  Bbllino  Carrara.  Torino  (Turin), 
Stamperia  reale,  0.  B.  Paravia  1889. 
Der  Verfasser,  wie  es  scheint,  eine  jüngere  strebsame  Kraft,  liefert 
hier  die  Resultate  einer  Studie  über  die  beiden  Annftherungsmethoden  für 
die  Berechnung  von  Quadratwurzeln.  Die  Veranlassung  dazu  bot  ihm  die 
regelmässige  üebereinstimmung  der  snccessiven  Nftherungswerthe,  welche 
diese  beiden  Methoden  lieferten.  Die  ganze  Abhandlung  von  30  Seiten  zcr- 
flUlt  in  fünf  Theile.  Die  beiden  ersten  geben  eine  vollständige  Erklärung 
der  Methoden  von  Newton  und  Lagrange.  Im  dritten  werden  die  Nähe - 
rnngswerthe  der  Lag  ränge 'sehen  Methode  einer  Betrachtung  unterzogen 
und  hieraus  dann  im  yierten  und  fünften  Theile  der  Beweis  geliefert,  dass 
beide  Methoden  im  Grunde  identisch  sind,  und  nicht  blos  im  Endresultat,  son- 
dern auch  in  den  einzelnen  Näherungswerthen  übereinstimmen  müssen.  Dies 
ist  gewiss  interessant,  da  beide  Reihen  von  Werthen  durch  gänzlich  verschie- 
dene Rechnungsweisen  gewonnen  werden.  Auch  ist  die  Darstellungsweise 
recht  klar  und  anziehend.  Die  Abhandlung  ist  deshalb  namentlich  den- 
jenigen Mathematikern  zu  empfehlen ,  welche  für  tiefer  liegende  Beziehungen 
zwischen  mathematischen  Methoden  und  Wahrheiten  —  so  zu  sagen  für  die 
Metaphysik  der  Mathematik  —  sich  interessiren. 

Der  Autor  beschränkt  die  Untersuchung  auf  die  Wurzeln  ganzer 
Zahlen.  Doch  kann  die  ganze  Betrachtung  sofort  auch  auf  alle  gebrochenen 
Zahlen  ausgedehnt  werden.  q^  Braun 


Elemente  der  Zahlentheorie  von  Gustav  Wertheim.  Leipzig  1887,  bei 
B.  6.  Teubner.  IX,  381  S. 
Als  Eigenthümlichkeit  dieses  Buches,  dessen  Anzeige  durch  einen  Zufall 
unliebsam  verspätet  erscheint,  aber  deshalb  doch  nicht  unterbleiben  soll, 
kOnnen  wir  Zweierlei  bezeichnen:  erstens  das  Bestreben,  überall  leichtver- 
ständlich zu  bleiben,  ohne  der  Strenge  irgendwie  zu  vergeben,  zweitens  die 
Unterstützung  dieses  Bestrebens  durch  zahlreiche  vollständig  durchgeführt« 
Beispiele.  Insbesondere  das  Letztere  dürfte  des  Beifalls  der  Leser  sich 
erfreuen,  da  bei  der  Zahlentheorie,  ähnlich  wie  bei  der  Lehre  von  den 
numerischen  Gleichungen,  das  Wissen  nicht  immer  das  Können  einschliesst, 
und  es  doch  schliesslich  auf  Letzteres  ankommt.  Aus  gleichem  Grunde  kann 
es  nur  zweckmässig  genannt  werden,  dass  einer  und  derselben  Aufgabe  an 
den  verschiedensten  Stellen  des  Buches  gedacht  wird  und  dass  ihre  Auflösung 
als  Anwendung  bald  einer  Gruppe  von  Sätzen,  bald  einer  andern  erscheint 
Der  Inhalt  der  vorgetragenen  Lehren  lässt  sich  am  kürzesten  so  bezeichnen, 
dass  die  Untersuchungen  über  Classenzahlen  nicht  aufgenommen  sind ,  sonst 
aber  so  ziemlich  Alles,  was  seit  dem  Vorgänge  Dirichlet's,  der  zuerst 
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Vorlesnngeii  über  Zahlentheorie  an  deutschen  Universitäten  einbürgerte,  in 
einer  solchen  Vorlesung  vorgetragen  zu  werden  pflegt  Der  Verfasser  bat 
sich  weder  bei  Anordnung  des  Stoffes,  noch  bei  den  Beweisführungen  einem 
Muster  streng  angeschlossen.  Berufungen  auf  Gauss,  wie  auf  Legendre, 
die  zahlreich  abwechseln,  geben  zu  erkennen,  dass  er  der  beiden  Haupt- 
quellen  zahlentheoretischen  Wissens  sich  ziemlich  gleichmftssig  bediente.  An 
nicht  wenigen  Stellen  aber  dürfte  Herr  Wertheim  sich  selbst  als  Quelle 
gedient  haben  und  eigene  Beweisführungen  benutzen.  Wir  können  nicht 
schliessen,  ohne  es  ausdrücklich  auszusprechen,  dass  wir  das  Buch  mit 
grossem  Vergnügen  gelesen  haben.  Cahtor 


Einleitnng  in  die  Lufinitesimalreohnung  (Differential-  und  Integral -Rech- 
nung) cum  Selbstunterricht,  mit  Rücksicht  auf  das  Nothwendigste 
und  Wichtigste,  von  H.  B.  Lübsbn.  VII.  Auflage,  besorgt  durch 
Richard  Scaunia.  Leipzig  1889,  bei  Friedrich  Brandstetter.  383  S. 
Die  Lehrbücher  Lübsren's  sind  in  zahlreichen  Auflagen  erschienen, 
und  sie  Tördankeu  ihren '  starken  Absatr  ganz  gewiss  dem  unleugbar  grossen 
Geschicke  des  Verfassers,  welches  er  in  Ausdrücksweise  und  stylistischer 
Darsrt^Uung  besass.  Dabei  wusste  er  mit  einer  Bekanntschaft  ibit  Gauss 
gross  zu  thun,  von  dem  er  bald  Dieses,  bald- Jenes  bei  die^' und  jener 
Gelegenheit  als  Mittheilnng  empfangen  habe,  welche  dem  Leser  Achtung 
und  Verehrung  einflössen  musste;  Gauss  verkehrte  doch  sicherlich  nur  mit 
ebenbürtigen  Gelehrten  auf  so  vertrautem  Fusse!  Dazu  kam  nun  noch  Eines. 
Lübsen  .begnügte  sich  nicht  mit  der  Veröffentlichung  eines  Lehrbuches, 
es  sind  deren  sieben,  welche  ineinietnder  greifen.  Jedes  folgende  —  man 
könnte  fast  sagen ,  jeder  folgende  Band  --  bezieht  sich  auf  Vorhergehendes 
und  ist  ohne  dasselbe  nicht  zu  verstehen.  Das  geht  so  weit,  dass  z.  B. 
Figaren  zur  Infinitesimalrechnung  aus  dem  „Lehrbache  der  analytischen  oder 
höheren  Geometrie^  citirt  sind,  und  wer  diesen  Band  nicht  besitzt,  muss 
ohne  Figur  sich  behelfen ;  Shulich  verhftlt  es  sich  mit  der  Analy sis ,  welche 
dem  Leser  unentbehrlich  gemacht  ist,  wenn  er  die  Infinitesimalrechnung 
benutzen  will.  Kurzum,  der  Leser  soll  den  Vorschriften  Mephistopheles' 
getreu  studiren:  „Am  besten  ist,  wenn  Ihr  nur  Einen  hört  und  auf  des 
Meisters  Worte  schwört."  Herr  Schur  ig,  welcher  die  neue  Auflage  des 
uns  vorliegenden  Bandes  zu  besorgen  hatte,  ist  dem  Geiste  des  VerfJEtösers 
treu  geblieben.  Beispielsweise  veröffentlicht  er  S.  291  eine  als  sein  Eigen- 
thum  in  Anspruch  genommene  numerische  Quadratur,  deren  Begründung  er 
einzig  in  die  Worte  kleidet:  „Eine  vierte  Methode  —  von  Rieh.  Schurig 
-^  gründet  sich  auf  §  178  der  Analysis  von  Lübsen  (8.  Auflage  S.  199).* 
Wer  dort  nicht  nachschlägt,  muss  einfach  nach  dem  gegebenen  Becepte 
rechnen,  ohne  zu  verstehen,  warum  er  so  rechnen  soll.     Ist  es  nun,  kann 
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man  fragen,  ein  Unglück  fttr  den  Stndirenden,  wenn  er  wirklich  nur  Lttb - 
sen'sebe  Mathematik ^  diese'  a'ber  yollstäüdig-' erlernt?  '  Sind  die  geiehrten 
Differentiationen  nnd  Integrationen  etwa  falsch?  In  dieser  Schroffheit  ans- 
geeptocben,  allerdings  sieht^  der  grosse  Mangel  der  Lül!»8eh*8chen  Lehr- 
bü<Sher  ist  aber  der,  dass^  wer  aus  ihnen  sich  unterrichtet  ^Ton  den  eigent^' 
liehen  Schwierigkeiten  der  Mathematik,  von  den  Geboten  der  Strenge,  von 
den  Gefahlren;  die  man  bei  deten  Vemachlässigan^  läuft, "keine  'Ahnung 
erhält.  Mau  lernt ^in  Handwerk  und  bildet  sich 'SchHesslich' ein,  Künstler 
zu  sein,  weil'  der  unterschied  zwischen  HandweriE  und  Kunst  nie  hervor» 
gehoben  ist.  Auch -der  gewissenhafteste  Lehrer  wird  in  einer  Vorlesung 
über  Differential  und  Integralrekshnung  an  manchen  Feiiiheiten  vorübergehen 
müssen,  w'elche  erst  in  höheren'  Vorlesungen-  zur  Sprache  zu  bringen  sind; 
aber  er  wird  sich  hüten;  dem  Zuhörer  zu  sageii,  dia^  sei- die  ganze  Diffe« 
retitiaft-  und  Integralrechnung  j  welche  er  nunmehr  wisse,  sei  es  auch  unter 
detn  scheinbar  .bescheidenen  Naitten  einer  Einleitung  in  die  Infinite- 
simalrechnung! '  ÖANTOR. 

Abhandlungen  über  die  algebraische  Auflösung  der  Gleichungen  von 
N.  H.  Abel  und  E.  Galois,  deutsch  herausgegeben  von  H.  Maser. 
Berlin  1889,  bei  Julius  Springer.  VIII,  155  S. 
Die  Lehre  von  der  algebraischen  Auflösung  der  Gleichungen  knüpft'  an 
den  Namen  Gauss  die  Tbatsache,  dasd'j^de  Gleichung  ti^^  Grades  ebenso- 
viele  Wurzeln  besitzen  müsd.  Die  Auffindung  dieser  Wurzeln  in  geschlossener 
Perm  war  dadttrch'  noch  inehr'  als  itüher^  bevor  ihr  Vorh'andetfscih  nach- 
gewiesen war,  zur  dringlichen  Aufgabe  geworden.  Da  zeigte  Küff in i  und 
naeh  ihm  in  unanfechtbarer  Be]gründuBg  Abel'  die  Unmögliehk'ett;  jene  Auf- 
gabe dureh  Wurzelgrössen  zu  lösen,  sofern ' dör '  Girad  dm"  Gleichung  den 
viei'ten  Oberstieg  und  di^^  Ooeffieieni;eXi  an'  keine  besonderen  Bedingungen 
gebunden  waren.  Dieser  negative  Satz^  wu^dä  182&  Teröffeötlieh'fc.  Drei 
Jahrei  sp&ter  trat' Abel  njit  eindr  positiven  Leistung  hervöt:  er -kennzeich- 
nete die  sogenannten  Ab  ersehen 'Gleichungen',  welche,  wenn  auch'  nicht 
immer  aufgelöst,  doch  auf  Gleichungen^  niedrigei'en  Grades  zurückgeführt 
werden  können;  er  fand  als  Me!rkmal  dafür,  dass  je' zwei  Wurzeln •  der 
Gleichung  sieh  rational  dui^ch  jeinandär  ausdrücken  lassen;  Mit  diesem  alge^ 
braischen  Vermächtnisse  schied  Abel  1829  aus  dem  Leben.  Der  das  Erbla 
antreten  efolltej  war  erst  l?-]*  Jahre  alt,  Evariste  Gaioicr.  Schon  am 
17.  Januar  1831  röichtö  der  frühreife  juHge  Gelehrte  eine  Abhandlung  über 
die  Lehre  von  den  Gleichungen  der  Pa;ri8er  Akademie  ein.  Man  verstand 
sie  nicht!  Im  darauffolgenden  Jahre,  am  13.  Mai  1832,  fiel  Galois  im  Duell. 
Sin  Brief  an  einen  Freund,  aöi  Vorabend  des  Zw'eikaknpfös  geschrieben, 
wurde  nach  Galois*  Wunsch  in  einer  ^litisöhiBn  Zeitung  abgisdrttckt«  Er 
Bellte  die  wesentlichsten  Ergebnisse  seiner  Forschungen  dem  Erfinder  sichern. 
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Auch  dieser  Brief  wurde  so  gat  wie  nicht  verstanden.  Erst  1846  erschienen 
die  Galois 'sehen  Arbeiten  im  Drucke,  und  allmftlig  verbreitete  sich  die 
Kenntniss  des  von  ihm  herrührenden  Satzes,  dass  eine  Gleichung,  derra 
Grad  eine  Primzahl  ist,  jedesmal  dann  und  nur  dann  durch  Wurzelgrössen 
auflösbar  ist,  wenn  sftmmtliche  Gleichungswurzeln  rational  von  zweien  der- 
selben abhängen.  Serret  hat  dadurch,  dass  er  die  Abel'schen,  sowie  die 
Galois 'sehen  Untersuchungen  in  sein  Handbuch  der  höheren  Algebra  hinein- 
verarbeitete,' wohl  am  meisten  dazu  beigetragen,  ihnen  Landlftufigkeit  zu 
verschaffen.  Die  Springer'sche  Sammlung  von  Uebersetzungen  mathe- 
matischer Klassiker  bringt  nunmehr  in  deutscher  Sprache  die  genannten 
Abhandlungen  von  Abel  und  Galois,  sowie  einiges  Andere  von  denselben 
Verfassern ,  welches  durch  seinen  Inhalt  sich  anschliesst.  Auch  heute  noch 
wird  man  es  begreiflich  finden,  dass  Galois'  Darstellung  zuerst  aaf  aus 
mangelndem  Yerstftndniss  stammendes  Misstrauen  stiess,  wenn  gleich  an  der 
Hand  des  Serret'schen  Lehrbuches  es  möglich  sein  dürfte,  in  seinen  Ge- 
dankengang einzudringen.  Jedenfalls  ist  dieser  Band  in  weit  höherem 
Maassstabe  als  die  früheren  Bände  der  Sammlung  ein  Buch  mehr  zum  gründ- 
lichen Studium,  als  zum  gennssreichen  Lesen.  Cantor 


lieber   die  Berücksichtigung  des  Historischen  beim  Unterricht  in  der 
Geometrie  von  Dr.  H.  Böklen,  Beallehrer  in  Ludwigsburg.  Tübingen 
1889,  bei  Franz  Fues.     23  S.     [Besonderer  Abdruck  aus  dem  Cor- 
respondenzblatt  für  die  Gel.-  u.  Realschulen  Württemb.  1887,  7.  u 
8.  Heft.] 
Herr  Böklen  empfiehlt  in  diesem  Aufsatze  den  Lehrern  der  Greometrie, 
ihrem  unterrichte  geschichtliche  Bemerkungen  einzuflechten.     Statt  diesen 
Wunsch  näher  zu  begründen,   begnügt  er  sich  damit,  37  Sätze  der  Geo- 
metrie  der  Zeit  ihrer  Entdeckung   nach,   wie   sie   wesentlich   von  Bret- 
schneider  bestimmt  worden  sei,  anzugeben.     Die  Ergebnisse  voreuklidi- 
scher Wissenschaft  allein  scheinen  dem  Verfasser  entweder  hinreichend  ge- 
sichert,  oder  hinreichend  interessant,   um   ihre  Benutzung  im  Schulnnter- 
richte  fordern  zu   lassen;    wenigstens  geht  er  nicht  darüber  hinaus.      Ffir 
wen,  möchten  wir  fragen,  hat  eigentlich  Herr  Böklen  diesen  Auszug  ans 
Bretschneider's   vortrefflichem  Buche   gemacht?     Wenn  fQr  sich   selbst 
und  zur  Benützung  in  seinen  eigenen  Unterrichtsstunden  ^  dann  haben  wir 
nicht  das  Geringste  einzuwenden.    Wenn  aber  für  andere  Lehrer,  so  möchten 
wir  doch   gar  sehr  warnen,   dass  diese  etwa  den  fremden  Auszug  als  hin- 
reichend betrachten,   um   ihren  Schülern  Mittheilungen  daraus  zu  machen. 
Lieber  sollen  die  Schüler  gar  nichts  von  Geschichte  erfahren,  als  aus  dem 
Munde  von  Lehrern,   die  nicht  mehr  davon  wissen,  als  im  Böklen*schen 
Notizbuche  angemerkt  ist!    Für  die  vorgriechische,  ägyptische  Mathematik 
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hat  der  Verfasser,  wie  er  angiebt,  sich  vorzugsweise  an  die  Arbeiten  des 
Referenten  angeschlossen;  er  muss  indessen  auch  anderer  Hilfsmittel  sich 
bedient  haben,  denn  von  den  Aufgaben  3,  4,  5  [Ein  rechtwinkliges  Dreieck 
im  Felde  abzustecken,  dessen  Katheten  11  und  4  Einheiten  messen.  Ein 
Trapez  abzustecken,  dessen  parallele  Seiten  6  und  4  Einheiten  und  dessen 
Schenkel  jeder  zu  20  Einheiten  gegeben  sind.  Ein  Dreieck  durch  Gerade 
zu  theilen,  die  in  gleich  grossen  Abständen  von  einander  parallel  zur  Basis 
gezogen  werden]  ist  Referent  sich  nicht  bewusst,  sie  jemals  in  der  Auf- 
gabensammlung von  Ahmes  gelesen  oder  sie  aus  derselben  irgendwo  er- 
,  wähnt  zu  haben.  Kantor. 


Das  geschichtliehe  Element  im  mathematischen  ünterriohte  der  höheren 
Lehranstalten  von  P.  Trbutlbim.  Vortrag,  gehalten  bei  der  62.  Ver- 
sammlung deutscher  Naturforscher  und  Aerzte  in  Heidelberg.  Braun- 
schweig 1890,  bei  Otto  Salle.  32  S. 
Wenn  ein  Mann,  dessen  wissenschaftliche  Thätigkeit  nahezu  ausschliess- 
lich einem  Zweige  der  Wissenschaft  gewidmet  ist,  für  die  Wichtigkeit  eben 
dieses  Zweiges  in  die  Schranken  tritt,  so  giebt  es  immer  Leute,  die  ein 
solches  Vorgehen  als  eine  Oratio  pro  domo  betrachten.  Darum  war  es  uns 
80  sehr  erwünscht,  dass  bei  der  Heidelberger  Naturforscherversammlung 
Herr  Treu tl ein  für  die  Nothwendigkeit  eintrat,  im  mathematischen  Schul- 
unterrichte das  geschichtliche  Element  zu  berücksichtigen.  Herr  Treut- 
lein  ist  hinreichend  Historiker,  um  mit  unanfechtbarer  Sachkenntniss  seine 
Beispiele  zu  wählen;  er  ist  auch  hinreichend  Schulmann  —  wie  er  noch 
neuerdings  durch  seine  Preisschrift  über  den  Zudrang  zu  den  gelehrten 
Berufsarten  bewiesen  hat  — ,  um  bei  Schulmännern  zum  Voraus  die  Ueber- 
zeugung  zu  erwecken,  dass  seine  Rathschläge  auf  tieferem  Grunde,  als 
auf  dem  einer  persönlichen  Liebhaberei  beruhen.  Dieses  günstige  Vor- 
urtheil  hat  sich  dann  bei  den  Zuhörern  des  T  reu  tl  ein 'sehen  Vortrages  von 
Minute  zu  Minute  befestigt,  und  wir  zweifeln  kaum  daran,  dass  auch  die 
Leser  des  nunmehr  gedruckten  Vortrages  den  gleichen  Eindruck  empfangen 
werden.  Herr  Treutlein  hat  es  verstanden,  die  Vortheile,  welche  der 
Berücksichtigung  des  Geschichtlichen  beim  Unterrichte  in  der  Mathematik 
entspringen ,  in  mustergiltiger  Weise  auseinanderzusetzen.  Er  hat  sich  aber 
damit  nicht  begnügt.  Er  hat  eine  ganze  Reihe  von  Beispielen  aus  den  ver- 
schiedensten Gebieten  des  mathematischen  Schulunterrichtes  angegeben,  bei 
denen  geschichtliche  Ausblicke  vortrefflich  angebracht  erscheinen,  und  auch 
^  diesen  Fingerzeig  dürfte  die  Mehrzahl  der  heutigen  Lehrer  ihm  nur 
dankbar  sein.  Cäntob. 
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Der  Mathematiker  Johann  Sanmel  König  und  das  Princip  der.  kleinsten 
Action.     Ein  akademischer  Vortrag  7on  Dr.  phiL  J.  H.  Graf,  Con- 
rector  der  Lerberschule  und  Privatdocent  für  Mathematik  und  Physik 
an  der  üniTersitftt  Bern.    Kern  1889.    [Dem  Gymnasium  in  Basel  bei 
Anlass  der  Feier  seines  300jährigen  Bestandes  freundlichst  gewidmet 
von  der  Lerberschule  in  Bern.]     46  S. 
Zwei  Streitigkeiten   haben   die  Gelehrten  des  XVII. ,   des  XVIII.  Jahr- 
hunderts in  zwei  feindliche  Heerlager  gespalten ,  die  über  das  Erfinderrecht 
der  Differentialrechnung  und  die  über  den  Grundsatz  der  kleinsten  Wirkung^. 
Als   gemeinsam   kann  man   beiden  Streitigkeiten  nachsagen,   dass  sie   von 
hoher  Wichtigkeit  für  die  Wissenschaft  hätten  sein  kOnnen,  wenn  man  wirklich 
auf  den  Kern  der  Fragen  eingegangen  wäre,  dass  sie  aber,  wie  sie  gefQhrt 
wurden,  nur  Gehässigkeiten  und  Ungerechtigkeiten  erzeugten.    Am  Anfange 
des  XVIII.  Jahrhunderts  (1712)  entschied  die  Londoner  Akademie  zu  Gun- 
sten ihres  Mitgliedes  Newton  die  erstere  Frage  gegen  Leibniz.    Genau 
40  Jahre  später  beging  die  Berliner  Akademie  ein  ähnliches  Unrecht  gegen 
Samuel  König  zu  Guusten  ihres  Vorsitzenden  Maupertuis.     So  lautet 
wenigstens  der  Sinn  der  Behauptungen,  welche  Herr  Graf  in  seinem  höchst 
beachtenswerthen  Vortrage  ausgesprochen  hat    Herr  Graf  hat  keineswegs 
einen  noch  unberührten  Gegenstand  seiner  Untersuchung  unterworfen.    Herr 
Rud.   Wolf  im    II.  Bande    seiner    Biographien    zur  Culturgeschichte    der 
Schweiz  (1859),  Herr  Adolf  Mayer  in  seiner  Geschichte  des  Principe  der 
kleinsten  Action  (1877)  mussten   den  gleichen  Fragen  näher  treten,  aber 
Herr  Graf  hat  Quellen  aufzuschliessen  verstanden,  aus  welchen  seine  Vor- 
gänger noch  nicht  so  schöpften»  insbesondere  Berner  Acten,  welche  wenig- 
stens mittelbar  dazu  dienen,  den  Beweis  zu  liefern,  dass  der  Leib niz*8che 
Brief,    dessen  Fälschung  das  Berliner  Urtheil  von   1752  behauptet ,   sehr 
z^**"^      wohl  vorhanden  gewesen  und  1749  vernichtet  worden  sein  kann,  so  dass 
^^"^              1751  von  seiner  Unauffindbarkeit  gesprochen  werden  musste.     Ob  der  1749 
vernichtete  Brief  ein  Leibniz'sches  Autogramm ,  ob  eine  Abschrift,  viel- 
leicht gar  eine  unrichtige  Abschrift  war,  diese  Frage  lässt  Herr  Graf  un- 
entschieden.    Ihm  kommt  es  wesentlich  darauf  an,   Samuel  König  von 
dem  Vorwurfe  zu  reinigen,  als  ob  er  einer  Fälschung  fähig  gewesen  sei, 
und   diese  Aufgabe  hat  er  in  unseren  Augen  gelöst.     Eine  Schwierigkeit 
bleibt   freilich  immer  noch  bestehen:   die  genügende  Erklärung  dafür,  dass 
Euler  sich  veranlasst  sah,  so  heftig  in  den  Streit  einzutreten,   wie  er  es 
gethan  hat.  ^ G^^jt. 

Bobert  Mayer,  der  Entdecker  des  Princips  von  der  Erhaltung  der  Energie. 
Aus  Anlass  der  Enthüllung  seines  Stuttgarter  Denkmals  von  Dr. 
Jacob  J.  Weyrauch,  Professor  der  mechanischen  Wärmetheorie, 
Ingenieurmechanik  etc.  an  der  technischen  Hochschule  zu  Stuttgart. 
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Mit  dem  BildDisse  Bobert  Mayer*s.      Stuttgart   1890,    bei   Konrad 

Wittwer.  75  S. 
Die  Photographie  des  spät  zur  Anerkennung  gelangten  genialen  Mannes, 
welche  an  der  Spitze  des  Büchleins  vervielfältigt  ist,  stammt  aus  dem  Jahre 
1868.  Es  sind  genau  dieselben  Zöge,  welche  in  der  Erinnerung  des  Be- 
ferenten  fortleben,  der  1864  auf  der  Naturforscher  Versammlung  zu  Giessen 
mit  Bobert  Mayer  persönlich  bekannt  wurde,  und  neben  diesem  Bilde 
der  Aussenseite  hat  in  uns  ein  Bild  des  inneren  Menschen,  wenn  dieser 
Ausdruck  gestattet  ist,  sich  erhalten.  Bobert  Mayer's  Name,  seine  Ent- 
deckung, welche  einen  neuen  Zeitabschnitt  in  der  Geschichte  der  Natur- 
kunde begründet  hat,  waren  damals  Gemeingut;  man  suchte  seine  Bekannt- 
schaft, aber  die  Meisten  zogen  sich  enttäuscht  zurück.  Bobert  Majer's 
Klarheit  war  für  ihn  selbst  vorhanden ,  im  mündlichen  Verkehre  mit  Anderen 
fehlte  sie  durchaus.  Warum  wir  diese  Erinnerung  wachrufen?  Weil  sie 
zur  Erklärung  beiträgt,  wie  es  kam,  dass  Bobert  Mayer  für  seine  nächste 
Umgebung  erst  von  Femstehenden  entdeckt  werden  musste.  Jedermann, 
sagt  ein  Sprichwort,  ist  seines  eigenen  Glückes  Schmied;  auch  fUr  Bobert 
Mayer  ist  Wahrheit  in  diesen  Worten.  Ein  unseliges  Geschick  traf  den  un- 
glücklichen Mann ,  aber  man  darf  nicht  Anderen  die  Schuld  desselben  aufbür- 
den, ohne  gegen  sie  ebenso  ungerecht  zu  sein,  wie  das  Schicksal  gegen  den 
Heilbronner  Arzt  es  war.  Auch  Herr  Weyrauch  kommt  in  seiner  un- 
gemein anziehend  geschriebenen,  allgemeinverständlich  gehaltenen  Schilde- 
rung annähernd  zu  dem  gleichen  Ergebnisse.  Aus  reichlichen  Lorbeerzweigen 
weiss  er  den  Buhmeskranz  Mayer*s  zu  flechten,  ohne  in  den  Fehler  zu 
verfallen,  auch  eine  Buthe  daraus  binden  zu  wollen,  welche  Andere  peitschen 
soll.    Wir  können  die  kleine  Schrift  recht  sehr  empfehlen.  Camtor 


Gesehiclite  der  Atomistik  vom  Mittelalter  bis  Newton,  von  Kurd  Lasb- 
wiTz.     I.  Band:   Die  Erneuerung  der  Korpuskulartheorie. 
Hamburg  und  Leipzig  1890,  Verlag  von  Leopold  Voss.    XII,  518  S. 
Wir  glauben  unser  Beferat  über  das  hochbedeutende  Werk  mit  einem 
Satze  beginnen  zu  sollen,  der  unsere  Stellung  zu  demselben  und  zu  dessen 
Verfasser  einigermassen   kennzeichnet.     Herr  Lasswitz  hat,    wie  sowohl 
seine  bisherigen  kürzeren  Abhandlungen,  als  besonders  die  jetzt  vorliegende 
umfang-  und   inhaltreiche  Schrift  darthun,   wesentlich  philosophische  Nei- 
gungen.   Dem  Beferenten  gehen  dieselben  nahezu  vollständig  ab.    Es  wird 
uns  dadurch  geradezu  unmöglich,  demjenigen  Abschnitten  gerecht  zu  werden, 
welche  der  Verfasser  vielleicht  für 'die  wichtigsten  hält,  in  welchen  er  näm- 
lich eine  erkenntnisstheoretische  Kritik  an  den  in  den  verschiedenen  Zeit- 
räumen gebräuchlichen  Auffassungen  übt.     Zum  Glück  ist  aber  eine  andere 
Geistesrichtung  uns  mit  Herrn  Lasswitz  gemeinschaftlich:  die  Vorliebe  für 
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geschichtliche  Forschung  überhaupt  und  die  üeberzeugung,  dass  eine  solche, 
um  fruchtbar  sein  zu  können,  die  verschiedensten  Seiten  des  Geisteslebens 
der  Volker  zugleich  berücksichtigen  muss.  Da  überdies  die  meisten  Per- 
sönlichkeiten, welche  wenigstens  in  der  älteren  Geschichte  der  Atomistik 
eine  Bolle  spielen,  auch  in  der  Geschichte  der  Mathematik  auftreten,  da 
namentlich  in  der  Zeit  bis  etwa  zur  Mitte  des  XVI.  Jahrhunderts  es  die 
gleichen  Schwierigkeiten  waren ,  welche  der  menschliche  Geist  zu  überwinden 
«ich  abmühte,  mochte  er  auf  physikalisch- chemischem  oder  auf  mathema- 
tischem Bosse  sich  tummeln,  so  entnehmen  wir  daraus  die  Berechtigan^, 
ein  ürtheil  zu  fällen,  welches  schon  in  den  Worten  vorweg  genommen  ist, 
dass  wir  von  einem  „hochbedeutenden"  Werke  zu  reden  anfingen. 

unsere  heutigen  Wissenschaften  Chemie  und  Physik  bauen  sich  auf  von  einer 
einzigen  Grundlage  aus,  von  der  Annahme,  dass  alles  Körperliche  aus  kleinsten 
Theilen  zusammengesetzt  sei,  welche  aber  selbst  meistens,  wenn  nicht  immer, 
der  Einfachheit  entbehren ,  d.  h.  selbst  Verbindungen  von  Atomen  sind.  Wie 
hat  diese  Corpusculartheorie  sich  gebildet?  Wieviel  oder  wie  wenig  davon 
ist  Erbe  altgriechischer  Wissenschaft?  Welche  Wandlungen  hat  sie  erlebt? 
Wie  haben  theologische,  philosophische  und  eigentlich  naturwissenschafÜicfae 
aus  dem  Anwachsen  neuer  Erfahrungsthatsachen  stammende  Streitfragen  sich 
erheben  und  beantworten  lassen?  So  etwa  lautet  die  gewaltige  Aufgabe9 
welche  Herr  Lasswitz  sich  stellte,  und  wenn  er  sie  auch  scheinbar  ein- 
schränkt, insofern  er  dem  Titel  die  Zeitbezeichnung  „vom  Mittelalter  bis 
Newton"  zufügte,  so  kann  er  doch  naturgemäss  nicht  umhin,  auf  die 
atomistische  Bewegung  vor  dem  Mittelalter  zurückzugreifen. 

Eine  kleine  Abweichung  von  der  Gedankenfolge,  welche  uns  als  die 
zweckmässigere  erschienen  wäre,  ist  allerdings  durch  fortwährendes  Zurück- 
greifen entstanden.  Gewiss  hat  Herr  Lasswitz  mit  genau  bedachter  Ab- 
sichtlichkeit gerade  diesen  Aufbau  gewählt,  denn  näher  lag  es  gewiss ,  und 
bequemer  war  es  auch,  einen  Abschnitt  über  Aristoteles  und  die  griechische 
Atomistik  an  die  Spitze  zu  stellen,  einen  zweiten  Abschnitt  über  das  Ck>n- 
tiuuitätsproblem ,  einen  dritten  über  neuplatonische  Speculationen  u.  s.  w. 
folgen  zu  lassen,  dann  erst  den  so  vorbereiteten  Leser  in  das  Mittelalter 
eintreten  zu  lassen,  wobei  die  drei  Kanäle ,  durch  welche  griechisches  Wissen 
dem  Mittelalter  zugeführt  wurde,  der  griechisch- römische ^  der  ostarabiscbe, 
der  westarabische,  unterschieden  werden  konnten.  Herr  Lasswitz,  wie 
gesagt,  hat  diese  Anordnung  nicht  beliebt.  Man  möge  uns  gestatten,  sie 
gleichwohl  in  unserem  Berichte  festzuhalten. 

üntheilbare,  unter  sich  gleiche,  einfache,  unvergängliche  Einzelwesen, 
denen  wegen  ihrer  üntheilbarkeit  der  Name  der  Atome  gegeben  wird, 
bilden  nach  Demokrit  und  Epikur  alle  Körper.  Sie  bewegen  sich  nämlich 
durch  den  leeren  Baum  in  Wirbeln,  treffen  dabei  zusammen»  und  aus  dem 
Zusammentreffen  entsteht  eine  Vereinigung.  Heraklides  Ponticus  hat 
die  Auffassung  etwas  den  Sinnen  näher  gerückt.     Nicht  untheilbar  sind  die 
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im  Ranme  sich  bewegenden  Einzelwesen,  sie  sind  nur  sehr  klein.  Beim 
Zasammentreffen  zersplittern  sie,  und  diese  Körpersplitter,  Korpuskeln, 
bilden  sodann  die  vorhandenen  Dinge.  Aristoteles,  der  Zeit  nach  auf 
Demokrit  folgend,  bekftmpfte  die  Atomistik  auf's  Lebhafteste.  Es  giebt 
keine  üntheilbarkeit.  unter  den  vielen  Beweisen  wählen  wir  einen  heraus. 
Untheilbares  mit  üntheilbarem  sich  begegnend  könnte  ein  Stetiges  nicht 
bilden,  weil  bei  dem  Stetigen  die  sich  berührenden  Stellen  beiden  Theilen 
angehören,  ein  Stetiges  also  voraussetzt,  dass  an  den  Theilen  Stellen  sich 
unterscheiden  lassen,  mit  anderen  Worten,  dass  die  Theile  neuerdings  theil. 
bar  sind.  Stetiges  giebt  es*  aber,  mithin  keine  Atome«  Das  Gleiche  gilt 
von  der  Zeit,  deren  Theilung  kein  Ende  findet.  Zweitens  giebt  es  auch 
keinen  leeren  Baum,  denn,  um  auch  hier  nur  einen  Beweis  anzuführen, 
Banm  ist  die  Grenze  des  ümschliessenden  gegen  das  umschlossene ;  wo  also 
ein  Umschlossenes  nicht  vorhanden  ist,  kann  auch  kein  Baum  sein.  Die 
wirkliche  Körperwelt  ist  folglich  in  anderer  Weise  als  entstanden  zu  denken, 
als  die  Atomistiker  wollen.  Aristoteles  nimmt  einen  Stoff  an,  welcher 
durch  die  Form  zu  dem  wird,  was  thatsSchlich  ist;  vorher  besitzt  er  nur 
die  Möglichkeit,  eine  Form  anzunehmen.  Der  Stoff  aber  ist  entweder  kalt 
oder  warm,  trocken  oder  feucht;  je  zwei  dieser  Eigenschaften  vereinigt 
geben,  da  das  Kaltwarme  und  Trockenfeuchte  unmöglich  ist,  vier  Verbin- 
dungen: das  warmtrockene  Feuer,  die  warmfeuchte  Luft,  das  kaltfeuchte 
Wasser,  die  kalttrockene  Erde,  und  diese  vier  Elemente  sind  es  wieder,  aus 
welchen  alle  irdischen  Körper  bestehen,  und  zwar  so,  dass  in  jedem  Körper 
alle  vier  Elemente  vertreten  sind,  nur  in  anderem  Maasse.  Ganz  anders 
war  die  Stellung,  welche  Plato,  und  insbesondere  die,  welche  die  spSten 
sogenannten  Neuplatoniker  zur  Entstehung  der  Körperwelt  einnahmen.  Aus- 
gangspunkt ist  nicht  der  Stoff,  sondern  die  Idee,  und  diese  wird  im  Laufe 
der  Zeit  zur  Weltseele,  welche  eins  ist  mit  dem  beseelten  Räume. 

Die  atomistische  Lehre  fand  einen  nicht  so  dialektisch  ausgebildeten, 
aber  fast  noch  heftigeren  Widerspruch,  als  bei  Aristoteles  bei  den  Kir- 
chenvätern. Wenn  Atome  wild  im  Baume  umhergewirbelt  zu  Körpern  sich 
ballen ,  dann  giebt  es  keine  göttliche  Schöpfung  mehr,  und  EpikurSer,  Christ 
faeissen  unversöhnliche  Gegnerschaft. 

Merkwürdig  genug,  dass  arabische  Theologie  zu  der  entgegengesetzten 
Folgerung  gelangt  Gerade  der  Umstand,  dass  die  Atome  trotz  wilden 
Umherwirbelns  zweckgemftss  zusammentreffen,  beweist,  dass  Gott  sie  nicht 
blos  erschafft,  sondern  auch  ihre  Bewegung  regelt.  Er  regelt  sie  in  der 
Zeit,  und  Zeit  ist  das  Zusammensein  zweier  Erscheinungen.  Als  es  noch 
keine  Erscheinung  gab,  war  eine  Zeit  nicht  vorhanden;  die  Zeit  fftngt  erst 
mit  der  Schöpfung  an.  Die  Zeit,  die  Bewegung,  die  Körper  sind  nicht 
stetig  zu  denken,  üeberall  sind  Elementartheilchen ,  also  Atome  anzunehmen, 
freilich  ihrer  Natur  nach  verschieden.  Eine  Ebene  hat  überall  Punkte, 
besteht  aber  nicht  aus  Punkten.     Wäre  dem  so  und  ordnete  man  beispiels- 
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weise  25  Funkte  zu  einem  Quadrate ,  so  würden  auf  jede  Seite  des  Qua- 
drats fünf  Punkte  fallen,  fQnf  Punkte  aber  auch  auf  die  Diagonale ,  oder 
Diagonale  und  Seite  müssten  gleich  sein.  Es  ist  gewiss  auffallend,  daaa 
genau  der  gleiche  Trugschluss  bei  Boger  Baco  vorkommt,  dass  erst  Oior- 
dano  Bruno  ihn  als  nicht  stichhaltig  erklärte,  weil  auf  der  Seite  andere 
Zwischenräume  zwischen  den  Punkten  vorhanden  seien ,  als  auf  der  Diagonale. 

Das  europäische  Mittelalter  empfing  seine  Wissenschaft  theils  von  den 
Kirchenvätern,  theils  von  den  arabischen  Erklärem  des  Aristoteles,  deren 
Schriften  ins  Lateinische  überti*agen  wurden.  Ton  beiden  Seiten  fand  sich 
Anregung,  auf  die  Atomistik  einzugehen,  mochte  man  f&r  oder  ge^^n 
sie  Partei  ergreifen.  Wer  selbst  Mathematiker  von  Fach  ist,  wird  es  leicht 
begreiflich  finden ,  dass  die  mathematisch  angelegten  Geister  unter  den  Scho- 
lastikern vorzugsweise  an  die  Fragen  herantraten,  mit  welchen  seit  Aristo- 
teles die  Atomenlehre  eng  verquickt  war:  giebt  es  eine  Stetigkeit  oder 
nicht,  und  wenn  es  eine  giebt,  wie  verhält  sich  das  Stetige  zum  unstetigen 
Elemente?  Bradwardin  z.  B.  und  sein  durch  Herrn  Max  Curtze  iina 
bekannt  gegebenes  Werk  zur  Widerlegung  der  Atomistik  erscheint  in  rech- 
tem Lichte  erst  von  diesem  Gesichtspunkte  aus,  und  die  Lehre  von  den 
Latitudines  formarum  des  Oresme  und  Anderer  gewinnt  einen  richtigen 
Boden  erst  in  der  Intensio  et  remissio  formarum,  welche  frühere  Scho- 
lastiker ersonnen  hatten,  um  die  aristotelische  Lehre  von  Stoff  und  Form 
sich  mundgerecht  zu  machen.  Jedenfalls  kann  man  als  Ergebniss  dieser 
Entwickelung  es  betrachten,  dass  seit  dem  XIL  bis  etwa  zum  XV.  Jahr- 
hundert die  Atomistik  in  Europa  mehr  und  mehr  an  Boden  verliert,  daas 
zugleich  die  Unmöglichkeit  eines  leeren  Raumes  unanzuzweifelndes  Gemein- 
gut wird. 

Das  soweit  von  uns  nothdürftig  Geschilderte  ist  etwa  der  Inhalt  dee 
ersten  Buches,  welches  unter  der  üeberschrift:  »Die  Atomistik  im 
Mittelalter**  die  Hälfte  des  Bandes  einnimmt.  Die  andere  HlÜfte  ist  dem 
zweiten  Buche :  »Die  Erneuerung  der  Korpuskulartheorie**  gewidmet, 
unsere  Leser  werden  es  uns  nicht  verttbeln,  wenn  wir  diesem  zweiten  Buche 
gegenüber  die  grösste  Enthaltsamkeit  üben.  Handelt  es  sich  doch  in  ihm 
um  Dinge,  welche  wir  vielfach  aus  ihm  erst  kennen  gelernt  haben,  und 
wenn  auch  die  umfassenden  im  ersten  Buche,  welches  prüfen  zu  kOnnen 
wir  uns  getrauen,  an  den  Tag  gelegten  Kenntnisse  eine  Bürgschafl  ge- 
währen, es  werde  auch  das  zweite  Buch  gleich  zuverlässig  sein,  so  dürfen 
wir  uns  doch  kein  Urtheil  darüber  gestatten.  Dazu  wäre  vielmehr  bemfen, 
wer  der  Geschichte  der  Chemie  ein  eingehendes  Studium  gewidmet  hat. 

Wir  begnügen  uns  damit,  einige  Namen  hervorzuheben,  deren  Träger 
diesem  zweiten  Buche  den  Inhalt  geben,  nachdem  wir  vorausgeschickt,  dase 
zeitlich  der  Anfang  desselben  mit  dem  Falle  von  Konstantinopel  zusammen- 
trifft, also  mit  jenem  Zeitpunkte,  von  welchem  an  griechisch  redende 
Flüchtlinge  griechische  Handschriften  in  grösserer  Zahl  nach  Italien  brachten 
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find  dadurch  die  allgemeinere ,  nicht  mehr  durch  Doppelübersetzung  ins 
Arabische  und  Lateinische  veranstaltete  Kenntniss  des  wahren  Oriechenthums 
ermöglichten. 

Da  tritt  Paracelsns  auf,  in  dessen  Schule  zum  ersten  Male  das 
Dogma  von  der  EinfiEUshheit  der  vier  aristotelischen  Elemente  verworfen 
^ird.  Da  lehrt  Telesins,  die  Grösse  der  Welt  könne  weder  vermehrt, 
noch  vermindert  werden,  oder  mit  anderen  Worten  die  Erhaltung  der  Materie. 
Da  ahnt  Gilbert  die  Gravitation,  wenn  er  sagt,  die  irdische  Masse  strebe 
dem  zu,  aus  welchem  sie  entstand.  Van  Goorle  erkennt  die  ün Veränder- 
lichkeit der  Elemente,  deren  keines  in  das  andere  verwandelt  werden  kann. 
Van  Helmont  führt  mit  dem  Worte  Gas  zugleich  den  Begriff  des  luft- 
ftfanlichen  Zustandes  ein.  GiordanoBrnno  nennt  Monade,  was  als  Klein- 
stes vorhanden  ist;  er  ersetzt  auch  die  mathematische  Theilung  ins  Unend- 
liche (in  infinitum)  durch  eine  solche  ins  Unbestimmte  (in  indefinitum). 
Senner t  allerdings  spricht  sich  in  dieser  Beziehung  noch  richtiger  und 
zugleich  vermitlelnder  aus.  Die  mathematische  Theilbarkeit  hat  ftlr  ihn  in 
der  That  kein  Ende,  aber  die  physikalische  Theilung  kommt  bei  einem 
Minimum  an,  dem  höchsten  natürlichen  Grade  der  Theilung  und  zugleich 
dem  Anfange  aller  Natnrkörper.  Auch  in  Frankreich,  in  Italien  erwacht 
die  Korpuskulartheorie. 

Das  sind  wenige  ZOge,  welche  wir  dem,  wie  man  aus  ihnen  erkennen 
wird,  ungemein  reichhaltigen  zweiten  Buche  entnommen  haben. 

Wir  beschliessen  mit  ihnen  unsern  Bericht.  Wollen  unsere  Leser  dem- 
selben entnehmen,  dass  Herr  Lasswitz  keine  Geschichte  der  Physik,  der 
Chemie,  der  Philosophie,  der  Mathematik  geschrieben  hat,  aber  dass  er  in 
alle  diese  Gebiete  hineinragende  Ausläufer  schicken  musste  und  zu  schicken 
wnsste.  Bein  Werk  gewinnt  dadurch  nur  an  Wichtigkeit,  wie  es  zu  gleicher 
Zeit  der  Vielseitigkeit  des  Verfassers  ein  beredtes  Zeugniss  ausstellt,  wel- 
eher,  um  auch  dieses  Vorzugs  zu  gedenken ,  sich  zudem  als  glänzender  Stylist 

®^®'^«*-  Cantor. 

Festtohrift,  herausgegeben  von  der  Mathematischen  Gesellschaft  in  Hamburg 
anlässUch  ihres  200jfthrigen  Jubelfestes  1890.     Erster  Theil:   Ge- 
schichte der  Gesellschaft  von  1690  bis  1890.     Zweiter  Theil: 
Wissenschaftliche   Abhandlungen.     Leipzig  1890,   Commis- 
sionsverlag  von  B.  G.  Tenbner.     104  u.  189  S. 
An  Fastnacht  1690  trat  Heinrich  Meissner  mit  Valentin  Heins 
und  anderen  von  ihm  dazu  aufgeforderten  Fachgenossen  zur  Kunstrech- 
nnngsliebenden    Societftt    von   Hamburg    zusammen.      Sechs    ein- 
heimische,  nenn   auswftrtige  Mitglieder   bildeten   den  Bestand   der  jungen 
Gesellschaft     Am  15.  Februar  1890  beging  die  Mathematische  Gesell- 
schaft in  Hamburg  in  feierlicher  Festsitzung  im  Sitzungssaale  der  Bür- 
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gerschaft  die  200.  Wiederkehr  ihres  Stiftungstages,  als  gelehrte  deutsche 
Qesellschafb  die  zweit&lteste  (die  lüteste  ist  die  Leopoldiuo- Carolinische 
Akademie  der  Naturforscher),  als  mathematische  Gesellschaft  die  Slteste, 
von  welcher  man  überhaupt  weiss.  Der  Unterzeichnete,  welcher  selbst  der 
Jubelfeier  beiwohnte  und  die  Erinnerung  an  dieselbe  als  unvergessliche  fest- 
hält, verzichtet  nur  ungern  darauf,  hier  einen  Festbericht  statt  des  Berichtes 
über  die  Jubiläumsschrift  zu  geben,  wenn  nicht  die  Natur  unserer  Zeit- 
schrift dem  Ersteren  widerstrebte,  das  Letztere  forderte. 

Die  Festschrift,  von  welcher  wir  also  reden  wollen,  besteht  aus  drei 
Theilen.  Der  dritte  Theil,  nur  für  Einwohner  Hamburgs  von  besonderem 
Interesse,  ist  ein  Katalog  der  dort  in  öffentlichen,  zum  Theil  auch  in  pri- 
vaten Büchersammlnngen  vorhandenen  mathematischen  Werke.  Der  zweite 
Theil,  wenn  wir  weiter  nach  rückwärts  die  Ordnung  festhalten  wollen, 
Iftsst  als  ein  Band  der  Mittheilungen  der  matiiematischen  Oesellsehaft,  ge- 
wissermassen  als  ein  Band  einer  mathematischen  Zeitschrift  sich  bezeichnen. 
Er  enthält  21  Abhandlungen,  worunter  die  ersten  8  von  Ehrenmitgliedera 
der  Gesellschaft,  die  folgenden  13  von  einheimischen  Mitgliedern.  Es  will 
sich  nicht  eignen,  diese  oder  jene  Abhandlung  besonders  hervorzuheben,  und 
ebenso  wenig  mag  ein  blosser  Abdruck  der  üeberschriften  hier  unsere  Leser 
befriedigen.  Wir  haben  dieselben  überdies  in  unserem  Mathematischen  Ab- 
handlungsregister (1889,  erste  Hälfte)  veröffentlicht,  wobei  wir  der  Abkflr- 
Zungen:  Hamburg.  Mitth.  I  und  II  uns  bedienten.  Der  I.  Band  nmfasst  die 
neun  Hefte,  welche  von  März  1881  bis  März  1889  im  Oesammtumfang  von 
310  S.  erschienen;  der  IL  Band  bedeutet  eben  den  zweiten  Theil  der  Fest- 
schrift. 

Wir  kommen  endlich  zum  ersten  Theil  der  Festschrift    Den  Haupt- 
inhalt bildet  die  Abhandlung:   Geschichte  der  Mathematischen  Gesellschsft 
in  Hamburg  von  Herrn  J.  F.  Bubendey,  ein  ungemein  schätzbarer  Beitrag 
nicht   nur   zur  Hamburger   Lokalgeschichte,    sondern    zur  Geschichte  der 
Mathematik  in  Deutschland   überhaupt.    Herr  Bubendey  hat  seinen  Stoff 
sehr  geschickt  in  vier  Gruppen  zu  zerlegen  gewus^t,  indem  er  1.  eineGrOn- 
dungsperiode  (1690 — 1720),  2,  eine  Kunstrecbnungsperiode  (1720 — 1790), 
3.  eine  technische  Periode  (1790  —  1860),  4.  eine  wissenschaftliche  Periode 
(seit  1860)  unterschied.     In  der  ersten  Periode  treten  besonders  die  von  ods 
als  Gründer  schon  genannten  Heinrich  Meissner  und  Valentin  Heins 
hervor.  Letzterer  bis  auf  den  heutigen  Tag  in  der  Redensart  „nach  Valentio 
Heins"  fortlebend,   welche  in  Hamburg  die  gleiche  Dauerhaftigkeit  bewies, 
wie    in   anderen  Theilen  Deutschlands    die  Berufung  auf   Adam  Biese, 
Ersterer  in  weiteren  Kreisen  als  dem  der  Mathematischen  Geselbchaft  lange 
Zeit  nahezu  vergessen  und  dennoch  dem  Mitgründer  geistig  überlegen.    So 
hat  Meissner  z.  B.  eine  Methode  gelehrt,  die  ganzzahligen  Wurzeln  einer 
Gleichung  a^  +  a,»*~* +a,aj"— ^  +  .««  +  an  =  0  mit  lauter  selbst  ganoah- 
ligen  Coefßcienten  leicht  zu  finden.     Mittels  x  +  l  =  Xiy  x  +  2  =  x^  a.  s.  w. 
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leitete    er  neue   Gleichungen   «i"  +  ft^  «j"  ""  ^  +  •  • .  +  5„  a=  0 ,    a?,"  +  c, »,"  -  * 
+  -..+  Cn  =  0  u.  8.  w.  ab  und  bildete  die  einzelnen  Theiler  «^ ,  «,,  ...  von 
ö»>   ßu  A»  •••  ^0^  ^»1  yi»  y«i  •••  ▼<>>*  c«  ^-  »•  ^-     Ergab  sich  sodann  ein 
«A  =  ft  —  1  =  yjfc  —  2  = . .  •»  80  war  die  Vermuthung,  x^aj^  Bei  Wurzel  der 
gegebenen  Gleichung,  8chon  genügend  gesichert,  um  den  Versuch  der  wirk- 
lichen Einsetzung  zu  rechtfertigen.     Diese  Methode  ist  als  solche  gewiss 
interessant  —  wenn  sie  von  Meissner  herrührt.     Genau  der  gleiche  Vor^ 
schlag  wurde  nämlich  von  Jacob  von  Wa esse  na  er  von  Utrecht  [gemacht 
und   durch  Franciscus  van  Schooten  1659  in  der  Amsterdamer  Aus- 
gabe   der  Descartes'schen   Geometrie  (I,   S.  307)  veröffentlicht.     Sollte 
aber  Meissner  auch»  was   wir  fast  glauben  möchten,   die  hier  genannte 
Quelle  benutzt  haben,   so  ist  eine  Erweiterung  der  Methode  jedenfalls  sein 
Eigenthnm.      Sei   nttmlich   eine  Wurzel   x  =  y  +  }/j5^   so   muss    wegen  der 
Ganzzahligkeit  der  Goefficienten  x=^y  —  j/jif  ebenso  der  Gleichung  genügen, 
d.  h.  Gn   muss   durch  y^^$  theilbar  sein,   &n  durch  (y  +  1)'^  xr  =  y'  — j9 
+  2y+l,  Cn  durch  (y  +  2)*— 5  =  y*  — jEf  +  4y+4  u.  s.  w.,  oder  es  müssen 
unter  den  a,  /?,  7,  ...  sich  solche  finden,  die  eine  arithmetische  Progression 
zweiter  Ordnung  bilden ,  deren  zweite  Differenz  «=  2  ist.     Davon  finden  wir 
bei  Jacob  von  Waessenaer  keine  Spur.     An  der  Grenze  zwischen  der 
ersten   und  zweiten  Periode  erschien  Paul  Halcke's  Sinnenconfect,  eine 
Aufgabensammlung!   welche  sich  vielen  Beifalls  zu  erfreuen  hatte.  —  Die 
zweite  Periode  stand,  möchten  wir  sagen,  unter  dem  unmittelbaren  Einflüsse 
des  Halcke'schen  Buches.    Irgend  hervorragende  Leistungen  eines  Einzelnen 
unter  den  Mitgliedern  der  Gesellschaft  lassen  sich  so  wenig  nachweisen,  als 
Leistungen  der  Gesellschaft  selbst,   welche  aus  dem  Rahmen  der  mathema- 
tischen  Spielereien  herausgetreten  wttren.  —  In  die  dritte  Periode,  deren 
Charakter  der  Verfasser  durch  das  Beiwort  „technisch*  trefflich  gezeichnet 
hat,   fmit   die  Mitgliedschaft  von  M&nnem,   welche,    wie  der  Mechaniker 
Bepsold,  der  Astronom  Bümker,  der  Wasserbaumeister  Wo  Um  an,  weit 
über  Hamburgs  Grenzen    sich   bekannt  gemacht   haben.     Innerhalb  dieser 
Periode   traten   Schumacher   (1813),    Gauss  (1818),   Tralles  (1820), 
Brandes   (1823),   Spehr  (1824),   Encke  (1828),   Grelle  (1832)  und 
noch   mancher  Andere  als  Ehrenmitglied  in  den  Verband  der  Mathemati- 
schen Gesellschaft.  —  Innerhalb  der  vierten  Periode  leben  wir.     Dass  auch 
ihr  ein  richtiges  Beiwort  verliehen  ist,  wenn  man  sie  die  wissenschaftliche 
Periode  genannt  hat,   darüber  kann  niemand  in  Zweifel  sein,  welcher  die 
Namen  Derer,  welche  seit  1860  der  Gesellschaft  beitraten ,  mit  den  Namens- 
▼erzeichnissen  der  Mitarbeiter  an  den  in  Deutschland  erscheinenden  mathe- 
matischen Zeitschriften  vergleicht     Möge  diese  wissenschaftliche  Periode  so 
lange  andauern,   als  der  Bestand   der  Gesellschaft  selbst.  —  Nächst  der 
Buben  de  j'schen  Abhandlung  enthält  der  erste  Theil  auch  noch  eine  Notiz 
des  Ehrenmitgliedes  Herrn  Bierens   de  Haan  über  diejenigen  Holländer, 
welche  Mitglieder  der  Hamburger  Gesellschaft  waren,  und  das  vollständige 
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Yerzeichniss  aller  Ehrenmitglieder,  einheimischen  Mitglieder  und  aoswftrtigen 
Mitglieder  von  1690  bis  1890  mit  43,  182,  127  Namen.  Die  erste  Liste 
hat  bei  der  Jubelfeier  selbst  durch  Neuemennungen  einen  Zuwachs  von  nenn 
weiteren  Namen  erhalten.  Cantob. 


Handbuch  der  Astronomie,  ihrer  Geschichte  und  Literatur  von  Dr.  Büdolf 
Wolf,  Professor  in  Zürich.  Mit  zahlreichen  in  den  Text  eingedruck- 
ten Holzstichen.  In  2  Banden.  1.  Halbband.  Zürich  1890,  bei 
F.  8chulthess.  XVI,  384  S. 
Der  Verfasser  schickt  eine  Inhaltsübersicht  des  ganzen  Werkes  yoraos. 
Das  erste  Buch  führt  demnach  den  besonderen  Titel:  Aufgabe,  Ge- 
schichte und  Vorkenntnisse.  Die  drei  folgenden  Bücher  werden  be- 
titelt sein:  II.  Einleitung  in  die  Astronomie;  III.  Theorie  der  In- 
strumente und  Messungen;  IV.  Mechanik  und  Physik  des  Him- 
mels. Der  erste  Halbband  enthält  das  erste  Buch;  jedem  der  drei  folgenden 
Bücher  scheint  ein  ähnlicher  Halbband  gewidmet  werden  zu  sollen.  Herr 
Wolf  beabsichtigt  ein  Doppeltes:  er  will  dem  werdenden  Astronomen  einen 
Wegweiser  liefern,  der  ihm  zeige,  was  Alles  an  Kenntnissen  für  ihn  noth- 
wendig  sei,  wie  und  wo  er  diese  Kenntnisse  sich  verschaffen  könne;  er  will 
dem  gewordenen  Astronomen  ein  bequemes  Nachschlagebuch  in  die  Hand 
geben,  welches  in  gedrängter  Kürze  eine  Menge  von  theils  sachlichen,  tbeila 
geschichtlichen  Angaben  vereinige.  Wie  er  diese  Absicht  zu  erreichen  sucht, 
mügen  zunächst  die  üeberschriften  der  sechs  im  ersten  Buche  enthaltenen 
Capitel  veranschaulichen:  I.  Die  Aufgabe  der  Astronomie  (3  S.);  IL  Ge- 
schichte der  Astronomie  (45  S.);  III«  Einige  Vorkenntnisse  aus  der  Arith- 
metik (88  S.);  IV.  Einige  Vorkenntnisse  aus  der  Geometrie  (121  S.); 
V.  Einige  Vorkenntnisse  aus  der  Mechanik  (24  S.);  VI.  Einige  Vorkennt- 
nisse aus  der  Physik  (97  S.).  Endlich  folgen  noch  4  S.  Zusätze  und  Be- 
richtigungen, so  dass  mit  dem  Titelblatte  die  384  8.  des  Bandes  heraus- 
kommen. 

und  auf  diesem,  man  wäre  versucht,  zu  sagen,  verschwindend  kleinen 
Baume  unternimmt  es  Herr  Wolf«  nicht  nur  die  Gegenstände  selbst  sn 
behandeln,  sondern  auch  ihre  Geschichte,  ihre  Literatur  bis  zu  den  Erschei- 
nungen der  jüngsten  Zeit?  Es  ist  fast  unglaublich,  aber  es  ist  so,  nnd 
noch  mehr:  die  Behandlung  ist  so,  dass  man  mit  bestem  Gewissen  das 
Buch  empfehlen  kann.  Man  ist  unwillkürlich  versucht,  an  jene  Schreib- 
künstler zu  denken,  welche  ganze  Druckbogen  auf  den  Baum  einer  Post- 
karte noch  leserlich  zusammenzudrängen  wissen,  nur  dass  bei  ihnen  blosse 
Handgeschioklichkeit  erforderlich  ist,  während  in  der  Wölfischen  Ennst- 
leistung  spielende  Beherrschung  des  Stoffes,  weise  Auswahl,  geschickte  An- 
ordnung, ohne  dass  die  Verständlichkeit  darunter  litte,  sich  offenbaren. 
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Wir  haben  von  der  weisen  Auswahl  gesprochen.  Das  ist  ja  natürlich, 
dass  auf  88  Seiten  kein  yoUstKndiges  Lehrbuch  der  Analysis,  auf  121  Seiten 
kein  solches  der  Geometrie,  noch  dazu  in  geschichtlicher  Entwickelung  ge- 
geben werden  konnte,  aber  es  ist  staunenswerth ,  was  aus  diesen  Qebieten 
vereinigt  ist.  Nehmen  wir  das  IlL  Capitel  in  Augenschein.  Elementares 
Zahlenrechnen,  Logarithmen  in  ihren  Abarten  von  Bürgi  und  Neper  bis 
zu  Leonelli  und  Wittstein,  Algebra  der  Buchstabengleichungen  ersten 
bis  yierten  Grades,  Auflösung  numerischer  Qleichungen  nach  Cardano, 
Bürgi,  Newton,  Binomialsatz,  die  wichtigsten  Beihenentwickelungen ,  Dif- 
ferentiationen und  Integrationen,  Anwendung  auf  die  Ermittelung  grösster 
und  kleinster  Werthe,  Wahrscheinlichkeitsrechnung  bis  zu  und  mit  Ein- 
schluss  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  begegnen  uns  hier,  und  üben 
wir  eine  gleiche  Sichtung  des  lY.  Capitels,  so  erscheinen:  Elementare  Plani- 
metrie unter  besonderer  Berücksichtigung  von  regelm&ssigen  Sehnenvielecken, 
Trigonometrie  in  ihren  verschiedenen  Entwickelungsgestalten ,  als  griechische, 
als  indisch -arabische,  als  Trigonometrie  des  XVI.  und  als  solche  des  XVIII. 
Jahrhunderts,  Cqordinatengeometrie ,  Krümmung,  Rectification ,  Quadratur, 
Kegelschnitte,  höhere  Curven,  Baumtrigonometrie  und  analjrtische  Geometrie 
des  Baumes,  Oberflächen  zweiter  und  höherer  Ordnung,  Projectionslehre. 

Aber  nicht  genug,  dass  die  hier  nicht  einmal  vollständig  aufgezählten 
Dinge  behandelt  sind,  sie  sind  jeweils  entwickelt  und  abgeleitet,  beziehungs- 
weise bewiesen.  Allerdings  ist  darin  der  lückenhafte  Theil  des  ganzen 
Baches  zu  sehen.  Die  Beweise  sind  keineswegs  sämmtlich  so  streng,  als 
man  heute  es  zu  fordern  gewöhnt  ist;  sie  können  es  einfach  nicht  sein  ver- 
möge des  ihnen  zugemessenen  Baumes,  aber  überall  sind  Verweisungen  auf 
gründliche  Werke  gegeben,  überall  ist  also,  wie  wir  am  Anfange  sagten, 
dem  Schüler  der  Astronomie  gezeigt,  wo  er  genaueren  Rath  sich  holen  soll, 
während  der  fertige  Astronom  Beweise  überhaupt  nicht  hier  nachschlagen 
wird,  sondern  nur  die  Erinnerung  an  die  Sätze  wird  auffrischen  wollen. 
Wir  glauben  daher,  dass  Herr  Wolf  den  beiden  Leserkreisen,  für  welche 
er  geschrieben  hat.  Genüge  leistete,  und  da$s  der  erste  Halbband  des  Hand- 
buches der  Astronomie  wesentlich  zur  Empfehlung  des  ganzen  Werkes 
dienen  wird.  Cantor. 


Martin  Behaim  von  Siegmuno  Güntheb.     Zeichnungen  von  Otto  E.  Lau. 

(13.  Band  der  Bayerischen  Bibliothek,  begründet  und  herausgegeben 

von  Karl  v.  Reinhabdstattmbb  &  Karl  Trautmann.)     Bamberg 

1890,  Buchner*8che  Verlagsbuchhandlung.     86  S. 

Dass  der  Anfertiger  des  berühmten  Behaim'schen  Globus,  seine  Fahrten 

und  Lebensschicksale,   besonderes  Interesse  für  den  Geographen,  aber  nur 

ein  sehr  nebensächliches  für  den  Mathematiker  besitzen,  ist  in  der  Natur 

der  Sache  begründet     Ein  kleiner  Abschnitt  des  anziehend  geschriebenen 
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Büchleins  ist  es,  welcher  uns  veranlasst,  dasselbe  hier  anzuzeigen.  Herr 
Günther  macht  es  nämlich  wahrscheinlich,  dass  Martin  Behaim  dadurch 
so  rasch  eine  höhere  Stellung  in  der  portugiesischen  £ntdeckung88chi£Efahrt 
gewann,  dass  er  dort  den  Jaco^sstab  einführte,  jenes  leicht  handliche 
Messinstrument,  welches  er  selbst  durch  Regiomontanus  kennen  gelernt 
hatte  und  welches  ein  Aufnehmen  der  Sonnenhöhe  aus  freier  Hand  auf  dem 
Schiffe  selbst  gestattete,  während  vordem  diese  zur  Bestimmung  der  geo* 
graphischen  Breite  unerlässliche  Messung  nur  auf  fester  Grundlage,  d.  L 
unter  der  Voraussetzung  der  Landung  möglich  war.  Mit  anderen  Worten: 
eine  Hochmeerschifffahrt  konnte  erst  jetzt  mit  einiger  Sicherheit  an  die  Stelle 
der  seitherigen  Küstenscbifffahrt  treten.  Herr  Günther  benutzt  diese  Ge- 
legenheit, um  über  den  Ursprung  des  Jacobsstabes  Untersuchungen  anzu- 
stellen. Mit  Herrn  Steinschneider  ist  er  der  Meinung,  der  Jacobsstab 
habe  durch  Verschiedenheit  der  Farben  das  Ablesen  der  an  ihm  angebrachten 
Theilung  erleichtert  und  dem  gesprenkelten  Ansehen ,  welches  an  die  Stäbe 
erinnerte,  die  der  Erzvater  Jacob  den  brünstigen  Thieren  vorwarf «  seinen 
Namen  zu  verdanken.  Er  macht  auch  auf  eine  Schrift  des  spanischen  Jaden 
Levi  ben  Gereon  (f  1370)  aufmerksam,  in  welcher  der  Jacobsstab  vor- 
kommt,  dessen  Erfindung  mithin  mindestens  in  die  Mitte  des  XIV.  Jahr- 
hunderts zurückreicht.  Wir  bemerken  beiläufig,  dass  die  reichhaltige  Samm- 
lung der  deutschen  Seewarte  in  Hamburg  einen  sehr  alten  Jaoobsstab  besitzt 

Cantob. 

Karl  ChristiaiL  Friedrich  Krause's  Philosophische  Abhandlungen.    Ans 

dem  handschriftlichen  Nachlasse  des  Verfassers  herausgegeben  von 
Dr.  Paul  Hohlfsld  und  Dr.  Auoubt  Wünsohe.  VIII  u.  402  S.  gr.8^. 
Leipzig  1889,  bei  Otto  Schulze. 
Krause  gehört  zu  den  wenigen  Philosophen,  welche  im  ersten  Drittel 
unseres  Jahrhunderts  in  der  schwülen  Atmosphäre  der  Romantik  zielbewnsst 
an  der  alten  Platonischen  Tradition  festgehalten  haben  und  stets  der  üeber- 
zeugung  gewesen  sind,  dass  eine  Philosophie,  welche  der  Mathematik  feind- 
lich oder  auch  nur  gleichgiltig  gegenübersteht,  mit  jener  echten  Philosophie, 
welche  der  griechische  Geist  uns  geschenkt  hat,  kaum  mehr  gemein  bat, 
als  die  Aeusserlichkeit  des  Namens.     Bei  aller  Verwandtschaft  mit  Fichte 's 
Arbeit  und  mit  Schelling's  Phantasmagorien  ist  Krausere  System  von 
vornherein   mit   dem    Stempel  der  Selbständigkeit   aufgetreten   und  dieser 
Stempel  zeigt  wohl  seine  schärfste  Prägung  in  jenen  tief  angelegten  Linien, 
durch  welche  die  Stellung  der  Mathematik  im  Ganzen  der  Philosophie  be- 
stimmt werden  soll. 

Geboren  (zu  Eisenberg  im  Herzogthum  Altenburg)  in  dem  Jahre,  in 
welchem  Lessing  starb,  in  dem  Jahre,  in  welchem  Schiller's  Räuber 
erschienen  und  Kant*s  Kritik  der  reinen  Vernunft  an  das  Tageslicht  trat, 
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reifte  Krause  um  die  Wende  des  Jahrhunderts  zur  eigenen  Thfttigkeit 
heran:  mit  seiner  Schrift  »De  Philosophiae  et  Matheseos  notione  et  earum 
intima  conjunctione"  hahilitirte  er  sich,  Vieles  verheissend,  1802  in  Jena 
und  lehrte  dort  zwei  Jahre  lang  mit  grossem  innerem  und  äusserem  Erfolge« 

Nur  allzuhald  yerblich  der  Stern,  welcher  Erause*s  Laufbahn  yorzu- 
lenchten  schien.  Die  Anzahl  der  Studirenden  in  Jena  sank  plötzlich  um 
mehr  als  die  Hälfte  und  viele  akademische  Lehrer  verliessen  infolge  dessen 
den  alten  Musensitz,  unter  ihnen  auch  Krause,  dessen  ganzes  Leben  von 
nan  an,  wenn  auch  frei  von  der  äussersten  Noth,  ein  hartes  und  unbelohntes 
Ringen  ist  um  die  Müsse  des  Lernens  und  des  Lehrens,  welcher  sich  nur 
der  Inhaber  eines  akademischen  Stuhles  erfreuen  darf.  Während  Hegel, 
der  sich  fast  gleichzeitig  (1801)  mit  Krause  in  Jena  habilitirt  hatte,  inner- 
halb der  30  Jahre  seiner  Wirksamkeit  Schritt  für  Schritt  die  Stufenleiter 
Süsserer  Anerkennung  emporklomm,  um  (1831)  auf  der  Höhe  seines  Ruhmes 
als  preussischer  Staatsphilosoph  ein  jähes  Opfer  der  Cholera  zu  werden, 
schleppte  Krause  innerhalb  derselben  Zeit  sein  arbeitsames  und  nur  an 
Enttäuschungen  reiches  Leben  unter  äusseren  Anfeindungen  mannichfacher 
Art  dahin,  um  endlich  unter  dem  Drucke  von  ungerechtfertigten  Polizei- 
massregeln in  München  (1832)  einsam  und  verkannt  zu  sterben.  Krause 
und  Hegel,  die  beiden  grossen  Systematiker  des  Fiohte-Schelling- 
schen  Kreises,  erscheinen  der  Nachwelt,  in  welcher  der  inductiv- deductive 
Geist  der  modernen  Wissenschaft  endlich  auch  für  die  Philosophie  zum  Siege 
gelangt  ist,  in  anderem  Lichte,  als  ihrer  Mitwelt,  fdr  welche  die  Philo- 
sophie lediglich  die  Märchenerzählerin  aus  dem  Traumlande  des  Absoluten 
war.  Hegel  hat  seinen  Ruhm  dahin:  in  den  Trümmern  seines  Systems, 
welches  ohne  Zweifel  eine  gewaltige  Zeiterscheinung  gewesen  ist,  aber  auch 
nur  als  Zeiterscheinung  seine  Bedeutung  gehabt  hat,  liest  die  Gegenwart 
nur  noch  die  ewig  berechtigte  Aufforderung,  „in  der  Zersplitterung  der 
wissenschaftlichen  Einzelarbeit  niemals  den  systematischen  Abschluss  des 
Ganzen  der  Wissenschaft  zu  vergessen".  Anders  steht  es  mit  Krause: 
trotz  aller  Hinneigung  zur  Speculation  tritt  er  dem  inductiv- deductiven 
Geiste  der  modernen  Wissenschaft  oft  so  nahe,  dass  ein  Theil  seiner  Arbeit 
überhaupt  erst  der  Gegenwart  verständlich  werden  kann. 

Mit  grosser  Freude  ist  es  daher  zu  begrüssen,  dass  von  Dresden  aus, 
wo  unser  Philosoph  einen  grossen  Theil  seines  Lebens  (mit  Unterbrechung 
▼on  18()5  bis  1823)  zugebracht,  durch  die  sorgsamen  und  sachkundigen 
Bemühungen  der  Herren  Hohlfeld  und  Wünsche  eine  mehr  und  mehr 
an  Vollständigkeit  gewinnende  Sammlung  der  Arbeiten  Krause's  (im  Ver- 
lage von  Otto  Schulze,  Leipzig)  geschaffen  wird,  welche  für  die  Folge  die 
Grundlage  aller  an  den  Namen  Krause  anknüpfenden  Bestrebungen  bilden  kann. 

Was  im  Besondem  die  Stellung  unserer  Philosophie  zur  Mathematik 
anlangt,  so  sind  dafür,  ausser  der  bereits  genannten  Jenaer  Habilitations- 
schrift (1802),  in  erster  Linie  folgende  Arbeiten  zu  erwähnen: 
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1.  Grandlage  eines  philosophischen  Systems  der  Mathematik.   (1804.)   Thdl  L 

2.  Factoren  und  Primzahltafeln.    (1804.) 

3.  Entwurf  des  Systemes  der  Philosophie.    (1804.)    Abtheil.  I. 

4.  Tagblatt  des  Menschheitslebens.    (1811.) 

5.  Lehrbuch  der  Gombinationslehre  nnd  der  Arithmetik.    (1812.) 

6.  Novae  theoriae  linearam  carvarnm  specimina  V.    (1831/^2.) 

7.  üeber  die  Idee  der  Mathesis,  über  die  organische  Ausbildung  und  fiber  dai 
Yerbältniss  der  Mathesis  zu  der  Wissenschaft  und  zu  dem  Leben.    (1882.) 

Von  diesen  Arbeiten  bringt  der  uns  heute  vorliegende  Band  die  Jenaer 
Dissertation  und  zwar  sowohl  in  ihrer  ursprünglichen  Oestalt  (Nr.  XIX), 
als  auch  in  einer  vom  Ver&sser  selbst  gefertigten  üebersetzung  (Nr.  IJ,  eine 
Abhandlung  aus  dem  ,, Tagblatte  des  Menschheitslebens"  (Nr.  XVI),  ein 
Bruchstück  über  die  Grundlegung  der  Mathematik  (Nr.  XVII)  und  die  oben 
unter  7  bezeichnete  Abhandlung  (Nr.  XVIII),  w&hrend  wir  die  oben  unter 
6  erwähnte  Arbeit  leider  vermissen. 

Während  Hegel  in  seiner  Jenaer  Dissertation  (1801)  aus  Platon's 
Timaeos  beweist ,  dass  es  zwischen  Mars  und  Jupiter  keinen  Planeten  geben 
kann,  und  dieser  Weisheit  eine  haarsträubende  Deduction  der  Kepler- 
sehen  Gesetze  hinzufügt,  sucht  Krause  in  seiner  Jenaer  Dissertation  (1802) 
in  begeisterter,  aber  durchaus  nüchterner  Weise  festzustellen,  woher  uns 
das  Bedürfniss  nach  Philosophie  kommt,  wie  deren  Ideal  aussehen  würde 
und  wie  weit  dieses  Ideal  von  vornherein  erreichbar  scheint,  welche  Ein- 
theilung  die  Philosophie  fordert  und  wie  die  Philosophie  methodisch  fort- 
zuschreiten und  dabei  Schritt  für  Schritt  ihre  Beweise  einzurichten  hai 
Diese  Erstlingsphilosophie  Krause's  nun  zerflQlt  in  Mathematik  (Arith- 
metik, Geometrie,  Dynamik)  nnd  Vernunftsphilosophie  oder,  wenn  man 
will,  in  die  Philosophie  des  Gesetzmässigen  (Wissenschaft  der  reinen 
Formen  der  Dinge)  und  in  die  Philosophie  des  Freien  (praktische 
Philosophie)  und  steht  von  vornherein  unter  dem  leitenden  Gedanken,  dass 
Alles,  was  ist,  ein  in  sich  harmonisch  ausgestattetes  Ganzes  bildet  und 
auch  als  ein  solches  erfasst  werden  muss. 

Die  Mathematik  als  einen  einheitlich  gebildeten  Organismus  darzustellen, 
der  selbst  in  dem  grösseren  Organismus  der  Philosophie  als  Organ  seine 
Stelle  hat,  das  ist  die  Aufgabe,  mit  deren  Lösung  sich  Krause  des  Wei- 
teren zunächst  in  den,  oben  unter  1,  3  und  4  genannten  Schriften  in  ein- 
gehender Weise  beschäftigt  hat.  Für  uns  handelt  es  sich  hier  lediglich  um 
die  Abhandlung  aus  dem  j, Tagblatt  etc.^,  welche  den  Titel  trägt:  j, üeber 
die  wissenschaftliche  Begründung,  Berichtigung  und  Neugestaltung  der  Ma- 
thematik (Formwissenschaft).*' 

Dass  die  zur  Zeit  vorhandene  Mathematik  keinen  Organismus  bildet, 
das  ist  der  Ausgangspunkt  der  Krause'schen  üeberleguugen:  die  Theil- 
gebiete  (z.  B.  Arithmetik,  Geometrie,  Chronologie  etc.)  sind  gegeben,  das 
Ganze  ist  aber  noch  nicht  geschaffen.  Was  in  unserer  Zeit  durch  die  tief- 
gehenden Arbeiten  von  G.  Cantor,  Dedekind,  H.  und  B.  Grassmann, 
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Hanckeli  von  Helmholtz,  Eroneoker,  Weierstrass  u.  A.  begründet, 
mehr  und  mehr  zur  Anerkennung  gelangt,  dasB  nSmlicfa  die  Arithmetik  (im 
weitesten  Sinne  des  Wortes)  eine  in  sich  geschlossene  Wissenschaft  ist, 
welche  keiner  geometrischen  Krücke  bedarf,  welche  gar  nicht  einmal  neben 
(Zeit  und  Baum)  der  Geometrie  steht,  sondern  vor  oder  über  derselben,  — 
das  hat  Krause  bereits  mit  voller  Klarheit  gesehen.  Es  gewährt  einen 
eigenthümlichen  Genuss  in  seiner  Abhandlung,  welche  überhaupt  reich  ist 
an  treffenden  historischen  und  sachlichen  Bemerkungen,  viele  der  Probleme, 
um  welche  sieh  die  Arbeit  der  letzten  Jahre  bewegt  hat,  als  Forderungen 
deutlich  bezeichnet  zu  sehen ,  so  z.  B.  die  Frage  nach  den  Beziehungen  des 
Stetigen  und  Unstetigen ,  nach  den  Beziehungen  des  Endlichen  und  Unend- 
lichen u.  s.  w.,  vor  Allem  aber  die  Aufgabe:  „die  Anf&nge  der  Arithmetik 
und  die  der  Geometrie  in  aller  Strenge  zu  begründen**.  Namentlich  im 
Binblick  auf  die  Arbeiten  von  Dedekind  (Was  sind  und  was  sollen  die 
Zahlen?),  von  H.  und  B.  Grassmann  und  von  Hanokel  klingt  es  wie 
ein  Prophetenwort,  wenn  wir  bei  Krause  (8.  275)  lesen:  „Eine  rein -form- 
liche Wissenschaft  vom  Ganzen  als  Ganzen  und  vom  Theile  und  von  den 
Theilen  als  solchen,  überhaupt  und  im  Allgemeinen,  muss  jeder  einzelnen 
mathematischen  Wissenschaft  vorausgehen.**  Dass  Krause*s  der  Mathematik 
oder  der  „Ganzheitslehre**,  wie  er  sich  ausdrückt,  gewidmete  Arbeiten  bei 
seinen  Zeitgenossen  keine  Anerkennung  fanden,  scheint  uns  heute  natürlich, 
und  80  darf  es  uns  auch  nicht  Wunder  nehmen,  dass  Krause  selbst  nach 
und  nach  müde  wurde,  auf  diesem  Gebiete  tauben  Ohren  zu  predigen. 

Obwohl  Krause  auch  nach  den  Jahren  1811/12  nicht  blos  gelegentlich 
auf  die  Mathematik  zurückgekommen  ist  ^  wir  finden  z.  B.  in  seinem 
System  der  Philosophie  (1828)  die  Mathematik  vollwichtig  berücksichtigt, 
wie  auch  nicht  anders  zu  erwarten  — ,  so  hat  er  sich  doch  dem  Thema  des 
„Tagblattes  eta**  im  Besondem  erst  in  seinem  letzten  Lebensjahre  wieder 
zugewandt. 

Im  Februar  1832  reichte  er  der  Akademie  zu  München  die  oben  unter 
Nr.  7  genannte  Arbeit  (Nr.  XYIII)  ein:  „Ueber  die  Idee  der  Mathesis  etc.'', 
nachdem  er  derselben  Akademie  bereits  im  November  1831  die  oben  unter 
Nr.  6  bezeichnete  Abhandlung  „Novae  theoriae  etc.^  vorgelegt  hatte. 

Die  letzten  Hoffnungen  seines  Lebens,  auf  Grund  dieser  Schriften  in 
München  wenigstens  als  Prof.  honor.  zugelassen  zu  werden,  nachdem  er  zu 
Jena  9  Berlin  und  GOttingen  mit  grossem  Eifer  und  bedeutendem  Erfolge 
als  Privatdozent  gelehrt  und  30  Jahre  hindurch  von  diesen  Städten  aus  und 
namentlich  auch  von  Dresden  aus  eine  fruchtbare  schriftstellerische  Thätig- 
keit  entfaltet  hatte,  diese  letzten  Hoffnungen  verwirklichten  sich  nicht: 
Schelling  wies  als  Beferent  die  Arbeit  Krause's  in  verletzender  Weise 
als  I, unbrauchbar''  zurück,  ein  ürtheil,  von  dem  die  Geschichte  der  Philo- 
sophie in  gebührender  Weise  Kenntniss  zu  nehmen  hat. 
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Diese  letzte  Arbeit  Krause's  wiederholt  im  Wesentlichen  den  Gedan- 
kengang der  Abhandlung  vom  Jahre  181 1  und  zeigt  dieselbe  Klarheit  in 
der  Beurtheilung  der  zeitgenössischen  Mathematik,  ihrer  systematischen 
Mängel  und  ihrer  systematischen  Bedürfnisse.  Im  Gegensatze  zu  der  froheren 
Darstellung,  in  welcher  ein  lebhafter  Hauch  des  modernen  inductiT-dedac- 
tiven  Geistes  wehte,  tritt  nun  aber  eine  gewisse  speculatiye  Begehrlichkeit 
zu  Tage,  welche  mit  einem  Schlage  ,, genial^  erledigen  möchte,  was  nur  in 
langsamem  und  vielseitigem  Mühen  verarbeitet  werden  kann:  die  Abhand- 
lung steht  allzusehr  im  Bannkreise  des  zweiten  Theiles*  seines  „Systems 
der  Philosophie''. 

Dass  die  Mathematik  als  Organismus  nur  in  dem  Boden  der  Einzel- 
forschung heranzuwachsen  im  Stande  ist  und  dass  dieser  Process  nur  sehr 
allmftlig  fortschreiten  kann,  das  hat  Krause  zwar  niemals  ganz  übersehen, 
aber  doch  um  so  mehr  vergessen,  je  mehr  auch  ihn  der  Zauber  der  Be- 
griffsromantik  umsponnen  hat 

Ein  vorurtheilsfreier  Geschichtsschreiber  der  Philosophie  wird  die  beiden 
grossen  Systematiker  Hegel  und  Krause  in  zweifacher  Weise  beurtheilen 
müssen,  einerseits  nämlich  hinsichtlich  ihrer  befruchtenden  Wirkung  auf  die 
Zeitgenossen,  andererseits  hinsichtlich  des  Verhältnisses,  in  welchem  das  Blei- 
bende und  das  Vorübergehende  in  ihren  Schöpfungen  zu  einander  steht:  so 
gewiss  in  erster  Hinsicht  Hegel  den  Preis  verdient,  so  sicher  ist  es  auch, 
dass  Krause  mehr  von  einem  „monumentum,  aere  perennins''  geschaffen. 
Man  wird  bedauern,  dass  ein  so  reines  Streben,  wie  es  in  Krause's  ganzem 
Sein  zur  Geltung  kommt,  bei  den  Zeitgenossen  keine  genügende  Anerken- 
nung gefunden  hat;  man  wird  sich  aber  auch  nicht  der  Thatsache  ver- 
schliessen  können,  dass  sein  geradezu  unheimlicher  Verdeutschungstrieb  nnd 
sein  unseliger  Hang,  mit  den  unbrauchbaren  Bezeichnungen  auch  die  brauch- 
baren auszuscheiden,  viel  dazu  beigetragen  hat,  seiner  Arbeit  manche  Thflr 
zu  verschliessen:  das  Bruchstück  aus  der  „Ganzheitslehre",  welches  uns  hier 
(Nr.  XVII)  vorliegt,  kann  dieses  ürtheil  bestätigen. 

Das  9 Bleibende''  in  den  Leistungen  Krause's  dürfte,  falls  man  nicht 
etwa  geneigt  ist,  den  Willen  für  die  That  zu  nehmen,  keineswegs  auf  dem 
Gebiete  liegen,  welches  uns  heute  hier  beschäftigt  hat;  denn  zu  wahrhaft 
grundlegenden  Ausführungen  der  Mathesis  ist  unser  Philosoph  nicht  ge- 
kommen ,  ja  er  hat  zu  solchen  der  ganzen  Sachlage  nach  gar  nicht  kommen 
können,  während  seine  fruchtbaren  Anregungen,  welche  in  seiner  Zeit  ver- 
loren blieben ,  für  unser  herangereiftes  Geschlecht  zu  spät  in  weitere  Kreise 
dringen,  um  noch  originell  wirken  zu  können. 


*  Dem  ersten,  dem  intuitiv- analytischen  Theile  schreibe  ich  eine  bleibende 
Bedeutung  su,  dagegen  bin  ich  der  Ansicht,  dass  füi  solche  Arbeiten,  wie  sie  der 
zweite,  der  synthetisch -deductive  Theil  darstellt,  die  Zeit  überhaupt  ganz  and 
gar  vorbei  ist. 
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Im  ersten  Drittel  niiseres  Jahrhunderts  galten  auch  für  den  Mathe- 
matiker and  den  Philosophen  die  Worte  Schiller's: 

Feindschaft  sei  zwischen  Euch!  Noch  kommt  das  Bündniss  za  frühe: 
Wenn  Ihr  im  Sochen  Euch  trennt,  wird  erst  die  Wahrheit  erkannt. 

DasB  in  unserer  Zeit  Mathematiker  ersten  Ranges  die  Berührung  ihrer 
Wissenschaft  mit  der  Erkenntnisstheorie  nicht  nur  nicht  ängstlich  yermeiden, 
sondern  dieselbe  sogar  geflissentlich  hergestellt  haben,  und  dass  jetzt  an- 
dererseits die  namhaften  Philosophen  theils  mit  offener  Hinneigung,  theils 
mit  verborgener  Abneigung  die  Bedeutung  der  Mathematik  für  die  Philo- 
sophie laut  genug  anerkennen,  scheint  ein  Zeichen  dafür  zu  sein,  dass 
Krause's  Forderung,  welche  im  Geiste  Plato's,  Leibniz'  und  Eant's 
gestellt  war  in  einer  Zeit,  wo  die  Philosophie  vor  lauter  Poesie  den  Ver- 
stand verloren  hatte,  gegenwärtig  nicht  mehr  unerfüllbar  ist:  die  einzelnen 
mathematischen  Wissenschaften  beginnen  bereits,  sich  zum  Organismus  der 
Maihesis*  zu  einen. 

In  einer  solchen  Periode  ist  es  Ehrenpflicht,  Krause *s  zu  gedenken, 
dessen  reines  Wollen  und  dessen  zielbewusstes  Streben  sich  nicht  ausleben 
konnte,  weil  seinen  Zeitgenossen  die  Fähigkeit  fehlte,  ihn  zu  begreifen. 

Dieser  Ehrenpflicht  soll  unsere  Anzeige  nachkommen. 

Braunschweig.  Alex.  Wbrnioke. 


Die  Grundlage  der  Enklidisehen  Geometrie  des  Maasses  von  Dr.  Alex. 
Wernickb.     Wissenschaftliche  Beilage  zu  dem  Programm  des  herzog- 
lichen Neuen  Gymnasiums  in  Braunschweig  Ostern  1887.     Braun- 
schweig ^  Druck  von  Joh.  Heinr.  Meyer.     58  S.  4^ 
Der  vorliegende  Versuch  ist,   wie  die  Vorrede  sagt,  gedacht  als  ein 
Repetitorium   für   obere  Classen.     Es  will  den  Schüler  entlasten  und  ihm 
trotzdem  weitere  Ausblicke  verschaffen ,  indem  es  die  Geometrie  des  Maasses 
nach  Euklid  als  Ausfluss  eines  Principes  kennen   lehrt  und  dabei  gleich, 
zeitig  ihre  Stellung  im  Organismus  unseres  Wissens  bestimmt.     Der  erste 
Theil  ist  daher  mehr  philosophischen  Inhalts  und  beginnt  mit  dem  merk- 
würdigen Satze:    „Es  ist  ein  Grundzug  unseres  Wissens,  die  thatsSchlich 
gegebenen  Widersprüche    unseres  Wissens   als   ein   Etwas    zu    betrachten, 
welches  eigentlich  nicht  vorhanden  sein  sollte,   und  zugleich  die  Hoffnung 
zn    hegen,    dass    sich    die    Widersprüche    aus    unserem    Wissen    entfernen 
lassen.*  —  „um    dem  Ideale   eines   widerspruchslosen  Wissens   nSher   zu 

*  Wie  ich  mir  selbst  das  „System  der  Mathematik'*  vorstelle,  kann  man  aus 
folgenden  Arbeiten  entnehmen:  1.  „Die  asymptotische  Function  des  Bewasstseius 
(Zählen  und  Messen)'*  in  der  Vierteljahrsschrift  für  wissensch.  Philosophie  1887/88; 
—  II.  „Die  Grundlage  der  Euklidischen  Geometrie  des  Maasses."  Braunschweig 
1887;  —  ni.  „Goniometrie  und  Trigonometrie  etc."  Braunschweig  1888;  —  IV. 
„Grundsüge  der  Elementarmechanik  etc."    Braunschweig  1888. 
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kommen,  hat  die  Menschheit  ihr  Wissen  in  einxelne  Gebiete  zerlegt  uod 
femer  eine  Wissenschaft  anssubilden  gesucht,  welche  die  sftmmüiefaen  Ge- 
biete nmfasst,  die  Philosophie;  die  Grundlage  derselben  ist  die  Erkenntniss- 
theorie.*  Es  wird  nun  das  Verhftltniss  der  Erkenntnisstheorie  snr  Logik 
und  das  der  Logik  znr  Mathematik  eingehender  erOrtert  Die  Mathematik 
wird  eingetheilt  in  allgemeine  und  besondere;  die  besondere  in  Geometrie, 
Phoronomie  nnd  Dynamik.  Dann  wird  das  Object  der  Geometrie  behandelt, 
der  Baam  nnd  die  Banmgebilde.  ^ Alles,  was  wir  mit  nnseren  Sinnen  wahr- 
nehmen, pflegen  wir  nnsere  Aussen  weit  zu  nennen.  Die  Anssenwelt  zerlegt 
sich  uns  in  den  leeren  Raum  und  das  raumerfftllte  Etwas,  welches  ge- 
wöhnlich als  Materie  bezeichnet  wird.'  Dieser  Satz  ist  offenbar  unrichtig, 
schon  deswegen ,  weil  der  leere  Baum  eine  physikalische  Unmöglichkeit  ist 
Es  folgen  Betrachtungen  ttber  Inhalt  und  Form  der  Raumgebilde,  der  Körper, 
und  ihre  begrenzenden  Elemente,  von  der  FlSche  znr  Linie,  zum  Punkte 
übergehend,  und  synthetisch  vom  Punkte  zur  Linie,  zum  Körper  flbergehend, 
so  dass  der  Punkt  hier  als  das  einzige  erzeugende  Element  des  Baumes  sn- 
gesehen  wird.  Es  folgt  dann  die  Definition  der  Geometrie  als  Lehre  toid 
Räume  und  den  Raumgebilden,  und  die  Terschiedenen  Bedeutungen  des 
Wortes  ;, Geometrie',  die  Arten  der  Definition,  die  Axiome,  die  LehrsStie 
und  die  verschiedenen  Arten  des  Beweises.  —  In  das  Wesen  des  indireeten 
Beweises  scheint  der  Verfasser  nicht  eingedrungen  zu  sein.  —  Des  Weiteren 
wird  der  Unterschied  der  Geometrie  der  Lage  und  der  des  Maasses  gekenn- 
zeichnet. Dann  wird  zur  Euklidischen  Geometrie  fibergegangen ,  als  der- 
jenigen, welche  ffir  die  Erkenntniss  unserer  Aussenwelt  yerwendet  werden 
soll.  Als  allgemeine  Axiome  des  Euklidischen  Baumes  findet  der  Verfasser 
zehn,  dazu  zwei  besondere,  die  Existenz  der  Geraden  und  der  Ebene.  Diese 
grosse  Zahl  rührt  daher,  dass  der  Verfosser  hier  zwischen  Axiom  und  Postnkt 
nicht  unterscheidet  und  der  frtther  angegebene  Unterschied  sich  mit  der 
Üblichen  Auffassung  nicht  deckt.  Darauf  folgen  die  gegenseitigen  Omnd- 
beziehungen  der  Elementargebilde,  Punkt,  Gerade,  Ebene,  wonach  der  Ver- 
fasser zur  Euklidischen  Geometrie  des  Maasses  übergeht  und  die  beiden 
Maasse  Strecke  und  Winkel  einföhrt.  Indem  er  auf  die  gegenseitigen  Be- 
ziehungen zwischen  Strecke  und  Winkel  eingeht,  gelangt  er  zu  Sfttzen  und 
Aufgaben  über  das  Dreieck;  dabei  fahrt  die  Aufgalte,  ein  Dreieck  ans  seinen 
Winkeln  zu  construiren,  auf  das  berühmte  Axiom  11  des  Euklid.  Es 
folgen  die  Fundamentalconstructionen ^  Strecken -Winkelhalbimng  etc.,  dann 
die  Verwerthnng  der  beiden  Maasse  zur  Messung  der  ebenen  Felder,  der 
Körper,  der  Gurren  und  Flftchen.  Den  Schluss  bildet  die  Gliederung  der 
Euklidischen  Geometrie  des  Maasses  und  eine  Rechtfertigung  der  gegebeoes 
Eintheilung. 

Wenngleich  die  Abhandlung  für  den  Vorgeschrittenen  vielfach  interessant 
ist,  für  Schüler  ist  sie  nicht  geschrieben.  Es  ist  nicht  denkbar,  dass  sie  Ton 
einem  solchen,  auch  der  oberen  Classen,  in  allen  ihren  Theilen  Terstiuiden 
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werden  könnte,  und  so  wird  sie  auch  kaum  nach  der  ausgesprochenen  Ab* 
sieht  des  Verfiftssers  bei  der  Bepetition  dienen  kOnnen.  p  g(tgnmmn 


Materialien  zu  Dreieckskonstniktionen  nebst  Anwendung  auf  fast  vier- 
hundert Aufgaben.     Zusammengestellt  von  F.  J.  Brookmann,  vorm. 
Oberlehrer  am  Königl.  Gymnasium  zu  Cleve.     Leipzig,   Druck  und 
Verlag  von  B.  G.  Teubner.    1888.     VI  u.  88  S.  gr.  8^    Preis  1  Mk. 
20  Pf. 
Das  Buch  will  die  Aufgabe  erfüllen,  den  Leser  ^  und  als  solchen  hat 
der  Verfasser  zunSchst  den  angehenden  Lehrer  im  Auge  —  durch  das  Stu- 
dium  desselben   zu  befähigen,  das  Gebiet  der  Constructionsaufgaben  mög- 
lichst weitgehend  und  vollkommen  zu  beherrschen  und  somit  die  Pflege  der 
Constructionsanfgabe  in  den  Schulen  zu  heben.     Darum  sind  die  Aufgaben 
zunfichst  auf  Dreiecksconstructionen  beschränkt,  weil  diese  für  die  Schule 
zumeist  in  Betracht  kommen.     Die  dazu  nOthigen  Materialien  gehen  den 
Aufgaben  voraus:  Geometrische  Oerter,  Data,  Lehrsätze,  Beductionsaufgaben, 
algebraische  Analjsis.     Dann  folgen  385  Aufgaben  mit  Hinweisen  auf  die 
Materialien.     Dadurch  werden  etwaige  Schwierigkeiten  der  Lösung  gehoben, 
jedoch   so,   dass   die  eigene  Thätigkeit  des  Lesers  nicht  flberflOssig  wird. 
Dass  das  Euklidische  Schema  der  Lösung  hier  vermieden  ist,  bedarf  keiner 
Entschuldigung.     Die  Lösungen  sind  durchweg  elegant;    besonders  haben 
uns  diejenigen  Aufgaben  gefallen,  in  welchen  der  eingeschriebene  und  die 
drei  angeschriebenen  Kreise  vorkommen.  —  Das  mit  vielem  Fleisse  zusam- 
mengestellte Werkchen   dürfte  seinen  Zweck  wohl  erfüllen,   wenn  es  mit 
Ausdauer  durchgearbeitet  wird.  p  g^inA^im» 


PlanimetriBohe  KonttruktionsaufgabeiL    Eine  Vorschule  zu  des  Verfassers 
Materialien.    Enthaltend  ÖOI  Aufgaben  nebst  deren  Lösungen.    Be- 
arbeitet von  F.  J.  Brockmann,  vorm.  Oberlehrer  am  Kgl.  Gymnasium 
zu  Cleve.     Leipzig,  Druck  und  Verlag  von  B.  G.  Teubner.     1889. 
103  S.  gr.  8«.     Preis  1  Mk.  50  Pf. 
Die  vorliegende  Aufgabensammlung  soll,  wenn  auch  in  der  Zeit  nach 
den   vorhin  besprochenen  „Materialien^  erschienen,  nach  Form  und  Inhalt 
ein  Praeambulum  zu  denselben  sein.     Daher  sind  die  Aufgaben  durchweg 
leichter  als  in  jenen ,  und  die  Lösungen  in  grösserer  Vollständigkeit  gegeben, 
und  zwar,  was  ja  genügt,  in  der  Analjsis;  zuweilen  ist  auch  die  Determi- 
nation beigeftgt,  wenn  dieselbe  interessant  ist.    Die  Lösungen  sollen  den 
Zweck  verfolgen,  dass  der  Leser  durch  aufmerksames  Studium  derselben 
eine  allgemeine  Methode  abstrahire  und  sich  die  für  das  weitere  Studium 
erforderliche,  einigermassen  ausgedehnte  Eenntniss  von  Lösungen  aneigne. 
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Leichter  würde  dieser  Zweck  erreicht,  wenn  die  Aufgaben  nicht,  wie  es 
geschehen  ist,  in  „ vermischte **  nnd  „DreiecksconstmcldonB-Anfgaben*,  son- 
dern nach  den  Methoden  in  Gruppen  getheilt  wären,  wie  dieses  in 
allen  neueren  und  besseren  Aufgabensammlungen,  z.  B.  Petersen,  zu  ge- 
schehen pflegt.  Dadurch  würde  nicht  nur  das  Studium,  sondern  auch  die 
üebersicht  wesentlich  erleichtert  (Dasselbe  gilt  auch  von  den  oben  be- 
sprochenen „Materialien''.)  Wir  wollen  noch  auf  diejenigen  Aufgaben  auf- 
merksam machen,  in  denen  die  Bestimmungsstücke  ihrer  Lage  nach  gegeben 
sind  —  z.  B.  ein  Dreieck  zu  construiren ,  wenn  gegeben  sind  die  Fusspunkie 
zweier  Mittellinien  und  der  einer  zugehörigen  Höhe  — ,  weil  solche  gewöhn- 
lich weniger  Beachtung  finden,  obschon  yiele  derselben  sehr  anregend  und 

hübsch   sind.  p^  SCHUTTB. 

Methodische  Untersuchimgeii  ans  dem  Gebiete  der  elementaren  Mathe- 
matik für  Schul-  und  Selbst -Unterricht  von  Dr.  Theodor  Walter: 
Algebraische  Aufgaben.     I.Band:  Bewegungsaufgäben.    L  Auf- 
gaben  über  gleichförmige   geradlinige   Bewegung.     Dazu  gehören: 
Spemann's  Algebrahefte  Nr.  1.    Bewegungsaufgaben  I  nach  Theodor 
Walter's  Methode.    Berlin  und  Stuttgart,  Verlag  von  W.  Spemann. 
1889. 
Nach  einem  noch  ungedruckten  Manuscripte  Ton  Goethe  führte  aaf 
dem  Jahrmarkte  zu  Plundersweilen  eine  Seiltftnzergesellschafb  zum  Schiasse 
ihrer  Vorstellung  folgende  Pantomime  auf:   Die  Scene  ist  gedacht  als  Bar- 
bierstube«    Ein  Kunde  tritt  herein  und  giebt  zu  verstehen,  dass  er  rasirt 
sein  will.     Der  Baseur  empfängt  ihn  mit  tausend  Bücklingen  und  heisst  ihn 
auf  einem  grossen  Lehnstuhle  Platz  nehmen.     Der  Gehilfe  schleppt  eine 
mächtige  Serviette  herbei  und  bindet  sie  dem  Kunden  vor;   sie  ist  von  so 
riesigen  Dimensionen,   dass  sie  nicht  nur  den  Kunden  ganz  einhüllt,  son- 
dern auch  noch   einen  grossen  Theil  der  Arena  bedeckt.    Dann   wird  ein 
grosser  Waschzuber,   bis   an  den  Rand  mit  Seifenschaum  gefüllt,   herbei- 
gebracht;  in   demselben  liegen  zwei  mächtige  Weissquaste  mit  baumlangen 
Stielen.     Diese  ergreifen  der  Raseur  und  sein  Gehilfe  und  seifen  damit  den 
Kunden,  zum  grossen  Gaudium  des  umstehenden  Publicums,  aus  dem  grossen 
Zuber  gehörig  ein.     Dann  wird  ein  Rasirmesser  hereingetragen,  annlang 
und  handbreit,  mit  grosser  Umständlichkeit  gewetzt,  und  damit  der  Kunde 
rasirt,   der,  weil  er  sich  heftig  gegen  dieses  Rasirmesser  sträubt,  vom  Ge- 
hilfen festgehalten  wird.     Um  den  Seifenschaum  abzuwaschen,  werden  den 
armen  Kerl  mehrere  Eimer  Wasser  ins  Gesicht  geschleudert.    Endlich  wird 
er  aus  seiner  Lage  befreit:   er  bezahlt  einen  Thaler;   der  Raseur  weigert 
sich,  ihm  Geld  herauszugeben;  es  entsteht  Streit,  und  wie  der  Kunde  sein 
Missfallen  an  der  mit  ihm  vorgenommenen  Procedur  lebhaft  zum  Ausdmck 
bringt,   da  ergreifen  Raseur  und  Gehilfe  den  Zuber  mit  Seifenschaum  raA 
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stalpen  ihn  dem  Kanden  über  den  Kopf.  Das  PablicDm  hat  an  der  groben 
Komik  dieser  burlesken  Pantomime  grosse  Freude,  und  sein  Jubel  will  kein 
Ende  nehmen,  wie  der  arme  Kerl  ttber  und  über  mit  Seifenschaum  bedeckt 
unter  dem  Kübel  hervorkrieohi 

An  den  auf  solche  Weise  Basirten  werden  wir  lebhaft  erinnert,  wenn 
wir  uns  den  Schüler  vorstellen,  der  nach  der  Walter'schen  Methode  seine 
Algebra  zu  lernen  verurtheilt  ist. 

Um  Aufgaben  über  gleichftSrmige  geradlinige  Bewegung,  and  zwar  nur 
solche,  welche  auf  Gleichungen  ersten  Grades  mit  einer  Unbekannten  führen 
Idsen  zu  lehren,  bedarf  es  eines  Buches  von  292  Seiten  in  Both-  und 
Sehwarzdruck,  grossartiger  Hefte  mit  Tabellen,  Logarithmentafeln  etc.  Wenn 
der  Verfasser,  wie  es  den  Anschein  hat,  jeden  Gegenstand  aus  dem  so  un- 
gemein reichen  Gebiete  der  elementaren  Mathematik  in  ebensolcher,  geradezu 
ermüdender  Vollständigkeit  bearbeiten  will,  dann  muss  dem  Schüler 
die  Mathematik  in  Bezug  auf  Zeit  und  Geld  eine  „theuere**  Wissenschaft 
werden.  —  Nach  einer  Einleitung  über  die  Fundamentalgleichungen  der 
Bewegung  folgt  der  eigentliche  Stoff  in  Gruppen  gegliedert:  A.  Die  Bewegten 
legen  gleiche  Wege  in  ungleichen  Zeiten  zurück.  1.  Gruppe :  zwei  Bewegte ; 
2.  Gruppe:  drei  Bewegte.  J3.  Die  Bewegten  legen  ungleiche  Wege  in 
gleichen  Zeiten  hintereinander  zurück.  3.  Gruppe:  Annähern;  4.  Gruppe: 
Entfernen;  6.  Gruppe:  Einholen;  6.  Gruppe:  Ueberholen  u.  s.  w.  u.  s.w., 
im  Ganzen  18  Gruppen.  Die  Auflösung  geschieht  nun  mit  Hilfe  von  Ta- 
bellen auf  alle  möglichen  Weisen,  indem  bald  diese,  bald  jene  Grösse  als 
unbekannte  angesehen  wird.  So  erhält  man  z.  B.  für  die  Gruppen  A, 
16  Tabellen.  Hier  ein  Beispiel  einer  solchen  Tabelle:  „Zwei  Bewegte  L 
und  B  legen  den  Weg  von  A  nach  B  mit  den  Geschwindigkeiten  l  und  r 
zurück,  ein  dritter  Bewegter  M  mit  einer  zwischen  l  und  r  liegenden  mitt- 
leren Geschwindigkeit  tn  bewegt  sich  unterdessen  von  B  nach  A  und  kommt 
in  J[  an,  wenn  der  Langsame  in  B  eintrifft.  Der  Langsame  habe  bis  zum 
Weggange  des  Mittleren  Jf  bereits  J  Zeiteinheiten  mehr  gebraucht,  als  der 
Rasche  B.  Man  soll  die  Entfernung  AB  berechnen.  Die  Aufgabe  kann 
auf  sechs  Arten  gelöst  werden!  Erste  Tabelle.  Zeitgleichung.  Der  Weg 
von  A  nach  B  betrage  x  Längeneinheiten. 


Der  Langsame 

Der  Mittlere 

Der  Rasche 

Weg 

X 

X 

x 

Geschwindigkeit 

l 

tn 

r 

Zeit 

x:l 

x:m 

x:r 

Gleichung  .   .  . 

x:l  —  x:r=J  +  x:m               11 

Resultat.  .  .  . 

x:=lmr 

z^:(— Zw  +  ifi 

r-rl,         II 

Biit.-Ut.  AbtUff.  d.  Zeitflohr  t  Math,  u.  Pltys.  XX SV,  5. 
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Den  Rand  der  Tabelle  zieren  die  vier  Fundamentalgleichangen,  die  wir 
hier  ebenso,  wie  verschiedene  PfeilQ  and  Striche  zwischen  den  FBchenii 
weggelassen  haben.  S.  34  begegnen  wir  der  Bemerkung,  dass  die  gefundene 
Wegeformel  auch  als  Quotient  zweier  Determinanten  angeschrieben  werden 
kann,  nämlich: 

^und  dass  der  Nenner  auch  als  yierreihige  Determinante  geschrieben  werden 
kann,  als 


0   I  m 

r    l  0 

I   0  r 

: 

l    1    { 

m  r  0 

0    1  m 

Nenner  = 


0 

-1 

1 

l 


l 

1  l 

{ 

0  0 

0 

m  0 

0 

0   r 

Wir  wollen  hoffen,  dass  es  dem  Verf.  gelingen  werde,  auch  den  Zähler 
als  Yierreihige  Determinante  darzustellen.  Mit  solchen  vierreihigen  Deter- 
minanten wird  nun  auch  thats&chlich  gerechnet,  wie  man  sich  in  den  Bei- 
spielen S.  182  flgg.  überzeugen  kann.  Das  heisst  doch  mit  Kanonenkugeln 
nach  Spatzen  schiessen!  Jede  Aufgabe  in  sämmtlichen  Gruppen  wird  nun 
so  nach  Tabellen  aufgelöst;  das  ist  die  Haupteigenthümlichkeit  des  Werkes, 
die  der  Verfasser  für  einen  besonderen  Vorzug  hält.  Aber  wird  nicht  der 
Schüler  diesen  Schematismus  für  wesentlich  oder  gar  nothwendig  halten? 
Warum  soll  man  die  Bewegungsaufgaben  durch  Anlegen  dieser  Fessel  er- 
schweren, wenn  man  ohne  dieselbe  mit  nicht  weniger  Klarheit  zum  Ziele 
gelangt? 

Im  dritten  Abschnitte  werden  nun  zu  allen  Aufgaben  Zahlenbeispiele 
ausgerechnet  in  weit  über  hundert  Tabellen.  Dass  die  beliebte  Aufgabe 
von  den  Hunde-,  Hasen-  und  Rehsprüngen  nicht  fehlt,  ist  selbstverstfindlich. 

Den  Schluss  bildet  eine  Sammlung  von  34  Eisenbahnaufgaben,  sowie 
Hinweise  auf  weitere  Aufgaben  in  bekannten  Aufgabensammlungen.  Eine 
Tafel  yierstelliger  Logarithmen  ist  dem  Buche  beigegeben,  deren  Gebrauch 
sehr  empfohlen  wird;  aber  auf  der  Stufe,  wo  die  Bewegungsaufgaben  vor- 
genommen werden,  sind  die  Schüler  mit  den  Logarithmen  noch  nicht  be- 
kannt. Dass  für  die  Bewegungsaufgaben  ein  so  grosser  Apparat  heran- 
gezogen wird,  sucht  Verf.  mit  dem  vorangedruckten  Ausspruche  Goethe's 
zu  entschuldigen:  „dass,  wer  eine  Sache  mit  Klarheit  zu  behandeln  ver- 
mag, auch  tauglich  ist  zu  vielen  anderen  Dingen*,  ein  Satz,  der  doch  sehr 


anfechtbar  ist. 


P.  Schotte. 


Lehrbneh  der  Stereometrie.  Auf  Grund  von  Dr.  Ferd.  KomfBRBLL's  Lehr- 
buch neu  bearbeitet  und  erweitert  von  Dr.  Guido  Hauck,  geh.  Be- 
gierungsrath  und  Professor  an  der  Königl.  Technischen  Hochschule  la 
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Berlin.     6.  Auflage.    Mit  67  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten. 
Tübingen  1888,  Verlag  der  H.  Laupp'schen  Buchhandlung.  226  S.  8^ 
Ladenpreis  2  Mk.  40  Pf. 
Zunftchst  Mit  die  noble  Ausstattung  auf,  das  gute  Papier,  der  correcte, 
saubere  Druck  und  vor  Allem  die  in  den  Text  gedruckten  klaren,  anschau- 
lichen Figuren.    Solche  oft  unbeachtete  Aeusserlichkeiten  wolle  man  ja  nicht 
unterschätzen.     Sie  tragen  wesentlich  dazu  bei,  dass  der  Schüler  das  Stu- 
dium eines   solchen  Buches  mit  Vergnügen  gemessen  kann.     In  richtiger 
Würdigung  der  Wichtigkeit  einer  guten  Figur  und  der  Erleichterung,  die 
sie  bietet,  ist  eine  Anweisung  gegeben,  wie  der  Schüler  sich  selbst  solche 
schöne  Figuren  räumlicher  Gebilde  herstellen  kann.  —  Das  Buch  enthält 
nun  ein  ungemein  reiches  Material  an  Lehrsätzen  und  viele  Aufgaben  meist 
constructiyer  Natur  in  wohlgeordneter  planmässiger  Zusammenstellung.   Mag 
nun  Einer  die  Aufgabe  als  das  Ziel  des  mathematischen  Unterrichts  an- 
sehen, so  wird  dieses  Buch  ihn  sicherlich  befriedigen;  die  Lehrsätze,  welche 
zur  Lösung  von  Aufgaben  nothwendig  sind^  sind  als  solche  gekennzeichnet; 
die  so  fruchtbare  Methode  der  Zeichnung  in  einer  Ebene  ist  ebenfalls  her- 
vorgehoben.    Oder,  mag  Einer  die  Lehrsätze  für  den  Unterricht  bevor- 
zugen, so  kann  man  von  keinem  der  hier  gebotenen  Sätze  behaupten,  dass 
er  nicht  wichtig  oder  nicht  interessant  sei.     Femer  kann  der  gesammte 
Uebungsstoff  auch   für  die  descriptive  Geometrie  verwandt  werden.     Die 
Sphärik  mit  dem  zugehörigen  Uebungsmaterial  bereitet  auf*s  Schönste  die 
sphärische  Trigonometrie   vor;   die  Lehre  von  den   Polyedern,  welcher  in 
diesem  Buche   besondere  Aufmerksamkeit  gewidmet  ist,   bildet  eine  gute 
Grundlage  für  die  E^rystallographie.    Interessant  ist  auch  das  Capitel  über 
ITmdrehungskörper.  —  Man  sieht  hieraus,  dass  das  Buch  so  vielseitig  ist, 
dass  es  für  die  Schule  nur  mit  Auswahl  benutzt  werden  kann;  wie  dies 
auch  in  der  Vorrede  hervorgehoben  ist.  —  Bei  einem  so  vorzüglichen  Buche 
bleibt  für  den  Kritiker  kaum  Etwas  übrig;  so  sind  S.  156  die  Ausdrücke 
„Antiprisma,  Ponton,  Sphenisk,  Walm''  etc.  gebraucht,   die  nirgendwo  er- 
klärt werden.  —  Wir  können  unser  ürtheil  kurz  dahin  zusammenfassen: 
Das  Buch  gehört  zu  den  besten  seiner  Art  p^  Schütte 


Anfiuigsgrftnde  der  Zahlen-  und  Banmgrössenlehre.  Im  Auffcrage  der 
ESnigl.  preussischen  General -Inspektionen  der  Artillerie  zum  Ge- 
brauche als  Leitfaden  bei  dem  mathematischen  unterrichte  in  den 
Begimentsschulen  der  Artillerie,  sowie  zur  Benutzung  beim  Selbst- 
unterrichte bearbeitet  von  B.  Foth,  Feuerwerks -Hauptmann.  Mit 
135  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten.  3.  Auflage.  Hannover, 
Verlag  von  Carl  Meyer  (Gustav  Prior).  1888.  284  S.  8«.  Preis 
2  Mk.  40  Pf: 
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Wir  haben  es  hier  mit  einem  Bache  zu  thnn,  welches  mit  grossem 
Fleisse  bearbeitet  und  zusammengestellt  ist  Die  Darstellung  ist  klar  und 
sehr  allgemeinverständlich,  die  Herleitongen  und  Begründungen  auf  Anschau- 
ungen beruhend  und  nicht  abstract  wissenschaftlich.  Diese  Darstellungs- 
weise, sowie  die  Art  und  der  Inhalt  der  gut  gewählten  Aufgaben  deuten 
darauf  hin,  dass  der  Zweck  des  Buches,  für  den  praktischen  Beruf  vorzu- 
bereiten und  der  Benutzung  beim  Selbstunterrichte  zu  dienen,  wohl  erfttllt 
werden  kann. 

Einige  üngenauigkeiten  haben  wir  im  geometrischen  Theile  bemerkt 
§  5  heisst  es:  „bei  der  krummen  Fläche  ist  kein  Theil  gerade*.  Dies  gilt 
offenbar  nur  von  doppelt  gekrümmten  Flächen,  welcher  Begriff,  trotzdem 
er  nicht  erklärt  wird,  doch  §  174  gebraucht  wird.  Das  Zeichen  =U  ftlr 
„parallel"  ist  wohl  kaum  üblich  und  daher  nicht  zu  empfehlen.  Femer 
heisst  es  immer:  von  einem  Punkte  auf  eine  Gerade  ein  Loth  fällen,  in 
einem  Punkte  ein  Loth  errichten«  Da  es  mehrere  nicht  giebt,  würden  wir 
das  Loth  für  entschieden  richtiger  halten,  wenn  auch  der  Sprachgebrauch 
meistens  mit  dem  unbestimmten  ein  sich  begnügt.  Linie  und  Strecke  sind 
nicht  immer  unterschieden  (z.  B.  §  54),  wobei  aber  die  vorige  Entschul- 
digung durchaus  nicht  zutrifft  In  Fig.  58  sind  die  Constructionskreise  gar 
nicht  erkennbar,  wie  wir  überhaupt  manchen  der  Figuren  nicht  viel  Lob 
spenden  kOnnen.  Warum  im  §  128  die  Ecken  eines  Polygons  „  Winkel- 
spitzen **  heissen  und  für  die  Kugel  noch  das  Wort  „Sphära**  eingeführt  ist, 
ist  uns  nicht  klar,  ebenso  wozu  die  Haarspalterei  im  §  177.  Dass  solche 
Dinge  dem  Herrn  Hauptmann  Foth  bekannt  sind,  glauben  wir,  auch  ohne 
dass  er  es  seinen  Schülern  versichert  —  Der  kurze  Anhang  über  Ver- 
messungslehre ist  sehr  hübsch  und  interessant.  p  Sohütts 


Flanimetrisohe  Aufgaben  für  den  Gebrauch  im  Schul-,  Privat-  und  Selbst- 
unterricht bearbeitet  von  Prof.  Dr.  F.  Bbidt,  Oberlehrer  am  Gym- 
nasium zu  Hamm.  Zweiter  Theil.  Aufgaben,  geordnet  nach  Anf- 
lösungsmethoden  und  mit  Anleitung  zur  Behandlung  versehen«  Zweite 
umgearbeitete  Auflage.  Breslau,  Verlag  von  Eduard  Trewendt  1888. 
127  S. 

Was  das  Werkohen  vor  ähnHohen  auszeichnet,  isk  die  Hervorhebung 
dev  Methode  und  die  Anordnung  der  Aufgaben  nach  diesen  Methoden  und 
dem  Grade  ihrer  Schwierigkeit  Es  werden  herangezogen  und  an  Beispielen 
erläutert:  1.  Die  Methode  der  Hilfsfiguren.  Diese  besteht  darin,  dass  man 
aus  den  gegebenen  Stücken  oder  aus  sdchen,  die  auf  eine  bekannte  Weise 
—  durch  Data  —  aus  den  gegebenen  gefanden  werden  können,  ein  Hilfs- 
dreieck  nach  einer  der  Grundaufgaben  constrnirt  2.  Die  Methode  der  geo- 
metrischen Oerter.    3.    Die  der  ähnlichen  Figuren.     4.  Die  Methode  der 
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algebraisehen  Anaijsis.  — -  Das  Buch  schliesst  mit  der  LösDiig  des  Apollo- 
niBchen  Problems.  Schade  ist,  dass  nicht  aach  die  Methoden  der  Parallel- 
verschiebang ,  der  Inversion,  der  Drehung  und  ümlegung  hervorgehoben 
sind.  Darin  steht  das  Beidt'sche  Buch  dem  klassischen  Werke  von  Pe- 
tersen, „Methoden  und  Theorien '^  nach,  übertrifft  dasselbe  jedoch  an  Zahl 
der  Aufgaben,  deren  es  über  1500  hat,  wShrend  Petersen  nur  etwa  400 
aufweist.  Jedoch  könnte  diese  grosse  Zahl  der  oft  einander  sehr  fthnlichen 
Aufgaben  ohne  Schaden  auf  die  wichtigsten  und  interessantesten  reducirt 
werden.     Varianten  kann  Jeder  sich  selber  leicht  herstellen. 

Druck,  Papier,  sowie  die  wenigen  beigegebenen  Figuren  sind  gut. 

F.  Schütte. 


VoTSchule  der  Mathematik  für  österr.  üntergymnasien  und  verwandte  Lehr- 
anstalten.    Von  Job.  Scbram,  Professor  am  Communal-Beal-  und 
Obergymnasium   zu   Mariahilf ,    und  Rud.  Schüssler,    Doctor   der 
Philosophie.     Mit  384  Figuren  in  besonderem  Heft.     Preis  des  Text- 
bandes  geheftet:  1  fl.  30  kr.     Wien  1889,  Alfred  Holder,  k.  k.  Hof- 
und  üniversitäts -Buchhändler.    320  S. 
Der  Inhalt  des  Lehrtextes  ist:  Besondere  Arithmetik,  Allgemeine  Arith- 
metik, Planimetrie,   Stereometrie  (209  S.);   dann  folgen  Uebersichtstafeln 
und  reichlicher  üebungsstoff.    Das  Buch  liefert  dem  Schüler  den  gesammten 
Lehrstoff  wohlgegliedert  und  geordnet  mit  seinen  Erklärungen  und  Lehr- 
sätzen.    Die  Begründung  ist  kurz,   bündig  und  klar.     Den  umstand,  dass 
das  ganze  für  üntergymnasien  erforderliche  Material  in  einem  Lehrbuche 
von  massigem  umfange  in  knapper  Form  dargestellt  ist,  können  wir  nicht 
umhin  als   einen  grossen  Vortheil  für  den  Unterricht  zu  betrachten.     Das 
ganze  OebSude  gewinnt  dadurch  an  Einheitlichkeit.     Nirgends  sind  ferner 
die  Grenzen  des  für  den  ins  Auge  gefassten  Schülerkreis  Erreichbaren  über- 
schritten. 

Der  musterhafte  Druck  erfreut  das  Auge  und  erhöht  die  üebersicht. 
lichkeit  ungemein.  —  Was  die  Vorrede  verspricht,  das  leistet  das  vor- 
liegende Lehrbuch  vollauf.  Auch  die  in  besonderem  Hefte  beigegebenen 
ausgezeichneten  Figuren  entsprechen  dem  Motto ,  das  sie  tragen:   „Figurae 

^«^'^^•"  F.  Schütte. 

lieber  begrenaste  Ableitungen  mit  oomplezem  Zeiger  von  P.  Lindnbr, 
Ojmnasial- Oberlehrer.      Beilage  zum  Programm  des  königl.  Gym- 
nasiums zu  Cöslin.     1890.     [1890.     Programm-Nr.  125.] 
Seit  Leibniz  das  Zeichen  der  Differentiation  höherer  Ordnung  einführte, 
sind  verschiedentlich  Versuche  gemacht  worden,  diesem  Zeichen  einen  Sinn 
beizulegen,  auch  wo  ihm  dem  Ursprünge  nach  ein  solcher  nicht  innewohnen 
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konnte.  Hiess  doch  die  n^  Ableitung,  man  solle  eine  Fnnction  n-mal 
nacheinander  differentiiren,  war  also  doch  damit  verbunden  die  Bedingung, 
dass  n  nur  ganze  positive  Zahl  sein  dürfe,  und  nun  fragte  man  nach  der 
Bedeutung,  wenn  der  „Zeiger"  n  aufhörte,  dieser  Bedingung  zu  genfigen. 
Eine  solche  Frage  zu  beantworten ,  war  nur  unter  einer  Voraussetzung  mög- 
lich: wenn  man  nämlich  die  Definition  der  n*^  Ableitung  anders  ÜEhsste,  so 
dass  bei  ganzem  positivem  n  zwar  der  frühere  Werth  erschien,  aber  auch 
ein  anders  geartetes  n  ohne  inneren  Widerspruch  sich  denken  Hess.  Soleher 
neuen  Definitionen  standen  aber,  wie  die  Erfahrung  gezeigt  hat,  mehrere 
zu  Oebote,  und  Herr  Lindner  hat,  ausgehend  von  der  Ableitung  einer 
Potenzgrösse ,  die  seinige  gebildet.  Er  hat  sie  sogleich  ^begrenzt''  aus- 
gesprochen mit  Rücksicht  darauf,  dass  eine  Ableitung  mit  negativem  Zeiger 
stets  als  Integration  aufgefasst  wurde,  bei  Integralen  aber  eine  Bestimmt- 
heit erst  bei  vorhandenen  Grenzen  sich  ergiebt,  während  Nichts  im  Wege 
steht,  auch  eine  andere  Function  als  ein  Integral  zwischen  gegebenen 
Grenzen  zu  betrachten,  beziehungsweise  die  Werthe  zu  bilden,  welche  die 
Function  durch  Einsetzung  der  Grenzen  erhält,  und  deren  Differenz  zn 
nehmen.  Die  Lindner'sche  Definition  nennt  [^{x  —  a)^f{x)]^  die  ^*^  Ab- 
leitung von  {x—a)^.f{x)y  nach  x  zwischen  a  und  x  genommen,  und  setst 
X  als  eine  complexe  Variable,  a,  a,  g  als  complexe  Constanten;  f  ist  eine 
in  der  Umgebung  von  a  einändrige  Function,  die  Functionalzeichen  17  und  F 
haben  die  von  Gauss  ihnen  beigelegte  Bedeutung.     Alsdann  soll  sein: 

das  Integral  in  positivem,  einmaligem  Umlauf  auf  einer  die  Punkte  x  und  a 
umfassenden  geschlossenen  Curve  innerhalb  des  Gebietes  geführt,  in  dem 

die  Functionen  f{z)   und  Fla+l,  1,  a  +  1— o,  )   eindeutig,  endlich 

und  stetig  sind,  die  Function  F  selbstverständlich  abgesehen  vom  Punkte 
0e=a.  Als  Vorzug  dieser  Begriffsbestimmung  erscheint,  dass  die  von 
früheren  Schriftstellern  angestellten  Versuche  in  ihr  enthalten  sind.  Ob  sie 
fruchtbarer  als  jene  sich  erweisen  wird,  muss  die  Zukunft  zeigen. 

Cantor. 
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Recensionen. 


lieber  Cnryen  ohne  Wendepnnkte.  Habilitationsschrift  von  Dr.  Hbrmann 
Brunn.  München  1889,  bei  Theodor  Ackermann.  74  Seiten  und 
6  Tafeln. 
Der  Verfasser  hat  1887  unter  dem  Titel  },üeber  Ovale  und  Eiflächen^ 
eine  Inaugural- Dissertation  dem  Drucke  übergeben,  mit  deren  allgemeinstem 
Inhalte  wir  unsere  Leser  Bd.  33,  hist.-lit  Abth.  S.  216  bekannt  gemacht 
haben.  Die  gegenwärtig  uns  vorliegende  Habilitationsschrift  knüpft  an  jene 
frühere  Arbeit  an,  allerdings  unter  nicht  vollständig  beibehaltener  unter- 
suchungsweise ,  indem  die  zweite  Abhandlung  weit  mehr  der  Bechnung  sich 
bedient,  welche  in  der  ersten  in  den  Hintergrund  trat.  Andererseits  bleibt 
Gegenstand  und  Methode  so  weit  derselbe,  dass  Herr  Brunn  nicht  seinen 
Ausgangspunkt  von  Cnrven  nimmt,  deren  Gleichung  diese  oder  jene  Gestalt 
besitzt,  sondern  von  solchen,  welche  gleich  wie  die  Ovale  seiner  ersten  Ab- 
handlung ohne  Wendungspunkt  sind,  und  zu  diesen  gehören  ausser  den 
Ovalen  noch  Curven',  welche  beliebig  viele  Schleifen  besitzen  können.  Wende- 
punkt ist  aber  (im  Sinne,  wenn  auch  nicht  mit  den  Worten,  des  Verfassers 
ausgesprochen)  ein  Curvenpunkt,  in  welchem  zwei  zu  einander  parallele 
Berührungslinien  zu  einer  einzigen  zusammenfallen,  so  dass  die  Gesammt- 
anzahl der  unter  einander  parallelen  reellen  Curventangenten  eine  geringere 
wird,  wenn  mindestens  ein  Berührungspunkt  Wendepunkt  der  Curve  ist, 
als  wenn  Solches  nicht  der  Fall  ist.  Als  Gleichung  geschrieben  zeigt  uns 
Herr  Brunn,  dass  Q{q>)^0  eine  Curve  ohne  Wendepunkt  liefert,  wenn 

G{g>)  =  x  ,cosq>  +  y  .  sin q>  +  P{q>)  »cos—i 

wobei  erstlich  angeommen  ist,  dass  P(9>)  eine  eindeutige,  endliche,  stetige 
und  mit  der  Periode  vn  periodische  Function  sei,  zweitens,  dass  P  und 
damit  zugleich  auch  Q  zweimal  differentiirbar  sei.  Die  betreffende  Curve 
ist  nämlich  die  Enveloppe  der  Geraden  G  =  0  bei  veränderlichem  q>.  Die 
Gesammtheit  dieser  Geraden  nennt  der  Verfasser  einen  Strahlenbusch. 
Wenn  Wendepunkte  bei  der  genannten  Erzeugungsart  der  Curven  aus- 
geschlossen sind,  so  verhält  es  sich  keineswegs  so  mit  Spitzen,  und  gerade 

Hi«t.-Ut.  Abthlg.  d.  ZelUohr.  f.  Math,  u,  Phjt.  XXXV,  ö.  ^j.ß.^.^g^  ^^  LjOOQIc 
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die  Anzahl  der  Spitzen  liefert  den  Stoff  zu  eingehender  üntersuchnng.    Eine 

Spitze  tritt  auf,  sofern  ö(g))  =  0,   ^?)  =  0,   ^f  ^  =  0.      Tritt  keine 

dg)  dtp 

Spitze,  noch  vielfacher  Punkt  auf,  so  findet  das  Ovalsein  der  Curve  statt. 
In  einem  zweiten  Capitel  werden  zwei  Strahlenbüsche  als  vorhanden  ge- 
dacht, deren  Gerade  eindeutig  auf  einander  bezogen  werden.  Sind  die 
beiden  Büsche ,  83  und  93'  genannt ,  congruent  und  nur  durch  ihre  Lage  in 
der  Ebene  verschieden,  so  giebt  es  in  der  Ebene  einen  Punkt  p^  um 
welchen  gedreht  S3'  in  93  übergeführt  werden  kann.  Die  von  p  aus  unter 
einem  constanten  Winkel  y  auf  die  Strahlen  T  des  Busches  83  gefüllten  Ge- 
raden treffen  dieselben  in  Fasspunkten ,  deren  Aufeinanderfolge  die  Curve  F 
bildet.  Die  Untersuchung  zeigt  nun,  wann  F  eine  Ovale  wird.  Dieses 
tritt  immer  ein,  wenn  die  Buschcurve  B  des  Busches  93  aus  Punkten  be- 
steht, deren  nächster  anj?  von|>  um  c  entfernt  ist,  während  x^  das  kleinste 

Erümmungsmaass  auf  £  und  Xq^^  ist-.     Das  dritte  Capitel  führt  wieder 

aus  der  Ebene  in  den  Raum  und  fasst  Sätze  über  Ovale  und  Eiflächen  zn- 
sammen.  Das  vieii;e  Capitel  geht  in  ganz  neuer  Weise  zu  Speciellstem  über. 
Die  Ellipse  ist  ja  das  am  genauesten  bekannte  Oval,  das  EUipsoid  die  be- 
kannteste Eifläche.  Welche  Bedingungen  müssen  erfüllt  sein,  damit  diese 
Sonderfölle  erscheinen?  Die  Frage  wird  wie  folgt  beantwortet:  Das  Oval 
ist  Ellipse,  wenn  es  lauter  geradlinige  Durchmesser  besitzt;  die  Eiflfiche  ist 
EUipsoid^  wenn  jeder  ihrer  ebenen  Schnitte  einen  Mittelpunkt  hat«  Endlich 
ein  fünftes  Capitel  setzt  die  geometrischen  Untersuchungen  des  Herrn 
Brunn  zu  einem  von  Herrn  Holder  (Göttinger  Nachr.  1889,  Nr.  2)  her- 
rührenden Mittelwerthsatze  in  Beziehung.  So  in  grösster  Kürze  zusammen- 
gedrängt etwa  der  Inhalt  einer  Abhandlung,  welche  um  so  mehr  verdient 
mit  Aufmerksamkeit  gelesen  zu  werden ,  je  neuer  und  eigenartiger  die  Gegen- 
stände derselben  sind.  Cantob. 

The  high  school  Algebra  Part  II  by  J.  J.  Bibchard  and  W.  J.  Robbbtsoh, 
Toronto  1889,  William  Briggs.     358  pag. 
Wir  haben   Bd.  XXXIII,   hist.-lit.  Abth.    S.  197—198   über  einein 
Neuseeland  gedruckte  Algebra  berichtet.     Der  Druckort  des  uns  beute  vor- 
liegenden Bandes   bringt  uns  nach  Canada,   also  gerade  in  das  Vaterland 
jenes   Seume'schen  Canadiers,   den   wir  damals  redend  einführten,   und  er 
wäre  berechtigt,  auch  heute  wieder  mit  dem  Erzeugnisse  seiner  Heimath  sich 
zu  brüsten.     Dasselbe   stellt  eine  Arithmetik  und  Algebra  für  die  htiheren 
Classen  von  Mittelschulen  dar,  welche  viele  europäische  Bücher  gleicher  Art 
übertrifft.     Wir    möchten    zum    Beweise    einige    Einzelheiten    hervorheben. 
S.  21  sind  homogene  Functionen  definirt  und  der  Satz  F{xU  yt)^trF{x,y) 
ist  ausgesprochen.  Daran  anknüpfend  ist  S.  38  die  Proportion  F(a,  h) :  f[a,  h) 
=F(c,  d) :  /(c,  d)  aus  der  gegebenen  Proportion  a :  &  =  c :  d  abgeleitet  anter 
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der  Voraussetzang ,  dass  F  und  f  ganze  homogene  Fanctionen  derselben 
Dimension  seien.  S.  70  ist  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  bei  Lösung 
der  Aufgabe,  die  Gliederzahl  n  einer  Progression  aus  anderen  gegebenen 
Elementen  zu  finden,  n  auch  negativ  oder  gebrochen  ausfallen  könne,  und 
wie  Solches  zu  verstehen  sei.  S.  86  wird  bewiesen,  dass  Wm«r"  =  0  bei 
r<l,  »  =  00.    Der  Beweis  ist  etwa  folgender.    Wegen  r  <\  ist  1  — r>0 

und   setzt   man   »>i >    so   ist  —  <1  — r,   ( 1  +  -)  r^wKC*  1.     Aus 

l  — r      .  X  \       x/ 

(l^-l)r  =  mfolgtaber(l  +  ?)r2<w^(l  +  ^)l^<w^...(l  +  ^)r"<w^ 

(a?  +  n)r"<a; .  w",  nr^<x  ,  m".  Aber  x  ist  eine  bestimmte  Grösse,  m"  ver- 
schwindet (wie  S.  14  allerdings  ungenügend  bewiesen  ist)  bei  m  <  1  und 
«  =  Qo,  mithin  convergirt  nr^  gegen  0.  S.  138  ist  unter  ganzzahliger  An- 
nahme von«  gezeigt,  dass  von  den  beiden  Gleichungen  P a  +  yb  =  x  +  j/y^ 
Ka  —  }/h  =  x^yy  die  eine  eine  Folge  der  anderen  ist.  Im  XL  Capitel 
(S.  144 — 163)  sind  die  complexen  Grössen  geometrisch  in  bekannter  Weise 
versinnlicht,  und  es  werden  dabei  die  wichtigsten  Eigenschaften  der  dritten 
und  vierten  Einheitswurzeln  abgeleitet  und  zur  Lösung  interessanter  Auf- 
gaben benutzt.  S.  169  ist  aus  der  Identität  {a  +  h  +  c){a  +  h  —  c)(a  —  b  +  c) 
X(-a  +  &+c)  =  2(a«5«+6V+c2a«)-(a^+fe*+c*)  die  Folgerung  ge- 
zogen y  es  werde  dieser  Ausdruck  rational  sein  müssen,  auch  wenn  a,  &,  c 
sSmmtlich  Quadratwurzeln  sind.  Daraus  wird  dann  S.  179 — 180  weiter  ge- 
folgert, das  Product  der  vier  Factoren  verschwinde,  wenn  irgend  einer  zu 
Null  werde,  die  Rationalisirung  einer  Quadratwurzeln  enthaltenden  Gleichung 
könne  deshalb  Wurzeln  liefern ,  welche  der  ursprünglichen  Gleichung  nicht  ge- 
nügen; so  folgt  aus  l/2x  +  ii  -  j/öx  +  l=  7  zunächst  9x^  -  698a;  +  2013  =  0 

fi71 
und  daraus  a?|  =  3,  x^=^-^  und  beide  Werthe  erfüllen  nicht  die  anfäng- 
liche Gleichung.  Das  XV.  Capitel  (S.  213  — 217)  iat  den  quadratischen 
Formen  (Quadititics)  gewidmet  und  bis  zur  Darstellung  der  Bedingung  für 
das  Zerfallen  eines  Kegelschnittes  in  zwei  Gerade  durchgeführt,  natürlich 
ohne  dass  diese  geometrische  Bedeutung  der  Aufgabe  ausgesprochen  wäre. 
Wir  denken,  diese  kleine  Auswahl  bemerkenswerther  Dinge  werde  genügen, 
unsere  Bezeichnung  des  vorliegenden  Werkes  als  eines  solchen,  das  viele 
ahnlicben  Inhaltes  übertrifft,  wohl  zu  rechtfertigen.  Cantor. 

Tafeln  der  Hyperbelfanctionen  und  der  Ereisfunctionen  nebst  einem  An- 
hange, enthaltend  die  Theorie  der  Hyperbelfanctionen,  von  Dr.W. Li- 
GOwSKi,  Professor  an  der  kaiserlichen  Marine -Akademie  und  -Schule 
in  Kiel.  Berlin  1890,  Verlag  von  Ernst  &  Korn  (Wilhelm  Ernst). 
XXIV,  104  S. 
Die    Tafeln,     welche    Herr    W.    Ligowski,     theilweise    auch    Herr 

H.  Zimmermann,    berechnet   hat,    sind   folgende:    Zuerst   sind    zu   den    ^ 
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Zahlen  i|;  die  Logarithmen  der  Hyperbelfanctionen  @tn,  €od,  Xg  angegeben, 
und  zwar  in  dem  Bereiche  i^  =  0  bis  ^^6  unter  gleichzeitiger  Angabe 
des  sogenannten  transcendenten  Winkels  q> ,  welcher  durch  die  Gleichungen 

mit  tf;  in  Verbindung  steht.  Dieser  transcendente  Winkel  q>  ist  in  Graden, 
Minuten  und  Secunden  angegeben.  Von  i/;==6  bis  i/;  =  12  fehlt  die  An- 
gabe des  transcendenten  Winkels,  dagegen  ist  im  Anhange  (S.  99)  eine 
Formel  nachgewiesen ,  welche  bei  ^  ^  6  den  Winkel  g>  in  mehr  als  vier 
Decimalstellen  einer  Winkelsecunde  genau  berechnen  lehrt.  Eine  auf  S.  52 
beginnende  Tafel  giebt  von  n  =  l  bis  n  =  100  die  n- fachen  Werthe  des 
briggischen  Logarithmus  von  e  und  des  natürlichen  Logarithmus  von  10  je- 
weils auf  zehn  Decimalstellen.  Eine  Umwandlungstafel  der  Zahlen  ^,  so- 
fern sie  unterhalb  1  liegen,  in  Grade  u.  s.  w.  fehlt  auch  nicht.  Endlich 
sind  für  1/;  =  0  bis  t^  «=2  die  Werthe  von  ©irtTj;,  ßoÄtf;,  sintp^  cos^  gemein- 
schaftlich geordnet,  und  von  t(/  =  2  bis  1^  =  8  die  von  @tn^  und  6c^4^ 
vorhanden.  Bei  grossem  tf;  hat  man ,  wie  schon  bemerkt  ist ,  das  zugehörige  (p 
zu  berechnen  und  irgend  eine  Tafel  der  Kreisfunctionen  von  q>  zu  benutzen. 
Ein  Hauptgewicht  ist  bei  allen  Tabellenwerken  auf  deren  Interpolation  zn 
legen ;  diese  wird  darum  in  der  Einleitung  schon  S.  XVII  für  @in  und  6od, 
S.  XIX  für  sin  und  cos  gelehrt.  Die  umgekehrte  Aufgabe ,  beim  Aufsuchen 
des  Tf;  aus  gegebenen  Hyperbelfunctionen  von  ^  die  Tafel  zu  interpoliren, 
ist  im  Anhange  (S.  91)  behandelt.  Leider  sind  sehr  verschiedene  An- 
weisungen erforderlich,  je  nachdem  kleine  oder  grosse  Werthe  von  ^  in 
Frage  stehen.  Cantob. 

Der  Brocard'sche  Winkel  von  Oberlehrer  Professor  Wilhblm  Fuhrmann. 
Programmbeilage  des  königl.  Realgymnasiums  auf  der  Burg  zu  Königs- 
berg  in   Pr.     [1889.     Progr.  Nr.  19.]      Königsberg  in   Pr.    1889, 
Hartung'sche  Buchdruckerei.     28  S. 
In  diesem  Bande,  hist.-lit.  Abth.  S.  34  haben  wir  über  ein  Programm  von 
Herrn  Emmerich  berichtet,   welches  vorwiegend  mit  der  Geschichte  der 
nunmehr  74  Jahre  alten  Untersuchungen  über  gewisse  Punkte  und  Winkel 
im    ebenen    Dreiecke    sich    beschäftigt.     Herrn    Fuhrmann 's    Programm- 
abhandlung  widmet  dieser  Geschichte  gleichfalls  einige  Aufmerksamkeit,  aber 
ihr  eigentlicher  Zweck  ist  doch  ein  anderer,  der  der  Veröffentlichung  einer 
Anzahl  neuer  Sätze  aus  der  neuesten  Dreieckslehre,  an  deren  Ausbau  Herr 
Fuhrmann   schon   früher ;    wie   übrigens   Herr   Emmerich   und   andere 
deutsche  Geometer  nicht  minder ,  mitgearbeitet  hat.     Die  nach  kurzen  Vor- 
bemerkungen  entwickelten  Sätze   gliedern    sich   in  vier   Gruppen:    A.  Die 
Grösse  des  Brocard'schen  Winkels  und  einige  sich  daran  schliessende  Auf- 

Digitized  by  LjOOQIC 


Recensionen.  205 


gaben;  B.  Der  Brocard'sche  Winkel  in  Bezug  auf  die  Winkel,  welche 
die  Schwerlinien  mit  einander  und  mit  den  anstossenden  Dreiecksseiten 
bilden;  C.  Eigenschaften  einiger  Winkel,  die  vom  Brocar duschen  Winkel 
abhängig  sind;  D.  Zusammenhang  von  drei  besonderen,  einem  Kreise  ein- 
gezeichneten Dreiecken  und  die  Bestimmung  der  Brennpunkte  der  Ellipse, 
welche  die  Seiten  eines  Dreieckes  in  den  Mittelpunkten  berührt.  Es  dürfte 
schwierig  sein,  aus  den  zahlreichen,  im  engsten  Zusammenhange  mit  ein- 
einander  stehenden  Lehrsätzen  einzelne  hervorzuheben.  Der  Zusammenhang 
ist  eben  ein  so  inniger,  dass  schon  die  Aussprache  irgend  eines  Satzes  die 
Eenntniss  der  ihm  vorhergehenden  voraussetzen  muss.  Die  Beweismittel, 
deren  Herr  Fuhrmann  sich  bedient  hat,  sind  wesentlich  trigonometrischer 
Natur,  wie  ja  auch  die  Grandgleichung  für  den  Brocard 'sehen  Winkel 
sin  (a  —  ©) .  sin  [ß  —  S)  .  sin  (y  —  0)  =  sin  9^  dieser  Gattung  angehört.. 

Cantor. 


Oetchiohte  der  Atomistik  vom  Mittelalter  bis  Newton,  von  Kurd  Lass- 
witz. IL  Band.  Höhepunkt  und  Verfall  der  Korpuskular- 
theorie des  siebzehnten  Jahrhunderts.  Hamburg  und  Leipzig 
1890,  Verlag  von  Leopold  Voss.    VIII,  609  S. 

Die  allgemeine  Würdigung,  welche  wir  bei  Besprechung  des  I.  Bandes 
der  Geschichte  der  Atomistik  (S.  175  —  179)  geäussert  haben,  behält  auch 
heute  ihre  volle  Giltigkeit  und  enthebt  uns  der  Pflicht,  das  dort  Gesagte 
zu  wiederholen.  Wir  können  daher  uns  wesentlich  kürzer  fassen  und  uns 
darauf  beschränken,  über  den  Inhalt  des  II.  Bandes,  welcher  dem  I.  un- 
gemein rasch  nachfolgte,  auszugsweise  zu  berichten.  Drei  Bücher,  je  in 
6,  6,  7  Abschnitte  zerfallend,  sind  hier  unterschieden.  Das  dritte  Buch 
behandelt  den  philosophischen  Ausbau  der  Korpuskulartheorie, 
das  vierte  die  naturwissenschaftliche  Vollendung  der  Korpus- 
kulartheorie, das  fünfte  denüebergang  zur  dynamischenTheorie 
der  Materie. 

Das  dritte  Buch  ist  hauptsächlich  vier  Männern  gewidmet:  Galilei, 
Descartes,  Gassendi,  Hobbes.  Die  Lehre  von  der  Bewegung  entsteht. 
Deren  Gesetze  vermögen  aber  in  der  Hand  Galilei^s  einen  Einblick  in  die 
Erscheinungen,  welche  man  unter  dem  Namen  der  Flüssigkeit  zusammen- 
fasst,  nicht  zu  gewähren.  Descartes  setzt  auch  den  flüssigen  Körper  aus 
starren  materiellen  Theilchen  zusammen,  und  einen  ähnlichen  Versuch  macht 
Gassendi.  Der  wesentliche  unterschied  beider  Anschauungen  beruht  auf 
dem  Vacuum,  welches  Descartes  ausschliesst,  Gassendi  nicht  entbehren 
kann.  Hobbes  sucht  der  Schwierigkeit  dadurch  Herr  zu  werden,  dass  er 
von  flüssigen  Theilchen  ausgeht  und  aus  ihnen  das  Starre  ableitet.  Neben 
diesen  Entwickelungen ,  welche  dem  Verfasser  mit  Recht  am  wichtigsten  er- 
scheinen, sind  aber  in  diesem  Buche  zahlreiche  Dinge  besprochen,  welche 
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dem  Beferenten  fast  iDteressanter  waren ;  insbesondere  meinen  wir  diejenigen 
Galilei 'sehen  Stellen,  welche  zur  Lehre  von  den  Indivisibilien  in  unzweifel- 
haft naher  Beziehung   stehen,     üeber  Descartes  werden  wir  mit  Herrn 
Lasswitz    uns   nicht   leicht    einigen,    dazu   geht    unsere   Auffassung   der 
ganzen  Persönlichkeit  zu  weit  auseinander.     Nicht  als  ob  wir  Descartes, 
den  Mathematiker,  gering  sch&tzten,   gewiss  nicht.     Unsere  Bewunderung 
seiner  Leistungen   ist  derjenigen,   welche  Herr  Lasswitz  ftir  den  Philo- 
sophen und  Physiker  Descartes  hegt,  mindestens  gleich.    Nur  der  Mensch 
Descartes  erscheint  uns  in  sehr  anderem  Lichte,  und  dem  entsprechend  hat 
seine  Verschweigung  gewisser  Namen  für  uns  auch  eine  ganz  andere  Bedeutung. 
Im  vierten  Buche  treten  die  MKnner  auf,  welche  theils  durch  Entdeck- 
ung neuer  naturwissenschaftlicher  Thatsachen ,  theils  durch  mehr  oder  weniger 
kühne,  mehr  oder  weniger  gelungene  Erklärungsversuche  ganz  neue  Gebiete, 
zuerst  in  der  Chemie,  dann  in  der  Physik,  erschlossen.    Jungius,  Boyle, 
von  Gnericke,   Borelli,  Hooke,   Huygens  sind  die  Namen,  welche 
einzelne  Abschnitte  zu  behandeln   haben.     Nicht  Alle  sind  sie  als  eigent- 
liche Korpuskulartheoretiker  zu  bezeichnen ,  insofern  ihr  Bestreben  nicht  ge- 
rade darauf  gerichtet  war,  die  innerste  Struktur  der  Körperwelt  zu  ent- 
hüllen.    Aber  was  ihnen  nicht  Zweck  war,  musste  einfach  Mittel  sein.    Es 
war,  wenn  wir  nur  die  Bedeutung  des  letzten  in  diesem  Buche  geschilderten 
Gelehrten  andeuten  wollen,  für  Huygens  ganz  unmöglich,  die XTndulations- 
lehre  des  Lichtes  aufzustellen ,  ohne  in  Untersuchungen  darüber  einzutreten, 
wie  der  Aether,  dessen  Schwingungen  in  unserem  Auge  als  Liehet  erscheinen, 
seine  Verbreitung  besitze,  wie  andererseits  die  Körper  gebaut  seien,  durch 
welche  hindurch  jene  Schwingungen  sich  fortsetzen.    Ein  lockeres  Gefttge 
kleiner  Korpuskeln,  zwischen  denen  die  beweglichen  Theilchen  des  Licht- 
äthers  zu  kreisen  vermögen,  und   die  selbst  zusammengehalten  sind  durch 
eine  Materie,  deren  Feinheit  zwischen  der  des  Aethers  und  der  eigentlichen 
Körpertheile  liegt,  das  ist  die  Körperwelt,  wie  Huygens  sie  auffasste. 

Das  fünfte  Buch  endlich  gehört  Lei bniz  und  Newton  an,  beide  dadurch 
beföhigt,  weit  über  ihre  Vorgänger  hinauszueilen,  dass  sie  die  Mittel  mathe- 
matischer Variabilitätsuntersuchung,  welche  das  XVII.  Jahrhundert  in  all- 
mäliger  Geistesarbeit  geschaffen  hatte,  zu  einheitlichen  Werkzeugen  um- 
bildeten, mit  denen  auch  der  geringer  Veranlagte  Grosses  zu  leisten  im 
Stande  war«  Inwieweit  allerdings  in  dem  Geistesleben  der  beiden  Mftnner, 
und  insbesondere  Leibnizens,  zuerst  die  mathematischen  Vorstellungen 
oder  vor  ihnen  die  philosophisch -physikalischen  sich  bildeten,  ob  ein  gegen- 
seitiges Befruchten  stattgefunden,  darüber  wird  kaum  volle  Gewissheit  so 
erlangen  sein.  Auch  wirft  Herr  Lasswitz  diese  Frage  nicht  auf,  deren 
Beantwortung  wir  schon  deshalb  nicht  von  ihm  erwarten  dürfen.  Das 
fünfte  Buch  entbehrt  dadurch  bis  zu  einem  gewissen  Grade  für  den  Mathe- 
matiker des  fesselnden  Interesses,  während  es  dem  Philosophen  leicht  als 
Gipfelpunkt  des  ganzen  Werkes  erscheinen  mag.  Cantob. 
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Sie  Oesohichte  der  Physik '  in  ihren  Grundzttgen ,  mit  synchronistischen 
Tabellen  der  Mathematik,  der  Chemie  und  beschreibenden  Natur- 
wissenschaften, sowie  der  allgemeinen  Geschichte,  von  Dr.  Ferd. 
RoSEMBERGER.  Dritter  Theil.  Geschichte  der  Physik  in  den  letzten 
hundert  Jahren.  Braunschweig,  Druck  und  Verlag  von  Friedrich 
Vieweg  &  Sohn.  1887—1890.  XIII,  827  S. 
Mit  diesem  an  Stärke  die  beiden  vorhergehenden  ttbentigenden  Bande, 
der  selbst  wieder  in  zwei  Unterabtheilungen  zerfällt ,  ist  das  Werk  zum  Ab- 
schlüsse gebracht,  über  welches  wir  schon  zweimal  in  dieser  Zeitschrift 
(bisi-lit.  Abth.,  28.  Band  S.  14  flg.;  31.  Band  S.  144 flg.)  uns  auszusprechen 
hatten.  Was  wir  über  den  zweiten  Theil  im  Verhältniss  zum  ersten  sagten, 
das  gilt  jetzt  noch  mehr  für  den  dritten  gegenüber  dem  zweiten:  je  mehr 
sich  die  Darstellung  der  neueren  und  neuesten  Zeit  nähert,  je  mehr  dem 
Verfasser  Gelegenheit  gegeben  ist,  aus  dem  eigenen  Anschauungskreise 
heraas  die  Dinge  zu  beurtheilen,  ohne  sich  in  einen  ihm  wenigstens  theil- 
weise  fremden  versetzen  zu  müssen,  desto  höher  steigt  der  Werth  des 
Buches.  Dieser  Schlussband  ist  in  der  Tbat  eine  höchst  lesenswerthe,  ge- 
echickte  Zusammenfassung  der  Probleme,  mit  welchen  sich  die  Physik  im 
Verlaufe  des  letzten  Jahrhunderts  beschäftigt,  durch  deren  Lösung  oder 
wenigstens  durch  deren  allseitige  Behandlung  sie  den  hohen  Standpunkt  er- 
reicht hat,  auf  welchem  sie  sich  gegenwärtig  befindet.  Wenn  der  Verfasser 
es  in  der  Vorrede  bedauert,  dass  ihm  angesichts  der  ungeheuren  Stofffülle 
und  bei  der  begreiflichen  Schwierigkeit,  sich  die  nöthigen  Nachweisungen 
zu  verschaffen,  die  frühere  Berücksichtigung  des  biographischen  Elementes 
nicht  mehr  möglich  gewesen  sei,  so  erblicken  wir  darin  eher  einen  Vor- 
ais Nachtheil ,  denn  so  war  von  vornherein  die  Gefahr  vermieden ,  dass  aus 
der  Geschichte  der  Physik  eine  Geschichte  der  Physiker  wurde.  Auch  da- 
mit sind  wir  einverstanden,  dass  die  synchronistischen  üebersichten  in  Weg- 
fall kamen,  denn  der  Band  ist  ohnehin  schon  stark  und  wäre  im  anderen 
Falle  unübersehbar  geworden. 

Eine  genaue  Inhaltsaugabe  verbietet  sich  bei  einem  Werke  von  der 
Art  des  vorliegenden  von  selbst;  es  genüge  zu  sagen,  dass  den  einzelnen 
Zweigen  der  Naturlehre  eine  gleichmässige  Behandlung  zu  Theil  wurde,  und 
dass  durch  die  steten  Quellencitate  das  Buch  auch  als  Repertorium  und 
Nachschlagewerk  brauchbar  gemacht  ist.  Nicht  minder  wird  man  sich  seiner 
als  einer  Einleitung  in  die  moderne  Physik  überhaupt  bedienen  können,  da 
viele  Gegenstände,  wie  die  mechanische  Wärmetheorie,  Elektromagnetismus 
und  Induction,  das  Wesen  der  neueren  Maasssysteme  u.  s.  w.  gewiss  viel 
verständlicher  und  durchsichtiger  werden ,  wenn  man  sieht,  wie  sich  stufen- 
weise Erkenntniss  an  Erkenntniss  reiht,  als  wenn  man  blos  eine  dogmatische 
Begründung  der  betreffenden  Lebren  giebt.  Dass  der  Verfasser  die  Geo- 
physik, die  Anwendung  physikalischer  Sätze  auf  das  Studium  terrestrischer 
Erscheinungen   fast   ganz  vernachlässigen   musste,  war  ihm  laut  Vorwort 
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besonders  schmerzlich,  doch  ist  auch  nach  dieser  Seite  hin  mancherlei  auf- 
genommen, und  zumal  hinsichtlich  der  yon   der  Erdumdrehung  bewirkten 
Richtungsablenkungen  bewegter  Körper  theilt  der  Verfasser  zahbreiche  Noüzen 
aus   der  Fachliteratur    mit,    von  denen   einzelne  dem  Referenten,   welcher 
gerade  auf  diesem  Gebiete  ziemlich  orientirt  zu  sein  glaubt,  y5llig  neu  ge- 
wesen sind,     üeber  Mangel  an  Vollständigkeit,   über  Weglassung  wichtiger 
Materien  wird  man  also   im  Allgemeinen  keine  Klage  führen  können,  ob- 
wohl es  sich  von  selbst  versteht,   dass   der  einzelne  Leser  gelegentlich  ein- 
mal eine  Lücke  empfindet.     So  ist  z.  B.  zwar  die  neuere  Atomistik,  nament- 
lich auch  die  Lehre  vom  Stosse  des  Aethers   und  die  kriticistische  Reform 
von  Lasswitz  mit  inbegriffen,  gebührend  zur  Geltung  gekommen,  aber  die 
von  Bravais  angebahnte,  von   Sohncke  so  elegant  begründete  Theorie 
der  Krystallstructur  ist  unerwähnt  geblieben,   und  bei  der  Erörterung  der 
photometrischen  Methoden  ist  davon  Nichts  bemerkt,  dass  das  ehemaU  föx 
normativ  gehaltene  Lambert 'sehe  Gesetz  der  Lichtstärkemessung,  insonder- 
heit auf  die  wohlbegrOndeten   Einwürfe  Seeliger^s  hin,   so  gut  wie   als 
aufgegeben   zu   betrachten  ist.     Dergleichen   kleinere  Wahrnehmungen  wird 
jeder    eine    mehr    specialistische    Richtung   verfolgende    Leser    des    Bandes 
machen  können,   allein  das  kann  der  Thatsache  keinen  Eintrag  thun,   dass 
mit  diesem  das   ganze,  vielfach   verdienstliche    und   äusserlich   schön    aus- 
gestattete Geschichtswerk  zu  einem  würdigen  Ende  gebracht  ward. 

München.  Dr.  S.  Günther. 


lieber  die  geographisch  widitigsten  Kartenprojectionen,  insbesondere  die 
zenitalen  Entwürfe ,  nebst  Tafeln  zur  Verwandlung  von  geographischen 
Coordinaten  in  azimutale.    Von  E.  Hammer,  Professor  am  königl. 
Polytechnikum   in    Stuttgart     Mit  8  Figuren   im   Text,   23  Seiten 
Zahlentafeln    und    4  lithographirten    Beilagen.       Stuttgart,    J.    B. 
Metzler'scher  Verlag.     1889.     XII,  148  S. 
Durch  seine  gelungene  und  in  wesentlichen  Punkten  die  Vorlage  Ter- 
vollkommnende  Bearbeitung  des  Tissot 'sehen  Fundamentalwerkes,   sowie 
durch  mehrere  kleinere  Specialarbeiten  hat  sich  Herr  Hammer  auf  dem 
Gebiete  der  theoretischen  Kartographie  einen  guten  Namen  gemacht,  und 
die  gegenwärtige  Schrift  ist  sehr  dazu  angethan,  die  Verdienste  des  Autors 
um  dieses  schwierige  Grenzgebiet,  das  von  Mathematikern  und  Geographen 
nur  selten  mit  wirklicher  Lust  und  Hingabe  bebaut  wird ,  noch  zu  erhöhen. 
Zwei  Punkte  sind  es  besonders ,  welche  bei  der  Besprechung  hervorgehoben 
zu  werden  verdienen.    Nach   der  systematischen  Seite  hin  wollte  der  Ver- 
fasser   Kritik    an    der   vielfach    recht   wenig    geordneten    Eintheilung    und 
Terminologie  der  einzelnen  Projectionsmethoden  üben ,  und  das  ist  ihm  denn 
auch  sehr  gut  gelungen.    Wer,  wie  Referent,  selbst  mit  diesen  Dingen  sich 
viel  beschäftigt  hat,  ohne  denselben  jedoch  ausschliesslich  seine  Aufinerksam- 
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keit  zuwenden  zu  können ;  der  weiss  nur  zu  gut,  wie  schwer  es   ist,   sich 
in  dem  Wirrsale  zurecht  zu  finden;  weder   die   geometrischen  Bedingungen 
jeder  einzelnen  Abbildung  sind  vollständig  klar  gestellt,    noch  hat  auch  in 
der    Bezeichnung   nach    den  Urhebern    der    einzelnen    Methoden   üeberein- 
Stimmung  geherrscht,  so  dass  z.B.  die  Bonne'sche,  die  Sanson'sche,  die 
Flamsteed'sche  Manier  immer  wieder  durcheinander  gebracht  wurden.    In 
vielen  früheren  Darstellungen  verschiedener  Autoren ,  nicht  zum  Wenigsten 
auch  in  den  vom  Unterzeichneten  ftir  Herrn  Wagner 's  „Geogr.  Jahrbuch  ** 
gelieferten  fortlaufenden  Berichten ,   hat  demgemäss  der  Verfasser  derartige 
Missverständnisse  und  Unbestimmtheiten  zahlreich  aufgedeckt,  die  denn  auch 
ehemals,  wie  die  Dinge  lagen,   kanm   zu  vermeiden  waren,  und  zu   deren 
Abstellung  es  eben  eines  Mannes  bedurfte,  der  sein  ganzes  Augenmerk  auf 
eine  solche  Reformarbeit  richtete.     Nach  der  anderen  Seite  hin   bringt  der 
Verfasser  consequent  die  Tisso tischen   Kriterien   zur  Anwendung,  welche 
bekanntlich  zum  ersten  Male  Dasjenige,  was  man  „Verzerrung  der  karte'' 
nennt,  und  was  bei  dem  üebergange  von  einer  nicht  abwickelbaren  Fläche 
zur  Ebene  nothwendig  sich  ergeben  muss,  durch  scharfe,  eindeutige,  mathe- 
matische Ausdrücke  darzustellen  gestatten.     So  wird  hauptsächlich  die  azi> 
mutale  Abbildung  in  ihr  Becht  eingesetzt,  bei  welcher  ein  beliebiger  Punkt 
der  Erdoberfläche  zum  Kartenmittelpunkte  genommen  wird,  während  die  in 
diesem  und  seinem  Antipodenpunkte  zusammenlaufenden  Hauptkreise  sich 
in  ein  Strahlenbüschel,   die  um   den   Punkt  als   Mittelpunkt  beschriebenen 
kleinen  Kugelkreise   sich   in  eine   Schaar  ebener  concentrischer  Kreise  ver- 
wandeln.    Diese   azimutalen   Entwürfe  begünstigt  der  Verfasser,   wie  dies 
eben  durch  die  Tissot 'scheu  Formeln  vorgeschrieben  ist,  und  theilt  Tafeln 
mit,  welche   dem  praktischen   Kartenzeichner  deren  Anwendung  wesentlich 
erleichtem;   auch   giebt  er  gleich  die  fertigen  azimutalen  Netze  für  Asien, 
sowie,    unter   der  Voraussetzung,    dass   die   azimutale  Abbildung   ihre   als 
conisch    und   als    cylindrisch    bekannten    Special  formen   angenommen   habe, 
fttr  das  englische  Colonialreich  auf  der  östlichen  Halbkugel   und  für  Süd- 
amerika. 

Da  der  Unterzeichnete  ein  sehr  ausführliches  Referat  über  das  Ham- 
mer'scbe  Buch  in  seinen  oben  erwähnten  Jahresberichten  gegeben  hat,  so 
glaubt  er  sich  an  diesem  Orte  kürzer  fassen  zu  sollen.  Von  besonderen 
Eigentbümlichkeiten  nennt  er  noch  die  stete  Berücksichtigung  des  geschicht- 
lichen Elementes,  wie  sie  ja  freilich  durch  den  angestrebten  Zweck  ge- 
bieterisch gefordert  wird;  dabei  ergab  sich  manche  nicht  oder  doch  so  gut 
wie  nicht  bekannte  Thatsache,  wie  z.  B.  die,  dass  die  Ausdehnung  der  ge- 
wöhnlich nach  Soldner  benannten  Manier  auf  schiefe  Winkel  (mit  dem 
Aeqnator)  ein  gewisser  von  Teztor  schon  im  Jahre  1808  angegeben  hat. 
Sehr  einschneidend  ist  die  Kritik  der  perspectivischen  Abbildungen  gehalten, 
von  denen  Hammer  die  sogenannten  externen  als  wenig  nützlich  zurückweist, 
während  er  natürlich  die  stereographische  wegen  ihrer  Winkeltreue  und  die 
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gnomonisebe  wegen  ihrer  Bedeutuiig  für  die  orthodromischen  Karten  der 
Nautik  anerkennt.  Darin  jedoch  (S.  60) ,  dass  dem  Lernenden  das  Wesen 
jeder  einfachen  azimutalen  Abbildung  ebenso  leicht  wie  das  einer  perspec- 
tivischen  Abbildung  zum  Verständniss  gebracht  werden  könne,  stimmen  wir 
dem  Verfasser  nicht  ganz  bei,  denn  der  nächstliegende  Gedanke  znmal  fOr 
den  ans  dem  geometrischen  Unterrichte  kommenden  Schüler  scheint  nns 
doch  der  der  optisch  -  geradlinigen  Uebertragung  des  Originalpunktes  auf  die 
Bildebene  zu  sein.  —  Die  Ausstattung  des  Buches  ist,  namentlich  auch  in 
Ansehung  des  klaren,  angenehmen  Druckes,  eine  sehr  gute  zu  nennen. 
München.  Dr.  S.  Gönthbb. 


Die  blaue  Farbe  des  Himmels.   Vortrag,  gehalten   den   15.  Januar  1890 
von  Dr.  J.  M.  Pbrnter.    Wien,  1890.     Commissionsverlag  von  £d. 
Hölzel.     23  S. 
Der  vorliegende  Vortrag  bildet  einen  Besiandtheil  jener   langjährigen 
Beihe  von  Vorträgen,   welche  der  Wiener  „Verein  zur  Verbreitung  nator- 
wissenschaftlicher  Kenntnisse'^  über  wichtige  Fragen  aus  allen  Gebieten  von 
berufenen  Gelehrten  halten  lässt.    Diesmal  ist  es  ein  altes,  schwieriges  Pro- 
blem der  meteorologischen   Optik,  um  welches  es  sich    handelt,    und  das 
wohl  jeden  denkenden  Menschen,  der  nicht  für  die  Natur  und  ihre  Ein- 
drücke  gänzlich  abgestumpft  ist,    interessireu  rouss.     Geschrieben  ist  seit 
bald  vierhundert  Jahren  schon  viel  über  die  Sache  worden ,  allein  vollständig 
geklärt  ist  noch  heute  dieselbe  nicht;  und  erst  in  neuerer  Zeit  ist  ein  recht 
ernster  Anfang  zur  wirklichen  Erforschung  des  Grundes  der  gewöhnlichen 
Himmelsförbung  gemacht  worden.     Den  Beigen  eröffnete  der  geniale  Lic- 
nardo  daVinci,  dem  zufolge  überhaupt  hell  vor  dunkel  die  Empfindung 
blau  im  Auge  hervorrufen  sollte  —  eine  Auffassung,  die  später  von  Goethe 
wieder  hervorgesucht  wurde.    Dieselbe  hat  in  der  That  eine  richtige  Grund- 
lage, allein  der  Irrthum  ist  ebenfalls  insofern  sehr  mit  im  Spiele,  als  hier 
die  Farbe  des  Himmels  für  eine  rein  subjective  Erscheinung  gehalten  wird. 
Dieser  Ansicht  pflichteten   freilich  auch  wirkliche  Physiker  bei;    Muncke 
stellt    das    Himmelsblau    in    eine    Linie    mit   den    bekannten,    zuerst  von 
Zschokke  näher  untersuchten  blauen  Schattensäumen,  und  N ich ols  sucht 
auf  Grund  der  physiologischen  Optik  den  Seh  •  und  Perceptionsvorgang  da- 
hin zu  deuten ,  dass  die  für  Roth  und  Grün  empfindlichen  Nervenfasern  der 
Netzhaut  von  dem   schwachen,   diffusen  Himmelslichte  nicht  berührt,  dass 
vielmehr  nur  die  auf  Violett  abgestimmten  Organe  durch  jenes  in  Action 
versetzt  werden.     Mit  dieser  Lehre  von  der  ausschliesslichen  Thätigkeit  des 
Auges  muss,  nachdem  Pickering  seinen  entscheidenden  Gegenversuch  an- 
gestellt bat,  ein-  für  allemal  gebrochen  werden;  das  Himmelsgewölbe  wirft 
objectiv   blaues  Licht   zurück,    und  es  bleibt  zu  ermitteln,   was  ans  den 
Strahlen  von  anderer  Wellenlänge  geworden  ist.   Dass  die  Luft  oder  einzelne 
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ihrer  Bestandtheile  von  Natnr  aus  blau  seien,  ist  nicht  anzunehmen,  und 
ebenso  gebriebt  es  an  jedem  Beweise  für  die  erst  jüngst  wiederholt  auf- 
getauchte Behauptung,  dass  unsere  Atmosphäre  blau  fluorescire.  Als  eine 
Interferenzfarbe,  als  „Blau  der  ersten  Ordnung^  dachte  sich  Newton  die 
Farbe  des  Firmamentes,  und  seine  Anschauung  ist,  allerdings  in  der  ihr 
von  Clansius  ertheilten  Vervollkommnung,  heute  noch  die  herrschende, 
von  den  Lehrbüchern  —  auch  in  verschiedenen  Schriften  des  Bericht- 
erstatters —  fast  einhellig  angenommene.  Allein  durch  neuere  Unter- 
suchungen von  Brücke  und  Lord  Bayleigb,  für  deren  weitere  Verbreitung 
man  dem  Verfasser  Dank  schuldet,  Untersuchungen,  durch  welche  Ooethe's 
unbestimmte  Vorstellungen  von  der  Wirkung  sogenannter  trüber  Medien  eine 
wirklich  wissenschaftliche  Gestaltung  erfahren  haben,  ist  constatirt,  dass 
die  in  der  Luft  schwebenden  Partikelchen  zu  klein  sind,  um  auf  sie  die 
üblichen  Begriffe  von  Lichtzerstreuung  anwenden  zu  können;  vielmehr 
werden  nach  Rajleigh  die  kurzwelligen  Lichtstrahlen  viel  stärker  als  die 
langwelligen  reflectirt.  Dieser  umstand,  der  durch  Experiment  und  Rech- 
nung gleichmässig  gewährleistet  erscheint,  erklärt  einfach  das  völlige  Zurück- 
treten von  Roth  und  Oelb  gegenüber  dem  Blau ,  welches  ja  auch  nicht  selten 
einen  violetten  Schimmer  annimmt. 

Der  Verfasser  hat  sich  sehr  gut  seiner  Pflicht  entledigt,  einen  gemein- 
verständlichen üeberblick  über  die  geschichtliche  Entwickelung  einer  merk- 
würdigen geophysischen  Aufgabe,  sowie  über  den  neuesten  Stand  unseres 
Wissens  in  dieser  Angelegenheit  zu  geben.  Nur  hätten  wir,  um  die  Lücke 
des  XVIII.  Jahrhunderts  auszufüllen,  eine  Berücksichtigung  des  originellen 
Werkes  von  Funck  „Ueber  die  Himmelsfarben*'  (Ulm,  1716)  gewünscht, 
worin  Hellmann  eine  wahre  Fundgrube  unerwarteter  Gedanken  auf- 
gedeckt hat. 

München.  Dr.  S.  Oüntheb. 


Die  Mathematik  die  Fackelträgerin  einer  neuen  Zeit,  von  C.  Dillmamn. 
Stuttgart,  1889. 
Am  6.  März  1889  hielt  der  preussische  Unterricbtsminister  Dr.  von 
Gossler  im  preussischen  Landtage  eine  Rede,  in  welcher  er  eine  so  ab- 
lehnende Haltung  gegenüber  den  Realgymnasien  einnahm,  dass  Verfasser 
jener  Schrift,  der  in  dieser  Schule  die  Schule  der  Zukunft  erblickt,  nicht 
schweigen  zu  dürfen  meinte.  Er  versucht  den  Nachweis  zu  liefern,  dass 
die  Bildung,  welche  die  Realgymnasien  mittels  der  Mathematik  und  der 
Naturwissenschaften  anstreben,  zwar  dem  Grade  nach  dieselbe,  aber  der 
Richtung  nach  eine  anders  geartete  ist,  als  die  durch  die  Gymnasien  ver- 
mittelte, dass  ihnen  Etwas  innewohnt,  was  das  Gymnasium  nicht  leisten 
kann ;  er  nimmt  hiernach  für  unser  Volk  und  unsere  Zeit  das  Recht  in  An- 
spruch, dass  ihm  dieser  Sondervorzug  nicht  vorenthalten  werde,  und  ver- 
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langt  Bahn    frei    in    dem    Sinne,    dass    beiden  Arten  von   Gymnasien  im 
Wesentlichen  die  gleichen  Bedingungen  zugestanden  würden. 

Der  Verfasser  bleibt  aber  bei  dieser  Begründung  seiner  Fordernng  nicht 
stehen,  sondern  geht  noch  einen  Schritt  weiter,  und  darin  liegt  das  Nene 
und  Bedeutsame  vorliegender  Schrift,  um  das  brennende  Bedürfniss  der 
Zeit  und  die  schlechtbinnige  Notbwendigkeit  der  Errichtung  mathematiscber 
Gymnasien  —  diesen  Namen  schlägt  der  Verfasser  statt  des  gegenwärtig 
herrschenden  vor —  nachzuweisen,  führt  er  aus,  dass  die  Entwickelung  der 
Philosophie  dieselbe  verlangt,  dass  das  mathematische  Gynmasinm  auch  um 
der  Pflege  einer  idealen  Weltanschauung  willen  eine  Notbwendigkeit  sei. 
Noch  weiter,  er  sucht  zu  zeigen,  dass  gerade  diejenigen  Wissenschaften, 
deren  Pflege  dem  Realgymnasium  anvertraut  ist,  die  Mathematik  und  die 
Naturwissenschaften,  im  Stande  seien,  „der  Philosophie  eine  Bahn  aus  der 
Sackgasse  zu  öffnen ,  in  welche  sie  durch  die  kantische  Verinnerlichung  von 
Baum  und  Zeit  gerathen  sei^.  und  endlich,  auch  die  Begriffe  der  Freiheit 
und  des  sittlichen  Handelns  erhalten,  wie  der  Verfasser  darzulegen  bemüht 
ist ,  durch  jene  Wissenschaften  eine  ganz  neue  Beleuchtung  und  Begründung. 
Mit  diesen  Erörterungen  hat  der  Verfasser  zugleich  dem  vielfach  aus- 
gesprochenen Vorwurf  die  Spitze  abgebrochen,  als  ob  „Mathematik  und 
Naturwissenschaften  mehr  zu  kahler  und  kalter  Berechnung  des  Nutzens, 
als  zu  der  Höhe  sinnigen  und  wonnigen  Schauens  führten **.  „Im  Gegen- 
theil,  gerade  sie  sind  durch  die  Fülle  und  den  Beichthum  ihres  Inhalts, 
wie  durch  die  Einfachheit  und  Klarheit  ihrer  Gesetze  vor  anderen  geeignet, 
die  Liebe  zur  Wahrheit,  den  Drang  zur  selbständigen  Forschung  in  den 
weitesten  Schichten  des  Volkes  zu  verbreiten.  Und  das  Realgymnasium  hat 
in  ganz  besonderem  Sinne  den  Vorzug,  in  den  Schülern  das  Bedürfniss  zu 
wecken ,  sich  in  die  ersten  Grundlagen  alles  Seins  und  aller  Erkenntniss  zu 
vertiefen.  Kann  eine  Schule,  die  darauf  ausgeht,  den  inneren  Zusammen- 
hang zwischen  Geist  und  Natur  aufzudecken  und  das  eine  Gebiet  für  das 
andere  fruchtbar  zu  machen,  auf  falscher  Grundlage  beruhen?" 

Was  die  philosophischen  Erörterungen  des  Verfassers  anbelangt,  so 
zeichnen  sie  sich  durch  Klarheit  im  Ausdruck  aus;  allerdings  haben  sie, 
wie  Referent  gestehen  muss,  ihn  nicht  überzeugen  können,  dass  wir  in  der 
Erkenntniss  der  Aussenwelt  weiter  vorzudringen  vermöchten ,  als  Lot ze  und 
Helmholtz  annehmen.  Das  Buch  ist  lesenswerth  und^  nach  des  Referenten 
Ansicht,  als  ein  äusserst  schätzensweriher  Beitrag  anzusehen,  um  den  gegen 
das  Realgymnasium  vorgebrachten  Bedenken  den  Boden  zu  entziehen. 

E.  Jahnkb. 

Sammlung  von  Aufgaben  ans  der  Arithmetik  und  Algebra,  von  H.  Sbrvus. 
Heft  IV.    Leipzig,  1889. 
Das  uns  vorliegende  Heft,   welches  sich  auf  die   Gleichungen  ersten 
Grades  mit  einer   und    mehreren   unbekannten,   die   Gleichungen   zweiten 
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Orades  mit  einer  aud  zwei  Unbekannten,  auf  transcendente  Oleichungen, 
arithmetische  und  geometrische  Reihen ,  sowie  auf  diophantische  Gleichungen 
bezieht,  ist  in  den  ersten  Theilen  ziemlich  reichhaltig.  An  geeigneter 
Stelle  findet  der  Schüler  Winke  für  die  Lösung  der  Aufgabe.  Ob  es  auch 
nöthig  war,  in  dieser  Aufgabensammlung  die  verschiedenen  Methoden  zur 
Lösung  Yon  Aufgaben  zu  entwickeln  und  an  Beispielen  vollständig  durch- 
zuführen? Neben  den  unbenannten  Gleichungen,  deren  Auflösung  ja  nur 
Mittel  zum  Zweck  sein  darf,  finden  sich  zahlreiche  Anwendungen;  bei  der 
Wahl  der  Aufgaben  haben  verschiedene  Gebiete  des  Unterrichts  Berück- 
sichügung  gefunden.  Das  Heft  erhebt  wohl  nur  den  Anspruch,  zum  Theil 
neue  Aufgaben  zu  bieten.        '  £.  Jahnkb. 

TTebungabuch  zur  Algebra,  von  A.  Sickbmbebgbr.     München,  1890. 

Diese  Beispielsammlung  soll  des  Verfassers  „Leitfaden  der  elementaren 
Mathematik"  ergänzen,  dessen  Lehrtext  sie  ganz  genau  angepasst  ist.  Sie 
ist  in  zwei  Abtheilungen  erschienen.  Die  erste  nmfasst  die  erste  und  zweite 
Stufe  der  Rechnungsarten  einschliesslich  der  linearen  Gleichungen  mit  meh- 
reren Unbekannten;  die  zweite  bezieht  sich  auf  die  dritte  Stufe,  auf  die 
quadratischen  Gleichungen  mit  mehreren  Unbekannten,  auf  die  Reihen  und 
Combinatorik.  Das  Uebungsbuch  ist  recht  brauchbar,  einmal  wegen  seiner 
Reichhaltigkeit  —  wir  zählen  gegen  10000  Beispiele  — ,  andererseits  wegen 
der  richtigen  Auswahl,  sowie  wegen  der  passenden  Anordnung  der  Auf- 
gaben; auch  sind  an  geeigneter  Stelle  verschiedene  Gebiete  des  Unterrichts 
herangezogen  worden.  Da  auch  auf  den  Druck  grosse  Sorgfalt  gelegt  worden 
ist,  so  kann  Referent  die  Sammlung  zur  Einführung  selbst  an  Schulen  em- 
pfehlen,  deren  Zöglinge  jenen  Leitfaden  nicht  in  Händen  haben  sollten. 

E.  Jahnkb. 

Elliptisclie  Fanotionen.    Theorie  und  Geschichte  von  A.  Enmbpbb.    2.  Auf- 
lage.    Neu   bearbeitet   und   herausgegeben  von  F.  Müllbb.     Halle, 
Nebert.     1890. 
Das  Enne  per 'sehe  Werk  hat  vornehmlich  in  einer  Zeit,  wo  man  ge- 
neigt ist,  die  Literatur  zu  vernachlässigen,  seinen  besonderen  Werth;  und 
wir  müssen  es  dem  Herausgeber  Dank   wissen,   dass   er   sich  der  Arbeit 
unterzogen  hat,  eine  zweite  Auflage  desselben  zu  besorgen.     Diese  Arbeit 
war  keine  leichte;  denn   es  lag  im  Charakter  des  Buches,  dass  bei  einer 
Neuherausgabe  desselben  Ergänzungen  und  Aenderungen  aufgenommen  werden 
mussten,  um  den  Fortschritten,  welche  die  Theorie  der  elliptischen  Func- 
tionen in  den  letzten  14  Jahren  gemacht  hat,  Rechnung  zu  tragen.     Der 
Herausgeber  hat  sich  aber  damit  nicht  begnügt,  und  wohl  mit  Recht.     Er 
hat  das  Buch,  welches  in  seiner  ersten  Auflage  mehr  den  Charakter  eines 
Compendiums,  als  den  eines  Lehrbuches  besass,   in  rein  didaktischer  Hin- 
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sieht  umgearbeitet,  so  dass  es  nunmehr  dem  Studirenden  auch  zur  Ein- 
flihrung  in  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen  dienen  kann.  Ausserdem 
ist  dasselbe  —  und  hiermit  hat  der  Herausgeber  eine  fühlbare  Lücke  des 
Enneper*schen  Werkes  ausgefüllt  —  durch  eine  Einführung  in  die  Weier- 
strass'sche  Theorie  der  elliptischen  Functionen  wesentlich  erweitert  worden. 
Von  sonstigen  grösseren  Ergftnzungen  und  Aendernngen  des  Inhaltes  sind 
anzuführen:  Die  Untersuchung  des  elliptischen  Integrals  zwischen  oomplexen 
Grenzen  nach  der  Darstellung  des  Herrn  Schlümilch,  die  SchlOmilch- 
sehe  Methode  zur  Entwickelung  der  elliptischen  Functionen  in  unendliche 
Reihen  und  Producte ,  die  Entwickelung  der  elliptischen  Functionen  in  Reihen» 
die  nach  Potenzen  des  Arguments  fortschreiten  ^  die  Reduction  der  hyper- 
elliptischen Integrale,  literarische  Notizen  über  neuere  geometrische  An- 
wendungen der  elliptischen  Functionen  und  Historisch -literarisches  Ober 
die  Beziehungen  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  zur  höheren  Arith- 
metik und  Algebra.  E.  Jahnke. 


Theorie  des  Potentials  und  ihre  Anwendungen  auf  Elektrostatik  und  Magne- 
tismus, von  E.  Mathieu.  Autorisirte  deutsche  Ausgabe  von  H.  Maser. 
Berlin,  Springer.    1890. 

Ueber  die  Theorie  des  Potentials  und  die  Anwendungen  derselben  auf 
die  verschiedensten  Zweige  der  mathematischen  Physik  sind  in  neuerer  Zeit 
eine  Reihe  von  so  vortrefflichen  Lehrbüchern  erschienen  —  es  sei  nur  an 
die  Namen  Dirichlet,  Clausius,  C.  Neumann,  F.  Neumann,  Betti 
erinnert  — ,  dass  es  für  ein  neu  erscheinendes  nicht  leicht  ist,  denselben 
ebenbürtig  an  die  Seite  zu  treten.  Das  vorliegende  Lehrbuch  besitzt  nun 
in  der  That  so  wesentliche  Vorzüge  vor  den  erwähnten ,  dass  es  Referent 
für  eine  werthvolle  Bereicherung  der  mathematischen  Literatur  hält 

Im  ersten  Theile  ist  der  Verfasser  bemüht,  eine  allgemeine  Theorie 
des  Potentials  analytisch  strengst  •  möglich  und  deshalb  möglichst  ohne 
Rücksicht  auf  physikalische  Vorstellungen  und  besondere  Anwendungen  zu 
geben.  Es  werden  hier  gewisse  Functionen,  die  in  anderen  Oebieten  der 
mathematischen  Physik  eine  dem  Potential  Khnliche  Rolle  spielen,  so  das 
calorische  und  das  zweite  Potential,  behandelt  und  mehrere  allgemeine 
Sätze  über  dieselben  abgeleitet,  die  in  anderen  Lehrbüchern  dieser  Art  nicht 
zu  finden  sind.  Als  einen  Mangel  des  vorliegenden  Lehrbuchs  möchte  sich 
Referent  erlauben  zu  bezeichnen,  dass  die  Ableitung  der  Laplace-Poisson- 
sehen  Differentialgleichung  nur  nach  Gauss  und  Eiemaun  gegeben  wird, 
während  doch  die  hierbei  gemachte  Voraussetzung  einer  stetigen  Dichtigkeits- 
function  vom  physikalischen  Standpunkte  aus  unhaltbar  ist.  Allerdings  ist 
auch  der  Clausius'sche  Beweis  noch  nicht  einwandsfrei ,  immerhin  enthält 
er  eine  Voraussetzung  weniger  als  jene.  Im  Weiteren  ist  der  Beweis,  den 
der  Verfasser  unter  Ausschluss  physikalischer  Vorstellungen  für  die  Existenz 
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gewisser  Functionen  nnter  bestimmten  vorgeschriebenen  Bedingungen  giebt, 
nicht  streng,  wie  ja  auch  ein  solcher  bei  den  heutigen  analytischen  Hilfs- 
mitteln wohl  noch  nicht  möglich  ist.  Dagegen  sind  hervorzuheben:  das 
Capitel  über  die  Niveauflächen,  wo  die  bezüglichen  Lam^'schen  Unter- 
suchungen ihre  Darstellung  finden ,  die  Betrachtungen  über  das  Potential  in 
krjstallisirten  Körpern  und  der  Abschnitt  über  die  Anziehung  verschiedener 
Körper,  welche  von  Flttchen  zweiter  Ordnung  begrenzt  sind. 

Der  zweite  Theil  giebt  die  Anwendungen  der  Potentialtheorie  auf  Pro- 
bleme der  Elektrostatik  und  des  Magnetismus  in  einer  Vollständigkeit,  wie 
sie  sich  in  keinem  anderen  Lehrbuche  findet ;  doch  sind  nur  solche  Probleme 
ausgewählt,  welche  nicht  blos  in  analytischer  Beziehung  Interesse  haben. 
Besonders  hervorheben  möchte  Referent  des  Verfassers  Beweis  für  die  Sta- 
bilität des  Gleichgewichts  der  Elektricität  auf  Leitern,  sowie  die  Betrach- 
tungen über  die  Rolle,  welche  die  dielektrischen  Medien  in  der  Elektrostatik 
spielen.  Die  physikalischen  Vorstellungen ,  welche  man  zur  Zeit  Poisson's 
über  die  Wirkungsweise  der  isolirenden  Körper  hatte ,  haben  in  neuerer  Zeit 
durch  Maxwell  eine  wesentliche  Aenderung  erfahren,  und  der  Verfasser 
führt  uns  die  Ideen  des  schottischen  Gelehrten  kritisch  vor.  Ausführlich 
ist  auch  die  Lehre  vom  Magnetismus  behandelt  worden.  Gegen  die  von 
Poisson  gegebene  Theorie  der  magnetischen  Induction  sind  begründete 
Zweifel  erhoben  worden.  Der  Verfasser  giebt  die  neueren  Theorien  der  Ver- 
theilung  des  inducirten  Magnetismus  im  weichen  Eisen  und  der  ihr  analogen 
elektrischen  Polarisation  der  dielektrischen  Medien  und  schliesst  deren  An- 
wendung auf  die  Theorie  der  Condensatoren  an,  wie  sie  von  Clausius 
gegeben  worden  ist 

In  einem  kurzen  Anhange  hat  der  Uebersetzer  das  Problem  der  Elek- 
tricitätsvertheilung  auf  zwei  Kugeln  noch  auf  eine  andere  Weise  behandelt, 
als  es  vom  Verfasser  geschehen  ist,  nämlich  nach  C.  Neumann 's  Methode, 
«und  zwar  einestheils,  um  diese  auch  bei  vielen  anderen  Problemen  der 
Elektrostatik  und  der  Wärmelehre  mit  Vortheil  benutzte  Methode  wenigstens 
an  einem  Beispiele  zu  zeigen,  anderentheils ,  um  den  Studirenden  auf  die 
Thomson 'sehen  oder  bipolaren  Coordinaten  aufmerksam  zu  machen^. 

Das  Buch  liest  sich  gut,  da  es  mit  dem  Dirichlet'schen  Werke  den 
Vorzug  gemein  hat,  gewisse  mathematische  Theorien,  wie  die  Theorie  der 
Kugelfunctionen ,  nicht  vorauszusetzen,  sondern  an  geeigneter  Stelle^  soweit 
sie  nöthig,  zu  entwickeln.  E.  Jahnke. 

Zur  Integration  von  Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  in  welchen 
die  unabhängige  Veränderliche  ezplicite  nicht  vorkommt,  durch  ein- 
deutige doppeltperiodische  Functionen.  Inaugural- Dissertation  von 
Eugen  Jabnkb.  Halle  a.S.  1889.  Druck  von  Gebr.  ünger  in  Berlin.  33  S. 
Die  bekannten  drei  functionentheoretischen  Memoiren  der  Herren  Briot 

und  Bouquet  in  tome  XXI  cah.  XXXVI  des  Journal  polytechnique  haben 
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vermöge  ihrer  tiefgehenden  Bedeutung  Anlass  zu  einer  grossen  Anzahl  Yoa 
verwandten  Abhandlungen  gegeben.  Zunächst  sind  genannte  Herren  selbst 
auf  den  Gegenstand  zurückgekommen,  andererseits  haben  auch  deutsche 
Mathematiker,  unter  denen  Herr  Fuchs  in  erster  Linie  zu  nennen  ist,  sehr 
wesentliche  Beiträge  auf  diesem  Gebiete  geliefert. 

Besonders  die  dritte  Arbeit:  „Memoire  sur  Tint^gration  des  6quations 
diff6rentielles  au  mojen  des  fonctions  elliptiques''  (P&g*  193  —  2&4)>  welche 
ein  so  fundamentales  Gebilde,  wie  die  elliptischen  Functionen,  in  die  Theorie 
der  Differentialgleichungen  hineinzog,  musste  sich  viele  Freunde  erwerben 
und  sicher  fruchtbar  erweisen. 

Auch  die  uns  vorliegende  Dissertation  verdankt  ihre  Entstehung  der 
letztgenannten  Abhandlung.  Während  aber  die  oben  erwähnten  Autoren 
ihre  Untersuchungen  unter  einem  functionentheoretischen  Gesichtspunkt 
führen ,  versucht  Herr  Dr.  J  a  h  n  k  e  die  gleichen  Besultate  auf  einem  algebra- 
ischen Wege  zu  gewinnen. 

Nun  wird  man  nicht  verkennen,  dass  die  Darstellung  der  Herren 
Briot  und  Bouquet,  namentlich  wie  sie  sich  auch  in  ihrer  „Theorie  des 
fonctions  doublement  p^riodigues**  und  „Theorie  des  fonctions  elliptiques* 
findet,  die  eigentlich  moderne  ist.  Indessen  hat  der  Herr  Verfasser  gezeigt, 
dass  die  betreffenden  Resultate  auch  durch  seine  Methode  in  übersichtlicher 
Weise  erschlossen  werden  können ,  bisweilen  in  etwas  veränderter  Aufeinander- 
folge. Der  sehr  interessante  Gegenstand ,  sowie  die  gefällige  Bearbeitung 
macht  die  Dissertation  recht  lesenswerth. 

Das  in  Frage  kommende  Problem  besteht  bekanntlich  darin,  zu  unter- 
suchen ,  unter  welchen  Bedingungen  der  Differentialgleichung 

«.)('s)"+/i.Ma"""+-'..w(S)"""+^-<-)-». 

in  der  die  f  ganze  rationale  Functionen  von  nur  einer  Veränderlichen  be- 
deuten, eindeutige  doppeltperiodische  Functionen  genügen.  —  Es  werden 
zwei  Systeme  von  Bedingungsgleichungen  gefunden,  welche  die  Coefficienten Z' 
in  bestimmter  Weise  beschränken.  Nachdem  /q  «=  1  gesetzt ,  was  statthaft 
ist,  ergiebt  sich  insbesondere,  dass  die  /^^  ganze  rationale  Functionen  sein 
müssen,  welche  den  2^^^^^  Grad  nicht  übersteigen. 

Specielle  Fälle,  wie  sie  die  Herren  Briot  und  Bouquet  und  Herr 
Fuchs,  resp.  dessen  Schüler  Herr  Baschke  (vergl.  Acta  Mathematica, 
14:  1,  pag.  31)  behandelten,  besonders  Fälle,  in  denen  die  vorgelegte 
Differentialgleichung  trinomisch  und  binomisch  ist,  erledigt  der  Verfasser 
in  sehr  ansprechender  Weise,  und  er  findet  durch  seine  Methode  nicht 
minder  leicht,  welche  besonderen  Werthe  den  Zahlen  m  und  ^j  zukommen, 
damit  die  Differentialgleichung  überhaupt  vorhanden  ist. 

Es  dürfte  nicht  unangemessen  sein,  zu  untersuchen,  inwieweit  man  bei 
analoger  Fragestellung  auf  dem  algebraischen  Wege  vordringen  kann ,  wenn 
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man  statt  der  elliptischen  Transcendenten  die  AbeTsclien  zu  Ornnde  legt. 
Fttr  solche  Zwecke  sei  die  methodisch  interessante  Schrift  bestens  em- 
pfoWen.  ^,  Hbymahn. 


Bnlla  risoltaata  di  nn'  ennica  e  di  nna  onbica.  Memoira  del  Dr.  Ebnbsto 
Pascal.  Napoli,  Benedetto  Pellerano.  1887. 
Clebsch  gab  im  58.  Bande  von  Crelle's  J.  und  später  in  seiner 
Theorie  der  binären  Formen  die  symbolische  Darstellung  der  Resultante 
einer  binären  Form  n^'  Ordnung  mit  einer  quadratischen.  Auf  Grund  der 
dort  befolgten  Methode  löst  der  Verfasser  dieselbe  Aufgabe  für  die  Formen 

Öi=«-r'=l5**  =  --~l>*.g*.r*   und   /'=:a,"  =  &x"  =  Cx*  =  ... 
Die  Resultante  erscheint  zunächst  als  Product  der  Substitutionen  von  P|, 
— ft  etc.  für  die  Unbekannte  in  f\ 

B  =  {ap)^.(Jbqr.{cr)^ 
oder  nach  Vornahme  aller  möglichen  Permutationen  der  a,  h^  e  und  darnach 
folgender  Addition  der  Ausdrücke 

6 JB  =  (ap)" .  (6^)« .  {cry  +  (6i?)" {cq^ (ar)"  +  •  •  •  +  (6l?)"(aff)»(cr)« 

=  f*i"  +  ^s"  +  f*6"  +  f*a"  +  ^4"  +  f*6"- 
fii^i  geht  aus  m  durch  eine  einfache  Permutation  hervor.  Es  handelt  sich 
nun  darum,  statt  der  p,  g,  r  symbolische  Coefficient«n  von  O  einzufahren. 
Für  die  Bildungen  8,  K,  Q  bei  Clebsch  treten  ganz  analoge  auf,  doch 
wachsen  die  Schwierigkeiten  mit  der  grössern  Anzahl  von  Permutationen, 
d.  h.  der  fij  erheblich,  so  dass  die  Arbeit  einen  bemerkenswerthen  Fort- 
schritt bezeichnet.  Charakteristisch  für  das  Endresultat  ist  es,  dass  in  dem- 
selben nicht  die  Fälle  eines  geraden  oder  ungeraden  unterschieden  zu  werden 
brauchen,  wie  es  nothwendig  ist,  wenn  O  eine  quadratische  Form  ist.  Voll* 
ständig  hingeschrieben  werden  die  Resultanten  fürn  =  2,  3,  4;  ftlrn  =  2 
natürlich  übereinstimmend  mit  dem  Resultate  von  Clebsch. 

Hannover.  C.  RoDBNBEBa. 

Qeometria  projettiva.  Lezioni  di  Fbrdinando  Aschieri,  Professore  nella 
Universiti  di  Pavia.  Seconda  6dizione  con  aggiunte  e  correzioni. 
132  figure  intercalate  nel  teste.     Milano,  ülrico  Hoepli.     1888. 

Die  baldige  Nothwendigkeit  einer  zweiten  Auflage  zeugt  von  der  guten 
Aufnahme,  welche  das  Werk  von  Seiten  des  Publicums  gefunden  hat. 

Als  wesentlichste  der  vorgenommenen  Erweiterungen  seien  vorweg  ge- 
nannt: die  Erzeugung  der  Flächen  zweiten  Grades  durch  reciproke  Strahlen- 
bflndel,  —  die  CoUinearität  und  Reciprocität  der  Räume,  insbesondere  hier- 
W  die  Betrachtung  von  zwei  solchen  collinearen  Räumen ,  deren  sich  selbst- 
entsprechendes Tetraeder  mehrere  unendlich  nahe  Ecken  besitzt,  sowie  die 
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hieraas  entspringenden  besonderen  Gonstructionen ,  welche  Bertini  in  den 
„Bendiconti  deir  Istituto  Lombardo  (serie  2a,  vol.  20,  fasc.  14 — 15)"  ge- 
geben hat,  —  femer  die  Erzengang  der  Baumcarven  dritter  Ordnung  darch 
zwei  projective  Bttndel.  Ein  kurzer  Abschnitt  bringt  das  Wesentlichste  ans 
der  Theorie  der  quadratischen  Verwandtschaften  nebst  einigen  Anwendungen, 
z.  B.  die  Construction  des  Krümmungskreises  in  einem  Punkte  einer  Gurre 
zweiter  Ordnung.  Ein  Abriss  der  Theorie  der  Complexe  und  Congruenzen 
ersten  Grades  bildet  den  Schluss  des  Werkes. 

Die  Definition  der  sechs  Grundgebilde  und  ihre  Beziehung  auf  ein- 
ander durch  die  „Fundamentaloperationen**  des  Projidrens  und 
Schneidens  bildet,  wie  im  Bey ersehen  Buche,  den  Ausgangspunkt  der 
Untersuchungen.  Erfreulich  ist  die  einheitliche  Bezeichnung  der  Punkte 
durch  grosse  lateinische,  der  Geraden  durch  kleine  lateinische,  der  Ebenen 
durch  kleine  griechische,  der  Bäume  durch  grosse  griechische  Buchstaben. 
Sehr  wünschenswerth  wäre  die  Durchführung  dieser  zweckmässigen  und 
schon  vielfach  benutzten  Bezeichnungsweise  in  allen  neu  erscheinenden  geo- 
metrischen Werken. 

Das  zweite  Capitel  trägt  an  der  Spitze  die  folgende  Definition  der 
Projectivität:  ;,Zwei  Grundgebilde  der  ersten  Stufe  sind  projectiv,  wenn  sie 
durch  eine  endliche  Anzahl  von  Fundamentaloperationen  in  einander  über- 
geführt werden  können. '^  Dann  wird  zur  Construction  harmonischer  Ge- 
bilde geschritten  und  gezeigt,  dass  solche  Gebilde  stets  projectiv  sind.  Der 
strenge  Nachweis  des  Stand  tischen  Fundamentalsatzes  der  Projectivität  war 
bekanntlich  vor  einigen  Jahren  Gegenstand  einer  Beihe  von  Aufsätzen  in 
Fachzeitschriften.  Der  Verfasser  schliesst  sich  dem  von  B.  de  Paolis  in 
seiner  Arbeit:  Sui  fondamenti  della  Geometria  projettiva  (B.  Acc.  dei  Linoei 
1880/81)  befolgten  Gedankengange  an:  Unter  der  Annahme  von  drei  Ele- 
menten eines  Gmndgebildes  der  ersten  Stufe  wird  nachgewiesen ,  dass  man 
durch  successive  Construction  vierter  harmonischer  Elemente  zu  jedem  vor- 
gegebenen Element  mit  beliebiger  Annäherung  gelangen  kann.  Daraus  folgt 
dann^  dass  zwei  Grundgebilde  identisch  sind,  wenn  dieselben  so  auf  ein- 
ander bezogen  sind,  dass  je  vier  harmonischen  Elementen  des  einen  Gebildes 
vier  harmonische  des  anderen  entsprechen  und  drei  Elemente  mit  ihren  ent- 
sprechenden zusammenfallen.  Aber  weiter  folgt,  dass  zwei  derartig  auf 
einander  bezogene  Grnndgebilde  projectiv  sind  und  endlich,  dass  zwei  pro- 
jective Grundgebilde  durch  Angabe  von  drei  Paaren  entsprechender  Elemente 
bestimmt  sind. 

Die  Construction  der,  zu  gegebenen  Elementen  entsprechenden  Elemente 
geht  jetzt  in  üblicher,  einfacher  Weise  vor  sich.  Durch  speoielle  projective 
Gebilde  werden  Kreise  erzeugt,  welche  sofort  gelegentlich  der  Erörterung 
involutorischer  Grundgebilde  zur  Bestimmung  der  Doppelelemente  benutzt 
werden. 
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Bei  der  Besprechnng  metrischer  Eigenschaften  von  projectiven  Gmnd- 
gebilden  wird  der  St  au  dt 'sehe  Fandamentalsatz  noch  einmal  mit  Hilfe  von 
Doppel  Verhältnissen  begründet,  nnd  eine  solche  Begründung  darf  auch  in 
einem  Lehrbuche  nicht  fehlen,  möchte  vielmehr  an  die  Spitze  gestellt 
werden ,  da  die  Schwierigkeiten ,  welche  mit  der  strengen  rein  geometrischen 
Beweisführung  verbanden  sind,  dem  Anfänger  kaum  überwindbar  sein  dürften. 

Das  vierte  Capitel  bringt  die  centrische  CoUineation  mit  ihren  Special- 
fällen: Affinität,  Aehnlichkeit,  die  verschiedenen  Symmetrien  und  Congruenz. 

Im  fünften  Capitel  werden  dann  die  Erzeugnisse  projectiver  Grund- 
gebilde, die  Curven  und  Begelschaaren  zweiter  Ordnung  untersucht,  nament- 
lich auch  ihre  Focaleigenschaften  abgeleitet.  Die  projective  Beziehung  dieser 
„Elementargebilde"  zweiter  Ordnung  führt  darauf  im  sechsten  Abschnitt  zu 
den  Curven  und  Begelschaaren  dritter  und  vierter  Ordnung.  Alles  geschieht 
natürlich  unter  Trennung  des  ganzen  Gebietes  in  zwei  Hälften  nach  dem 
Principe  der  Dualität. 

Damit  ist  ein  vorläufiger  Abschluss  erzielt  und  es  werden  nun  im 
siebenten  Capitel  imaginäre  Elemente  eingeführt.  Der  Inhalt  des  Capitels 
ist  im  Wesentlichen  eine  Wiedergabe  der  schönen  üntersuchangen  Segre's 
in  den  beiden  Arbeiten  „Note  sur  les  homographies  binaires  et  leurs 
faisceaux**,  Kronecker 's  J.  Bd.  100  S.  317  fig.,  und  „Le  coppie  di  elementi 
imaginari",  Mem.  dell'Acc.  di  Torino  T.  38.  Die  Grundlage  bildet  der 
Begriff  des  Productes  zweier  Projectivitäten  (Homographien).  Ist  eine 
Homographie  Pj  gegeben  durch  die  Elementenpaare  ÄÄ^,  BB^y  C^C^; 
Pj  durch  Ä^A^t  B^B^^  ^i^g»  .««Pr  durch  -4r-i-4r,  Br^yBr^  Cr^\Or^  so 
wird  die  durch   die  Paare  AAn  BBr^  CCr  gegebene  Homographie  P  als 

bezeichaet.  P"~'  ist  die  zu  P  inverse  Homographie.  Zwei  gegebene  Homo- 
graphien P,  Q  sind  harmonisch,  wenn  die  Gleichung  P~*^  =  ^~*P  besteht; 
jedes  Product  stellt  dann  eine  Involution  dar.  Also  mit  anderen  Worten: 
ist  P  gegeben  durch  die  Paare  M^M\^  M^M\,  M^M\  und  Q  durch  3fij5f",, 
M^M'\^  M^M'^Q^  so  sind  M\M'\^  M\M'\^  M\l^\  Paare  einer  Involution. 
Zu  einer  gegebenen  Homographie  giebt  es  eine  einzige  Involution,  die 
;,  Doppelinvolution  ^  /,  welche  jene  Homographie  in  sich  selbst  transformirt. 
Besitzt  die  Homographie  Doppelelemente ,  so  sind  diese  auch  die  Doppel- 
elemente von  J,  Nun  wird  als  Paar  imaginärer  Elemente  eine  elliptische 
Involution  gesetzt  und  definirt:  Zwei  Paare  von  Elementen  trennen  sich 
harmonisch,  wenn  ihre  Bepräsentanten ,  die  Involutionen,  nach  der  oben 
ausgesprochenen  Definition  harmonisch  sind.  Dann  folgt,  dass  eine  Homo- 
graphie imaginäre  Doppelelemente  hat,  wenn  ihre  Doppelinvolution  elliptisch 
18t;  und  man  kann  endlich  allgemein  sagen,  dass  vereinigte  projective 
Grundgebilde  entweder  zwei  reelle  getrennte  oder  vereinigte  oder  zwei  ima- 
ginäre Doppelelemente  haben. 
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Auf  Grand  dieser  Untersuchungen  werden  dann  Constructionen  der 
Kegelschnitte  ans  imaginären  Elementen  durchgeführt. 

Es  folgen  die  eingangs  genannten  Capitel  über  Flächen  zweiter  Ord- 
nung und  Baumcurven  dritter  Ordnung.  Die  beigegebenen  Figuren  125  bis 
129  sind  leider  stark  yerzeichnei 

Die  Begründung  der  quadratischen  Verwandtschaft  mag  hier  kurz  skizzirt 
werden.  Zwei  Ebenen  tf,  <j|  werden  zunächst  reciprok  aufeinander  bezogen; 
dann  wird  in  ö  ein  Strahlenbüschel  8^  in  0^  ein  zu  8  projectives  Büschel  5' 
angenommen.  Einem  Punkte  X  von  a  entspricht  dann  vermöge  der  reci- 
proken  Beziehung  eine  Gerade  x^  in  a^ ,  andererseits  entspricht  dem  Strahle 
8Xin  8  ein  Strahl  S'X'  in  8\  wo  X'  der  Schnittpunkt  von  x^  und  S'X' 
sein  soll.  Damit  ist  jedem  Punkte  X  oder  einer  Ebene  ein  Punkt  X'  der 
anderen  zugeordnet,  und,  wie  sofort  erhellt,  entspricht  jeder  Geraden  ein 
Kegelschnitt,  d.  h.  die  begründete  Verwandtschaft  ist  eine  quadratische. 
8  und  8'  sind  Fundamentalpunkte,  der  Nachweis  der  beiden  weiteren  in 
jeder  Ebene  ist  einfach.  In  analoger  Weise  wird  auch  die  quadratische  Ver- 
wandtschaft im  Baume  behandelt. 

Die  letzten  Capitel,  welche  der  Liniengeometrie  angehören,  gehen  bis 
zu  den  Begriffen  des  Büschels  und  Netzes  von  Complexen  erster  Ordnung. 
Das  Erzeugniss  von  zwei  projectiven  Büscheln  oder  zwei  reciproken  Netzen 
wird  als  Complex  zweit.er  Ordnung  erkannt,  ohne  weiter  untersucht  zu 
werden. 

Das  Werk  reiht  sich  den  vorhandenen  guten  Lehrbüchern  in  würdiger 
Weise  an. 

Hannover.  C.  Bodbxsbbbo. 


Eiiileitang  in  die  allgemeine  Theorie  der  krummen  Fl&ohen.  Von  Dr. 
Johannes  Knoblauch,  Privatdocent  a.  d.  üniversit&t  Berlin.  Leipzig 
1888,  B.  Q.  Teubner. 

In  der  vorliegenden  sehr  werthvoUen  Schrift  wird  die  üntersachung 
der  Flächen  im  Wesentlichen  unter  Anwendung  der  Gauss*«chen  krumm- 
linigen Coordinaten  durchgeführt,  doch  gelangen  manche  Resultate  auch  in 
cartesischen  Coordinaten  zum  Ausdruck. 

Der  erste  Abschnitt  enthält  Untersuchungen  einer  Fläche  in  der  Nähe 
eines  gegebenen  Punktes,  also  die  Bestimmung  der  Tangentialebene,  der 
Krümmung  ebener  Schnitte  und  die  Ableitung  der  hierauf  bezüglichen  Sätze 
von  Meusnier  und  Euler.  Als  Beispiele  zur  allgemeinen  Theorie  werden 
hier  sowohl  wie  später  die  Flächen  zweiter  Ordnung  behandelt  Das  Gauss- 
sehe  Krümmungsmaass  wird  in  verschiedenen  Formen  dargestellt  und  seine 
Unveränderlichkeit  bei  einer  blossen  Biegung  der  Fläche  auf  zwei  Weisen 
nachgewiesen. 
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Im  zweiten  Abschnitte  werden  besondere  Carvensysteme,  wie  sie  die 
Hanpttangenten-  oder  Asymptoteneurven  und  die  ErümmungBlinien  bieten, 
betrachtet  und  die  Vortbeile,  welche  die  Flftchengleichung  unter  Benutzung 
jener  Linien  als  Coordinatensjsteme  gewährt,  ausgenutzt.  Schliesslich  ge- 
langen die  beiden  orthogonalen  Systeme,  das  Polar-  und  das  ParaUelcoordi- 
natensystem  geodätischer  Linien  zur  Anwendung. 

Der  Umstand,  dass  die  beiden  wichtigen  Grössen:  1.  das  Quadrat  des 
Linienelementes  d5^,  2.  der  Quotient  dieses  Quadrats  mit  dem  Erümmungs- 

halbmesser  eines  Normalschnittes ,  nämlich  — )  durch  Ausdrücke  der  Form 

Q 
«11  du^  +  2aij  du  dv  +  a^^  dv* 

gegeben  sind,  giebt  Veranlassung  zur  eingehenden  Untersuchung  dieser 
binären  Dififerentialformen ,  im  Wesentlichen  auf  Grund  der  fundamentalen 
Arbeiten  yon  Christoffel.  Durch  den  Nachweis  des  G au ss 'sehen  ErtUn- 
mungsmaasses  als  absolute  Invariante  ergiebt  sich  ein  weiterer  Beweis  für 
die  UnverSnderlichkeit  dieser  Grösse  bei  einer  Biegung  der  Fläche.  Es  folgt 
die  wichtige  Anwendung  der  allgemeinen  Theorie  auf  die  „Weingarten- 
sehen  Flächen^,   bei  welchen  in  jedem  Punkte  jede  der  beiden  Invarianten 

— I —  und  »    mit   o.    und   ^»  als  Hauptkrttmmungshalbmesser,    eine 

Function  der  andern  ist,  —  Flächen,  von  denen  die  Minimalflächen  und 
Flächen  constanter  Krümmung  specielle  Arten  sind.  Anwendungen  anderer 
Natur  sind  die  Bestimmungen  von  Reihen  solcher  Curvenschaaren ,  aus  denen, 
wie  früher,  durch  jeden  Flächenpunkt  eine  einzige  Curve  jeder  Schaar  geht, 
und  zwar  unter  Erfüllung  der  Forderung,  dass  die  Curventangenten  in  jedem 
Kreuzungspunkte  eine  gegebene  invariante  Eigenschaft  besitzen.  Krümmungs- 
linien und  Asymptotencurven  z.  B.  sind  vier  Reihen  oder  besser  zwei  Beihen- 
paare,  deren  Tangenten  in  jedem  Kreuzungspunkte  sich  harmonisch  trennen  und 
wo  überdies  die  Tangenten  des  ersten  Paares  aufeinander  senkrecht  stehen. 
Zu  drei  Reihen  kann,  kurz  ausgedrückt,  [die  vierte  harmonische  gesucht 
werden;  drei  Reihenpaare  können  eine  Involution  bilden  etc. 

Im  vierten  Abschnitte  wird  eine  Fläche  in  Verbindung  mit  anderen  aus 
ihr  ableitbaren  untersucht;  insbesondere  in  Verbindung  mit  ihrer  Evolute, 
wie  zweckmässig  die  zweimäntelige  Fläche  der  Hauptkrümmungshalbmesser 
bezeichnet  wird.  Für  die  Weingarten 'sehen  Flächen  gilt  insbesondere  der 
von  demselben  Autor  herrührende  umkehrbare  Satz:  Die  Evoluten  aller 
FlScben,  bei  denen  auf  gleiche  Weise  in  jedem  Punkte  der  eine  Hauptkrüm- 
mungsradius allein  durch  den  andern  bestimmt  ist,  sind  aufeinander  ab- 
wickelbar. Mit  einer  Evolute  wird  schliesslich  das  ganze  System  der  zu- 
gehörigen Parallelflächen  betrachtet. 

Der  fünfte  und  letzte  Abschnitt  enthält  die  allgemeine  Theorie  der 
Curven  auf  einer  gegebenen  Fläche.  Vorbereitend  für  das  Spätere  werden 
die  Fr enet*schen  Beziehungen  zwischen  den  Richtungen  der  Tangente,  der 
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Haupt-  und  Binormale  entwickelt.  Dann  folgt  die  Einfttbrung  des  Begriffes 
der  geodätischen  Krümmung  einer  Curve  auf  einer  Fläche  und  der  Nach- 
weis der  ünveränderlichkeit  dieser  Krümmung  bei  einer  Biegung.  Alle 
solche  Biegungsinyarianten  werden  dann  noch  einmal  zusammenfossend 
betrachtet.  Von  besonderer  Bedeutung  erweisen  sich  die  Linien  constanter 
geodätischer  Krümmung.  Sie  begrenzen,  wie  die  Kreise  der  Ebene  bei 
gegebener  Länge,  ein  grösstes  Flächenstück.  Zum  Schlüsse  wird  die  Durch- 
Bchnittscurve  zweier  Flächen  untersucht  und  bewiesen,  dass  für  den  isogo- 
nalen Schnitt  nach  einer  Krümmungslinie  der  einen  Fläche  diese  Curve  auch 
Krümmungslinie  der  andern  Fläche  ist. 

Angenehm  ist  die  Beigabe  eines  Sachregisters.  Ein  vollständiges  Ver- 
zeichniss  der  einschlägigen  Literatur  will  der  Verfasser  bei  einer  andern 
Gelegenheit  geben. 

Hannover.  C.  RoDENBEsa. 
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415.  Sur  la  d^termination  des  forces  älastiques  et  de  leurs  lignes  d*influence  dans 

Ies  poutres  assujetties  ä  des  liaisons  surabondantes.  ü.  deFontvioIant. 
Compt.  rend.  CVIII,  45. 

416.  Sur  Ies  d^formations  älastiques  d*un  corps  solide,  isotrope  ou  cristallisä,  boqs 

Taction  d'une  force  d*intensit^  constante,  pivotant  autour  de  son  poiut 
d*application.    B.  de  Fontviolant.    Compt  rend.  CIX,  216. 

417.  On  beams  fized  at  the  ends.    W.  E.  Ayrton.    Phil.  Mag.  Ser.  5,  XXIV,  245. 

Vergl.  Molekularphysik  628. 

-   Eloktridtät. 

418.  Zur  Theorie  umkehrbarer  galvanischer  Elemente.    W.  N  ernst    BerL  Akad.- 

Ber.  1889,  83. 

419.  Ueber  das  Verhältniss  von  Energie  und  Arbeitsleistung  beim  Condensator.   6. 

Adler.    Wien.  Akad.-ßer.  XCV,  50. 
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420.  Ueber  eine  nene  Berechnangsmethode  der  Anziehung,  die  ein  Gondactor  in 

einem   elektrostatischen  Felde  erfahrt.     G.  Aal  er.    Wien.  Akad.-Ber. 
XCVI,  1036,  1805. 

421.  Ueber  die  elektrischen  Gleichgewichtsyerhältnisse  von  Condactoren  und  die 

ArbeitsTerhältnisse  elektrischer  Systeme  überhaupt.    G.  Adler.    Wien. 
Akad.-Ber.  XCVII,  90. 

422.  On   the  self-induction  of  wires.    0.  Heaviside.     Phil.  Mag.  8er.  6,  XXÜL 

10,  178;  XXIV,  68.     [Vergl.  Bd.  XXXIV,  Nr.  362.] 

423.  On  the  conditions  of  selfexcitation  in  a  dynamo  machine.    S.  P.  Thompson. 

Phil.  Mag.  Ser.  6,  XXVI,  469. 

424.  Sur   uue   loi  generale  de  Tinduction  dans  les  circuits  d^nn^s  de  r^sistance. 

G.  Lippmann.    Compt.  rend.  CIX,  261. 
426.  On  resistance  and  couductance  Operators,   and  their  derivatives,   inductance 
and  permittance,  especially  in  connexion  with   electric  and  magnetic 
energy.    0.  Heaviside.    Phil..  Mag.  Ser.  6,  XXIV,  478. 

426.  On  electromagnetic  waves  and  the  forced  vibrations  ofelectro magnetic  Systems. 

O.  H  e  a  V  i  8  i  d  e.    Phil.  Ma^.  Ser.  6,  XXV,  130,  202,  879 ;  XXVI,  360,  434, 488. 

427.  On   a  geometrical  determination  of  the  conditions  of  maximum  efßciency  in 

the  case  of  the  transmission  of  power  by  means  of  altemating  electric 
currents.    Th.  H.  Blakesley.    Phil.  Mag.  Ser.  5,  XXV,  30, 

428.  On  continuous-current  transformers.     S.  P.  Thompson.    Phil.  Mae.  Ser.  6, 

XXVI,  167. 

429.  Ueber  eine  Deformation  elektrischer  Oscillationen  durch  die  Nähe  geschlos- 

aeuer  Leiter.    R.  Hiecke.    Wien.  Akad.-Ber.  XCVI,  134. 

430.  On  the  electromotive  force  in  moving  conductors.    H.  W.  Watson.    Phil. 

Mag.  Ser.  6,  XXV,  271. 

431.  On  Gomparing  capacities.    E.  0.  Bimington.    Phil.  Mag.  Ser.  6,  XXIV,  288. 

432.  On   the  potential  of  the  electric  field  in  the  neighbourhood  of  a  spherical 

bowl  charched  or  under  influence.    J.  N.  Kruseman.    Phil.  Mag.  Ser.  6, 
XXIV,  88. 

433.  On  magnetic  lag.    Th.  H.  Blakesley.    Phil.  Mag.  Ser.  6,  XXVI,  34. 

434.  Galcul  de  la  capacit^  älectrostatique  de  deux  fils  t^l^graphiques  paralleles. 

J.  B.  Pomey.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  Vül,  664. 
436.  On  the  theory  of  unipolar  induction.  E.  Edlund.  Phil.  Mag.  Ser.  6,  XXIV,  401. 

436.  Ueber  unipolare  Induction.    E.  Edlund.    Wien.  Akad.- Ber.  XCV,  97. 

437.  On    the   tneory  of  lightning- conductors.     0.  J.  Lodge.     Phil.  Mag.  Ser.  6, 

XXVI.  217. 

438.  Zur  Theorie  der  thermoelektrischen  Erscheinungen.    L.  Boltzmann.    Wien. 

Akad.- Ber.  XCVI,  1268. 

439.  On  thermoelectric  phenomena.    J.  Parker.    Phil.  Mag.  Ser.  6,  XXVI,  368. 

440.  Ueber  thermomagnetische  Motoren.    J.  Stefan.    Wien.  Akad.-Ber.  XCVÜ,  70. 

441.  Ueber  die  Aenderung  des  Widerstandes  galvanisch  glühender  Drähte  mit  der 

Stromstärke.     0.  Tumlirz  &  A.  Krug.    Wien.  Akad.-Ber.  XCV,  1014. 

442.  Ueber  veränderliche  elektrische  Ströme  in  dicken  Leitungsdrähten.   J.  Stefan. 

Wien.  Akad.-Ber.  XCV,  917. 

443.  Ueber  die  Energ[ie  und  die  Gleichgewichtsverhältnisse  eines  Systemes  dielek- 

trisch-polarisirter  Körper.    G.Adler.    Wien.  Akad.- Ber.  XCV,  180. 
VergL  Astronomie  363. 

Elementararithmetik. 

444.  Theorie  ^^meutaire  des  fractions.     Ch.  Märay  &  Ch.  Biquier.     N.  ann. 

math.  Ser.3,  Vm,  421. 
446.  Sur  les  approximations  numdriques.    Guyou.    N.  ann.  math.  Ser.  8,  VIIL  166. 

446.  Nouveau  th^or^me  sur  les  progressions  arithm^tiques.  Jos.  Jeffrey.   Kann. 

math.  Ser.3,  VIII,  86. 

447.  Sur  une  nouvelle  machine  ä  calculer.    L.  Bellte.    Compt.  rend.  CIX,  737. 

VergL  Geschichte  der  Mathematik  618.    Irrationalzahlen. 

Ellipse. 

448.  Ueber  einen  neuen  Ellipsenzirkel.    K.  Jost    Wien.  Akad.- Ber.  XCV,  261. 

449.  Constrnire  les  axes  d'une  ellipse  dont  on  donne  deux  diamätres  conjuguäs. 

A.  Mannheim.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  VIII,  329. 

460.  Zum  Normalenproblem  der  Ellipse.     C.  Pelz.    Wien.  Akad.- Ber.  XCV,  481. 

461.  Zum  Normalenproblem  einer  vollständig  gezeichneten  Ellipse.  C.  Pelz.   Wien. 

Akad.- Ber.  XCVI,  887. 
Vergl.  Bectification. 
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SUipioid. 

462.  Sar  les  lignes  de  courbure  de  rellipsoide  et  les  BTstemes  orthogonanx  da  ae- 

cond  ordre.    De  Salver t.    K,  tum.  math.  Ser.  8,  YÜI,  214. 
Vergl.  Complanation.    Potential  677.    Bectification. 

Ellipttsehe  Truucendentea. 

463.  Zur  Theorie  der  elliptlBcheii  Functionen.    L.  Eronecker.    fierl.  Akad.-6er. 

1889,  63,  123,  199,  266,  309.     [Vergl.  Bd.  XXXII,  Nr.  894.1 

464.  Zur  Beduction  elliptiBcher,  hyperelliptischer  und  Aberscher  Integrale.    Du 

Abersche  Theorem  für  emfadie  und  Doppelintegraie.    W.  Scheibner. 
Mathem.  Annal.  XXXIV,  473. 
466.  Sur  Tanalogie  entre  les  fonctions  elliptiques  et  trigonom^triques.  J.  Dolbnia. 
N.  ann.  math.  Ser.  3,  YIU,  469. 

466.  Ueber  die  zu  einer  ebenen  Curve  dritter  Ordnung  gehörigen  elliptiBchen  Trans- 

scendenten.    6.  Pick.    Wien.  Akad.-Ber.  ACYlI,  711. 

467.  Sur  Taddition  des  int^^ales  elliptiques  de  premi^re,  deuxi^me  et  troiai^me 

espäce.    J.  Dolbnia.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  VIII,  204. 

468.  Sur  la  r^solvante  de  Gallois  dans  la  diyision  des  p^riodes  elliptiqueB  par  7. 

G.  Halphen.    Compt.  rend,  CVIII,  476.  —  F.  Brioschi  ibid.  CIX,  620. 

469.  Zur  complezen  Multiplication  elliptischer  Functionen.    H.  Weber.    Mathem. 

Annal.  XXXUI,  390. 
Vergl.  Abersche  Integrale  348.     Differentialgleichungen  398.     Geometrie 
(höhere)  601. 

F. 
raetorenfolge. 

460.  Ueber  die  Convergens  unendlicher  Producte.    AI  fr.  Pringsheim.   Mathem. 

Annal.  XXXUI,  119. 

461.  Ueber  die  Darstellung  der  eindeutigen  Functionen,  die  sich  durch  lineare  Sub- 

stitutionen reproduciren,  durch  unendliche  Producte.     Herrn.   Stahl. 
Mathem.  Annal.  XXXUI,  291,  604. 

462.  Ueber  die  Exnonentialfunction.  L.  Gegenbauer.  Wien.  Akad.-Ber.  XCV,  846. 

Vergl.  Gescnichte  der  Mathematik  619. 

Tonnen. 

463.  Ueber  eine  fundamentale  Eigenschaft  des  Ueberschiebungsprocesses  und  deren 

Verwerthung  in  der  Theorie  der  binären  Formen.    E.  Stroh.    MaÜiem. 
Annal.  XXXIII,  61. 

464.  Das  erweiterte  Formensystem.    P.  Gordan.    Mathem.  Annal.  XXXUI,  372. 
466.  Sur  la  r^duction  biorthogonale  d*une  forme  lin^o- Unfaire  ä  sa  forme  cano- 

niaue.    Sylvester.    Compt.  rend.  CVIII,  661.        * 

466.  Ueber  das  vollst&ndige  Combinantensystem  zweier  binärer  Formen.  E.  Stroh. 

Mathem.  Annal.  XXXIV,  321. 

467.  Ueber  BCLschel  von  binären  Formen  mit  vorgeschriebener  Functionaldetermi- 

nante.    D.  Hilbert.    Mathem.  Annal.  XXXIII,  227. 

468.  Ueber  die  binären  quadratischen  Formen.    L.  Gegen  bau  er.    Wien.  Akad.- 

Ber.  XCVI,  476. 

469.  Die  Syzyganten  zweier  simultanen  binären  biquadratischen  Formen.  Von  GalL 

Mathem.  Annal.  XXXUI,  197;  XXXIV,  332. 

470.  Entwickelung  der  Grundsyzyganten  der  binären  Formen  6.  Ordnung.  E.  Stroh. 

Mathem.  Annal.  XXXIV,  364. 

471.  Die  fundamentalen  Syzyganten  der  binären  Formen  6.  Ordnung.    E.  Stroh. 

Mathem.  Annal.  XXXIV,  306. 

472.  Die  irreducibeln  Syzyganten  einer  binären  Form  6.  Ordnung,  die  in  den  Co- 

efficienten  höher  als  vom  9.  Grade  sind.  v.  Gall.  Math.  Annal.  XXXV,  68. 

473.  Systems  of  reduoed  simultaneous  temary  forms  equivalent  to  a  given  temaiy 

form,  which  involves  several  sets  of  variables.    A.B.  Forsyth.    Quart 
Journ.  math.  XXIII,  102. 
Vergl.  Determinanten  886.    Invariantentheorie. 

Fonetionen. 

474.  Sur  la  recherche  des  discontinuit^s  polaires.     Hadamard.     Compt.  rend. 

CVIII,  722. 
476.  Formes  prinoipales  sur  les  surfaces  de  Biemann.    Fei.  Klein.    Compt  rend. 
CVIII,  134.  ^ 
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476.  Des  fonctions  ihSta  sur  la  surface  gän^rale  de  Biemann.  Fei.  Klein.  Compt. 

rend.  CVIII,  277. 

477.  Zorn  Fondamentalaatz   ans   der  Theorie   der  algebraischen  Fanctionen.     E. 

Bertini.    Mathem.  Annal.  XXXIV,  447.  —  M.  NOther  ehenda  460. 

478.  Sopra  un  teorema  del  sig.  Netto.    E.  Bertini.    Mathem.  AnnaL  XXXY,  466. 

479.  üeber  das  algebraische  Gebilde  n^  Stufe  im  Gebiete  von  n  +  1  Grössen.    0. 

Biermann.    Wien.  Akad.-Ber.  XGV,  802. 

480.  La  forme  la  plus  gän^rale  d*un  polyn6me  entier  F(x)  satisfaisant  auz  rela- 

tions  JP(l-«)  =  F(aj),  ^(— )  =  ^^'  L.Lefövre.  N. amu math.  Ser. 8, 
VÜI,  168.  * 

481.  Ueber  die  Ermittelung  der  Theiler  einer  ganzen  ganzzahligen  Function  einer 

Veränderlichen.    F.  Mertens.    Wien.  Akad.-Ber.  XCVII,  618. 

482.  Ueber  die  Entwickelung  der  doppelt  periodischen  Functionen  zweiter  und 

dritter  Art  in  triffonometriscne  Beihen.     M.  Krause.     Mathem.  Annal. 
XXXIII,  108;  XXXV,  677.    [Vergl.  Bd.  XXXIV,  Nr.  881.] 

483.  Snr   certaines   ezpressions   quadruplement  j)^riodique8   d^pendant   de   deux 

variables.   E.  Pioard.   Compt.  rend.  CVilF,  667,  669.  —  Appell  ibid.  607. 

484.  Zar  Theorie  der  Biemann*schen  Functionen  zweiter  Ordnung  mit  vier  V^- 

zweigungspunkten.    £.  He  an.    Mathem.  Annal.  XXXIII,  161. 

485.  Zur  Bildung^allgemeiner  6- Functionen.   A.  Krazer.   Mathem.  Annal.  XXXIII, 

691.    [Vergl  Bd.  XXXIV,  Nr.  882.] 

486.  Aufstellung  des  vollen  Formensystems  einer  quaternären  Gruppe  von  61840 

linearen  Substitutionen.    H.  Masohke.    Mathem.  AnnaL  aXXIII,  817. 

487.  Ueber  die  Darstellung  der  hypergeometrischen  Transcendenten  durch  ein- 

deutige Functionen.    E.  Papperitz.    Mathem.  Annal.  XXXIV,  247. 

488.  Beiträge  zur  Theorie  der  Lam^*scnen  Functionen.   E.  Heun.  Mathem.  Annal. 

XXXIII,  180. 

489.  üeber  symmetrische  Systeme.    L.  Er o necker.    Berl.  Akad.-Ber.  1889,  849. 

490.  üeber  die  Functionen  CJUx).  L.  Gegenbauer.  Wien.  Akad.-Ber. XCVII,  269. 

Ver^l  Abersche  Integrale.  Abbildung.  Bestimmte  Integrale.  Cylinderfuno- 
tionen.  Determinanten.  DifiPerentialgleichungen.  Differentialquotient  El- 
lintische  Transcendenten.  Factorenfolge.  Formen.  Gammafunctionen. 
Gleichungen.  Hyperelliptische  Transcendenten.  Imaginäres.  Invarianten- 
ttieorie.  Eettenbrüche.  Mittelwerth.  Partialbrüche.  Potential.  Beihen. 
Substitutionen.  Thetafunctionen.  Transformationsgruppen.  Unbestimmte 
Form.  Variationsrechnung. 

Chanmaftuetionen. 

491.  Zur  Theorie  der  Euler^schen  Integrale.    L.  Pochhammer.    Mathem.  Annal 

XXXV,  496. 

Oeodlsie. 

492.  On  the  amount  of  the  Elevations  attributable  to  compreesion  through  the 

contraction  during  cooling  of  a  solid  Earth.     0.  Fish  er.    Phil.  Mag. 
Ser.  6,  XXIII,  146;  XXIV,  891;  XXV,  7. 

493.  On  the  relation  between  the  size  of  a  Planet  and  the  rate  of  mountain-buil- 

ding  on  its  surface.    Ch.  Davison.    Phil.  Mag.  Ser.  6,  XXIV,  894. 

494.  Snr  le  mode  initial  de  däfermation  de  la  croüte  terrestre  ellipsoldale.    A. 

Bomieux.    Compt.  rend.  CVni,  861. 

Geometrie  (deseriptive). 

495.  Der  Satz  von  Pohlke.    C.  Eüpper.    Mathem.  Annal.  XXXIII,  474. 

496.  Sur  quelques  probl^mes  de  g^om^trie  descriptive  concernant  les  surfaces 

gauches  du  second  degr^.    G.  Fouret.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  VIII,  34. 

497.  Intersection  d'une  droite  et  de  la  surface  r^glee  ddfinie  par  trois  directrices 

rectiUgne.    L.  Lefevre.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  VIII,  389. 

Geometrie  (htthere). 

498.  üeber  einen  Satz  aus   der  Polarentheorie  der  algebraischen  Curven.    Ad. 

Schwarz.    Wien.  Akad.-Ber.  XCV,  42. 

499.  Die  Hesse*sche  Curve  in  rein  geometrischer  Behandlung.   E.  Eötter.  Mathem. 

Annal.  XXXIV,  128.  , 
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500.  Ueber  conia^rte  Garyen.     0.  SchleBinger.    Mathem.  Annal.  XXXIH,  315. 

[Vergl.  Bd.  XXXOI,  Nr.  438.] 

501.  üeber  elliptische  Curven  in  der  Ebene.    0.  Schlesinger.    Mathem.  Annal. 

XXXIII,  444;  XXXIV,  463.    [Vergl.  Bd.  XXXIV,  Nr.  401  u.  566.] 

502.  üeber  hyperelliptische  Curven.  K.  Bobek.  Wien.  Akad.-Ber.  XCV,  31.   [VergL 

Bd.  XXXnl,  Nr.  674.] 
508.  Sur  les  cubiques  nodales  circulaires.  Gl.  Servais.  N.ann.math.  Ser.3,  VIII,  197. 

504.  Zar  Theorie  der  rationalen  Curven  4.  Ordnung.    G.  Kohn.   Wien.  Akad.-Ber. 

XCV,  818, 

505.  üeber    die  Berührungskegelschnitte    und  Doppeltangeuten   der   allgemeineii 

Curve  4.  Ordnuuff.    G.  Kohn.    Wien.  Akad.-Ber.  XCVII,  325,  1381. 

506.  Ueber  die  zu  einer  allgemeinen  Curve  4.  Ordnung  adjungirten  Curven  9.  Classe. 

G.  Kohn.    Wien.  Akad.-Ber.  XCV,  338. 

507.  Ueber  eine  Gattung  regelmässiger  ebener   Configurationen.     J.  de  Vries. 

Mathem.  Annal.  XXXV,  401. 

508.  Ueber   die   einem  Vierseite   harmonisch   eingeschriebene  Configuration  18,. 

J.  de  Vries.    Wien.  Akad.-Ber.  XCVII,  1307. 

509.  üeber  eine  specielle  Classe  von  Configurationen  auf  den  elliptischen  Normal- 

curven  n*«  Ordnung.    A.  Schönflies.    Mathem.  Annal.  XKXV,  527. 

510.  Ueber  lineare  Mannigfaltigkeiten  projectiver  Ebenenbüschel  und  collinearer 

Bündel  oder  B&ume.    Berl.  Akad.-Ber.  1889,  833.     [Vergl.  Nr.  96.] 

511.  Ueber  die  linearen  Transformationen  des  tetraedralen  Complezes  in  sich.    A. 

Ameseder.    Wien.  Akad.-Ber.  XCVII,  627. 

512.  üeber  poljredrale  Configurationen.   J.  de  Vries.    Mathem  Annal.  XXXIV,  227. 

513.  Ueber  prqjective  Beziehungen,  die  durch  vier  Gerade  im  Baume  gegeben  sind. 

Fr.  Krieg  v.  Hochfeld en.    Wien.  Akad.-Ber.  XCVU,  806. 

514.  Üeber  Baumcurven  mter  Ordnung  mit  (m  — 2)-fachen  Secanten.    K.  Bobek. 

Wien.  Akad.-Ber.  XCV,  349. 

515.  Ueber  Baumcurven  5.  Ordnung  vom  Geschlecht  1.   Em.  Weyr.   Wien.  Akad.- 

Ber.  XCVn,  592.     [Vergl.  Bd.  XXXDl,  Nr.  449.J 
Veigl.  Elliptische  Trauscendenten  456.  Invariantentheorie  570.  Kegelschnitte. 
Kinematik.    Oberflächen.    Oberflächen  zweiter  Ordnung. 

Geschichte  der  Mathematik. 

516.  Ueber  den  Stern  misri  der  Assyrer.    E.Mahl  er.  Wien.  Akad.- Ber.  XC  V,  299. 

517.  Ueber  eine  in  einer  syrischen  Grabinschrift  erwähnte  Sonnenfinstemiss  von 

1315.    Ed.  Mahler.    Wien.  Akad.-Ber.  XCV,  359. 

518.  Duodecimalsystem    und   Decimalsystem   in   den  Busszahlen   der   fränkischen 

Volksrechte.    H.  Brunn  er.    Berl.  Akad.-Ber.  1889,  1039. 

519.  The  investigation  by  Wallis  of  bis  expression  for  «.    Cayley.    Quart  Joum. 

math.  XXUr,  165. 

520.  Angelo  Genocchi  f  7.  III.  1889.    Hermite.    Compt  rend.  CVni,  475. 

521.  P.  du  Bois  Reymond  t  7.  IV.  1889.    Hermite.    Compt.  rend.  CVUI,  887. 

522.  Nekrolocr  von  Paul  du  Bois  -  Reymond.  H.  Weber.   Math.  Annal.  XXXV,  457. 

523.  G.  Halphen  f  23.  V.  1889.    Hermite.    Compt.  rend.  CVIII,  1079;  CIX,  994. 

524.  Gilberte  Govi  f  VII.  1889.  /J.  Bertrand.    Compt.  rend.  CIX,  131. 

525.  Phillips  f  14.  XII.  1889.    Hermite.    Compt.  rend.  CIX,  927,  996. 

Oleichuigen. 

526.  üeber  den  Gordan'schen  Beweis  des  Fundamentalsatzes  der  Algebra.    F.  v. 

Dalwigk.    Mathem.  Annal.  XXXIV,  158. 

527.  Ein  Beweis  des  Fundamentalsatzes  der  Algebra.    F.  Mertens.    Wien.  Akad.- 

Ber.  XCVn,  1506. 

528.  Les   discriminants   des  r^solvantes  de  Galois.     F.  Brioschi.     Compt.  reni 

CVni,  878. 

529.  Zur  Auflösung  von  Gleichungen.    Fr.  Meyer.    Mathem.  Anual.  XXXIlI.  511. 

530.  Sur  les  dquations  r^ciproques.     Ch.  de  Comberousse.    N.  ann.  math.  Ser.S, 

Vni,  27. 
631.  Zuröckführung  einer  beliebigen  algebraischen  Gleichung  auf  eine  Kette  von 
Gleichungen.    Mathem.  Annal.  XXXIV,  26. 

532.  The  elimiuant  of  two  binary  quantics.     P.  A.  Mao  Mahon.    Quart. fJoam. 

math.  XXm,  139. 

533.  Sur  le  nombre  des  racines  communes  ä  plusieurs  dquations  simultan^es.    £. 

Picard.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  Ylli,  6. 
VergL  Elliptische  Trauscendenten  458. 
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Hydrodynamik. 

634.  On  the  critioal  mean  cnrvatare  of  liquid  sarfaces  of  revolation.  A.  W.  Bück  er- 
Phil. Mag.  Ser.  5,  XXUr,  35. 

636.  üeber  ein  neues  Ausflassproblem.    E.  Kobald.    Wien.  Akad.-6er.  XCVI,  692. 

636.  Ueber  die  Bewegung  eines  festen  Körpers  in  einer  Flüssigkeit.  H.  Minkowski. 
Bari.  Akad.'Ber.  1888,  1095. 

537.  Eqnations  of  the  stream  lines  due  to  the  motion  of  an  ellipsoid  in  perfect 
and  in  yiscous  fluid.    R.  A.  Hermann.    Quart  Joum.  math.  XXIII,  378. 

638.  The  oscillations  of  a  mass  of  gravitating  liquid  in  the  form  of  an  elliptic 

cy linder  which  rotates  as  if  rigid  about  its  azis.   A.  E.  H.  Love.    Quart. 
Joum.  math.  XXHl,  158.     [Vergl.  Bd.  XXXI,  Nr.  518.] 

639.  On  the  motion  of  a  liquid  eliiptic  cvlinder  under  its  own  attraction.    A.  E. 

H.  Love.    Quart.  Journ.  math.  XXIII,  153. 
540.'  On  Dedekind's  theorem  concerning  the  motion  of  a  liquid  ellipsoid  under  its 

own  attraction.    A.  E.  H.  Love.    Phil.  Mag.  Ser.  5,  XXV,  40. 
541.  On  the  maintenance  of  vibrations  by  forces  of  double  frequency  and  on  the 

propagation  of  waves  through  a  medium  endowed  witn  a  periodic  struc- 

ture.    Rayleigh.    Phil.  Mag.  Ser.  5,  XXIV,  145. 
548.  On  the  motion  of  viscous  incompressible  fluids.    A.  N.  Whitehead.    Quart. 

Joum.  math.  XXIII,  78,  143. 

543.  On  a  law  of  distribution  of  molecular  velocities  amongst  the  molecules  of  a 

fluid.    J.  ßuchanan.    Phil.  Mag.  Ser.  6,  XXV,  165. 

544.  Compl^ment  k  la  th^orie  des  deversoirs  en  mince  paroi,  qui  s^^tendent  k  toute 

la  largeur  du  lit  d*un  cours  d*eau.    J.  Boussinesq.   ^Compt.  rend.  CIX, 
515,  541,    [Vergl.  Bd.  XXXIII,  Nr.  492.1 

545.  On  stationary  waves  in  flowing  water.    Will.  Thomson.    Phil.  Mag.  Ser.  5, 

XXIII,  52.    [Vergl.  Bd.  XXXIV,  Nr.  436.] 

546.  On  the  front  and  rear  of  a  free  proceesion  of  waves  in  deep  water.    Will. 

Thomson.    Phil.  Mag.  Ser.  5,  XXIII,  113. 

547.  On  the  waves  produced  by  a  single  Impulse  in  water  of  any  depth,  or  in  a 

dispersive  medium.     Will.  Thomson.    Phil.  Mag.  Ser.  5,  XXlII,  252. 

548.  On  the  formation  of  coreless  vortices  by  the  motion  of  a  solid  through  an 

inviscid   incompressible   fluid.      Will.   Thomson.     Phil.  Mag.  Ser.  5, 
XXUI,  265. 
649.  On  the  stability  of  steady  and  of  periodic  fluid  motion.    Will.  Thomson. 
Phil.  Mag.  Ser.  6,  XXUI,  459,  629;  XXIV,  188,  272. 

550.  On  the  propagation  of  laminar  motion  through  a  turbulently  moving  inviscid 

liquid.     Will.  Thomson.    Phil.  Mag.  Ser.  5,  XXIV,  842. 

551.  Demonstration   d^une  formule  relative  ä.  la  capillarit^.     L.  L^vy.     N.  ann. 

math.  Ser.  3,  VIII,  111. 

552.  Sur  les  propri^t^s  physiques  de  la  couche  superficielle  libre  d*un  liquide  et 

de  la  couche  de  contact  d*un  solide  et  d!^un  liquide.    Van  derMens- 
brugghe.    Compt.  rend.  CIX,  295,  607. 

553.  On  the  theory  of  electric  endosmose  and  other  allied  phenomena,  and  on  the 

ezistence  of  a  sliding  coefficient  for  a  fluid  in  contact  with  a  solid.    H. 
Lamb.    Phil.  Mag.  Ser.  5,  XXV,  52. 

554.  Ueber  atmosphärische  Bewegungen.     H.  v.  Helmholtz.     Berl.  Akad.-Ber. 

1889,  761.    [Vergl.  Nr.  6.J 

555.  Zur  Wellentheorie  gasartiger  Mittel.     A.  V.    Bäcklund.     Mathen».  Annal. 

XXXIV,  371. 

556.  On  the  equilibrium  of  a  gas  under  its  own  gravitation  only.  Will.  Thomson. 

Phil.  Mag.  Ser.  5,  XXUI,  287. 

557.  Ueber  die  Fortpflanzung  ebener  Luftwellen  endlicher  Schwingungsweite.    O. 

T  u  m  1  i  r  z.    Wien.  Akad.-  Ber.  XC V,  867. 
Vergl.  Geodäsie.  _ 

Hyperbel. 

558.  Propri^t^s  de  Thyperbole  ^quilat^re,  qui  a  pour  sommets  les  points,  dans  les- 

quels  deux  cercles  donnäs  se  coupent.   F.  Farjon.   N.  ann.  math.  Ser.  8, 

^"^'  187.  „       ^  ,  ^^ 

Hyperboloid. 

&59.  Ueber  eine  Strahlencongnienz  beim  Hyperboloid.  E.  Waelsch.  Wien.  Akad.- 
Ber.  XCV,  781. 
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Hyperelliptisöhe  Truucendonten. 

560.  Grundzflge  einer  allgemeinen   Systematik  der  hyperelliptischen  Functionen 

I.  Ordnung.    F.  Klein  &  H.  Barkhardt.    Mathem.  Annal.  XXXV,  IdS. 
Yergl.  DifiPerentialgleichangen  402.     Elliptische  Transcendenten  454.    Geo- 
metrie (höhere)  502. 

I. 

Lnaginlres. 

561.  Zar  Theorie  der  aus  n  Hanpteinheiten  gebildeten  oomplexen  Zahlen.   Friedr. 

Schur.    Mathem.  Annal.  XXXIII,  49. 
Yergl.  Bestimmte  Integrale  374,  875.    Zahlentheorie  746. 

LLvariantentheorie. 

562.  üeber  die  Endlichkeit  des  Invariantensystems  für  binäre  Grundformen.    D. 

Hilbert.    Mathem.  Annal.  XXXIII,  223.  —  A.  Cayley  ebenda  XXXIV, 
819.  —  Jul.  Petersen  ebenda  XXXV,  110. 

563.  Eine  besondere  Art  von  Govarianten  bildender  Operation.    Ed.  Wiltheiss. 

Mathem.  Annal.  XXXV,  433. 

564.  Die  geometrische  Deutung  von  Invarianten  räumlicher  Colineationeu  und  Be- 

ciprocitäten.    P.  Muth.    Mathem.  Annal  XXXIII,  498. 

565.  Die  Decomposition  der  Systeme  von  n'  Grössen  und  ihre  Anwendung  auf  die 

Theorie  der  Invarianten.   L.  Eronecker.   Berl.  Akad.-Ber.  1889,  479,  603. 

566.  üeber  invariante  Gebilde  temärer  Formen.    F.  Mertens.     Wien.  Akad.-Ber. 

XCV,  942. 

567.  Ueber  die  invarianten  Gebilde  einer  temären  cubischen  Form.    F.  Mertens. 

Wien.  Akad.-  Ber.  XCVII,  437. 

568.  Invariante   Gebilde   von   Nullsystemen.     F.   Mertens.     Wien.  Akad.- Ber. 

XCVn,  619. 

569.  Simultaneons  reciprocants.    A.  Berry.    Quart  Joum.  math.  XXIII,  260. 

570.  Sur  rinvariant  diffärentiel  des  figures  congrnentes.     J.  Andrade.     N.  ann. 

math.  Ser.  3,  VIII,  150. 

571.  On  the  theory  of  forms  in  the  Integration  of  linear  difiPerential  equations  of 

the  second  order.    A.  B.  Forsyth.    Quart.  Joum.  matii.  XXÜI,  45. 
Vergl.  Differentialgleichungen  396,  397.    Formen.    Substitutionen  698. 

Irrationaliahlen. 

572.  Zur  Weierstrass - Cautor'schen  Theorie  der  Irrationalzahlen.  Eberh.  Illigens. 

Math.  Annal.  XXXIII,  155;  XXXV,  451.  —  G.  Cantor  ebenda  XXXIII,  476. 

Xegelsehnitte. 

573.  On  the  generalised  problem  of  contacts.  H.  M.  Jeff  er  y.   Quart.  Joum.  matL 

XXJII,  358. 

574.  Demonstration   du  th^oräme  de  Pascal.     A.  Benon.     N.  ann.  math.  Ser.  8, 

-    VIII,  307. 

575.  Sur  une  g^n^ralisation  du  th^or^me  de  Pascal  donnant  9  points  en  ligne 

droite.    Au  ber  t.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  VIII,  529. 

576.  Ueber  Quetelet's  Focalcurven.    C.  Pelz.    Wien.  Akad.- Ber.  XCVII,  1411. 

577.  Sur  les  coniques  inscrites  dans  le  quadrilatäre  forma  par  les  tangeotes  com- 

munes  k  un  cercle  et  une  parabole.     G.  Leinekugel.     N.  ann.  math. 
Ser.  3,  Vni,  288,  298.  —  E.  Marchand  ibid.  331. 

578.  Sur  le  Heu  des  foyers  des  coniques  qui  passent  par  quatre  points  d'un  cercle. 

H.  Faure.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  VIII,  98. 

579.  Sur  les  points  d*intersection  d^une  conique  fixe  avec  une  conique  mobile  pas- 

sant  par  deux  points  fixes.    P.  Appell.    N.  ann.  math.  Ser.  8,  VIII,  48. 

580.  Sur  deux  coniques  d*excentricitä  donnäe  et  circonscrites  k  un  triangle  donn^ 

dont  les  axes  homologes  fönt  un  angle  donn^.   E.  Borel.   N.  ann.  math. 
Ser.  3,  VUI,  495. 

581.  Etüde  g^omätrique  d'une  famille  de  coniques.     Ch.  Fabrv.    N.  ann.  math. 

Ser.  8,  Vm,  56. 

582.  Einen  geraden  Ereiskegel  nach  gegebenem  Kegelschnitte  zu  schneiden.   Fr. 

Ruth.    Wien.  Akad.- Ber.  XCV,  240. 
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583.  Becherches  Bur  les  Burfaces  qai  sont  au  mdme  temps  lieaz  de  coniqueB  et  en- 

veloppes  de  cöoee  du  second  degr^.    Blutel.    Compt.  rend.  CVlil,  496. 
VergL  Ellipee.    Hyperbel.    Kreis.    Parabel. 

Xette&brftehe. 

584.  Calcul  direct  des  termeB  d'une  r^duite  de  rang  queiconoue  d*nne  fraeiion  con- 

tinue  pdriodique.    M.  d'Ocagne.    Comi)t.  rend.  GVIII,  499. 
586.  Sur   une   application  de  la  thäorie  des  fractiouB  continueB  alg^briques.     8. 
Pincherle.    Com^t.  rend.  CVill,  888. 

586.  Sur   les  fractiona   contmueB  qui  expriment  leg  deuz  racines  d'nne  ^quation 

quadratique.    Sj^lvester.    Compt.  rend.  CVIJI,  1087,  1084. 

587.  Sur  la  valeur  d'une  fraction  continue  noie  et  purement  p^riodiqne.  SylvOBter. 

Compt.  rend.  CVUI,  1195. 

588.  Sur  un  dlveloppement  en  fraction  continue.    StieltjcB.    Compt.  rend«  CVOI, 

1297. 

Kinematik. 

589.  Sur  an  d^placement  particulier  d*une  figure  de  forme  invariable.    A.  Mann- 

heim.   N.  ann.  math.  Ser.  3,  VIII,  308. 
690.  Note  sur  un  Systeme  de  deux  conrboB  planes.   A.  Mannheim.   N.  ann.  math. 
Ser.  3,  VlII,  825. 

591.  Sur  le  däplacement  d*une  droite.    Balitrand.   N.  ann. math.  Ser.  S,  VUI,  626. 

592.  Ueber  Gruppen  von  Transformationen  des  Baumes  in  sich.    A.  SchOnflies. 

Mathem.  Annal.  XXXIV,  172.    [Vergl  Bd.  XXXUI,  Nr.  529.] 
Vergl.  Ellipse  449. 

Kreis. 

593.  Qtemätrie  du  compas.    J.  Colette.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  YUI,  512. 

594.  On  the  circles,  whioh  are  described  about  the  four  circles,  escribed  and  in- 

scribed  in  a  given  plane  triangle,  taken  by  triads.  H.  M.  Jeffery.  Quart. 
Joum.  math.  XXIII,  180. 

595.  Tangente  commune  ä  deuz  circonfdrenoes  circonscrites  k  deuz  triangles  pas- 

sant  chacun  par  deuz  points  fizes  et  un   point   variable.     Gambey. 
N.  ann.  math.  Ser.  3,  Vlll,  312. 
Vergl.  Spharik. 


Magaetismus. 

596.  On  the  formulae  of  Bemoulli  and  of  Haecker  for  the  lifting-power  of  magnets. 

S.  F.  Thompson.    Phil.  Mag.  Ser.  6^  XXVI,  70. 

597.  Ueber   die  HerBteilung  intensiver  magnetischer  Felder.     J.  Stefan.    Wien. 

Akad.-Ber.  XCVII,  176. 

598.  Sur  r^nergie  potentielle  magn^tique  et  la  mesure  des  coefficients  d^aimanta- 

tion.    Gouy.    Compt  rend.  UIX,  935. 
Vergl.  Optik  679,  680. 

Mazinia  und  M^^ms. 

599.  Theorie  der  Mazima  und  Minima  einer  Function  von  zwei  Variabein.     L. 

Scheeffer.    Mathem.  Annal.  XXXV,  641. 

600.  On  the  division  of  space  with  minimum  partitional  area.    Will.  Thomson. 

Phü.  Mag.  Ser.  6,  XXIV,  603. 
Vergl.  Oberflächen  684.    Potential  676.    Variationsrechnung. 

Meehaaik. 

601.  The  laws  of  motion.    R.  F.  Muirhead.    Phil.  Mag.  Ser.  6,  XXIII,  473. 

602.  On  a  theorem   of  Jacobi  in  dynamics.     E.  J.  Bouth.     Quart.  Joum.  math. 

XXUI,  34.    [Vergl.  Bd.  XXXIV,  Nr.  182.] 

608.  Theorie  der  pendelartigen  Schwingungen.     M.  Th lesen.     BerL  Akad.-Ber. 
1889,  277. 

604.  Les  transformations  isogonales  en  M^caniqpe.  E.  Goursat.    Compt.  rend. 

CVIII,  446.  —  G.  Darbouz  ibid.  449. 

605.  De  rhomographie  en  m^canique.    Appell.    Com^t  rend.  CVIII,  824, 

606.  üeber  die  Fortpfiansungsgeschwindigkeit  der  Gravitation.    J.  v.  Hepperger. 

Wien.  Akad.-Ber.  XCvU,  337. 

607.  Sur  la  th^orie  de  la  d^formation  infiniment  petite  d*nn  milieu.   E.  BeltramL 

Compt  rend.  CVIII,  602. 
Hlrt.-ltt.  Abthlg.  d.  ZdUohr.  f.  MMh.  n.  Phyi.  ZZXY,  «.  ä|itized  by  LjOOQIc 
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608.  Sur  une  r^duction  da  probl^me  des  n  corps  qai  conBerve  -^  oa  — -—  distanoee 

mataelles.    Andrade.    Gompt.  rend.  CVIir,  226,  280. 

609.  Tangente  en  un  point  d'une  courbe  remarqaable.    J.  Pomey.    N.  ann.  math. 

Ser.  3,  Vni,  627. 

610.  Lieii  des  pointe  d*an  solide  qui  partagent  avec  le  centre  de  gravit^  Tane  de 

ses  propriätäs  dynarniques.  A.  de  Saint-Germain.  N.  ann.  math.  Ser. 8, 
Vllf,  188. 

611.  Description  d^herpolhodies.    A.  de  Saint-Germain     N.  ann.  math.  Ser.  8, 

VIII,  18. 

612.  Sar  le  monyement  d*un  point  mat^riel  snr  une  sph^re.    G.  Eobb.    Compt. 

rend.  CVm,  669. 

613.  Sur  les  accäl^rations  d'ordre  quelconque  de  points  d*un  corps  solide  dont  an 

point  est  fize.    Ph.  Gilbert.    Compt.  rend.  CVIII,  92. 

614.  Formules   de   la  dissämination  du  mouvement  transversal  dana  une  plaque 

plane  ioddfinie.    J.  Boussinesq.    Compt.  rend.  CVIII,  639. 

615.  Ueber  Membrane,  deren  beide  Hauptspannungen  durchaus  gleich  sind.    Ed. 

Aulinger.    Wien.  Akad.-Ber.  XCv,  170. 

616.  Propositions  du  congr^s  international  de  Mäcanique  appliqu^.     Phillips. 

Compt.  rend.ClX,  491.  —  H.  Resal  ibid.  528. 

617.  To  what  Order  of  lever  does  the  oar  belong?    T.  K.  Abbott    Phil.  Mag. 

Ser.  5,  XXm,  58.  —  F.  A.  Tarleton  ibid.  222. 

618.  Sur  le  mouYement  d'un  fil  dans  un  plan  fixe.     G.  Floquet.     Compt.  rend. 

CVni,  661. 

619.  Sur  deux  appareils  nouveaux  de  mäcanique.    G.  Darboux  &  G.  Eoenigs. 

Compt.  rend.  CIX,  49. 

620.  De  la  marche  chez  les   animaux   quadrupädes.     C.  Pag&s.     Compt.  rend. 

CVni,  194. 

621.  Des  effets  d'un  veut  intermittent  dans  le  vol  ä  voile.    Marey.    Compt.  rend. 

CIX,  551. 

622.  Sur  les  transmissions  ä  grande  vitesse.    H.  L6&\it6,    Compt.  rend.  CIX,  52. 

Vergl.  Astronomie.  Elasticität.  Elektricität  Geodäsie.  Hydrodynamik.  Eäne- 
matik.    Magnetismus.    Molekularphysik.    Optik.   Potential    W&rmelehre. 

Mehrdimsnsionale  Oeometrle. 

623.  Becherches  g^närales  sur  les  courbes  et  les  surfaces  r6g\6eB  alg^briqaes.    C 

Segre.    Mathem.  Annal.  XXXIV,  1.    [Vergl.  fid.  XX KU I,  Nr.  568.] 

624.  Ueber  die  reffelmässisen  Punktgruppen  in  Räumen  höherer  Dimension  und 

die  zugehörigen  linearen  Substitutionen  mehrerer  Variabein.    0.  Bier- 
mann.   Wien.  Akad.-Ber.  XCV,  523. 

Klttelwerth. 
626.  Sur  certaines  moyennes  arithm^tiques  des  fonctions  d*une  variable  oomplexe. 
A.  Gutzmer.    N.  ann.  math.  Ser.  8,  VIII,  101. 

Moleenlarphysik. 

626.  On  the  law  of  molecular  force.    W.  Sutherland.    Phil  Mag.  Ser.  5,  XXIV, 

118,  168.    [Vergl.  Bd.  XXXIV,  Nr.  679.] 

627.  Snr  la  iactique  molScuIaire  de  la  made  artificielle  da  spath  d*Islande  prodoite 

par  Baumhauer  au  moyen  d'un  oonteau.   Will.  Thomson.  Compt  rend. 
CIX,  833. 

628.  Sur  r^quilibre  des  atomes  et  sur  Tdlasticitä  des  solides,  dans  la  th^orie  bosco- 

yichienne  de  la  matiäre.    Will.  Thomson.    Compt.  rend.  CIX,  887. 

629.  Sur  une  Constitution  gyrostatique  adynamiqae  pour  T^ther.  Will.  Thomson. 

Compt.  rend.  CIX,  458. 


Oberfliehen. 

680.  Beiträge  zur  Flächentheorie.    E.  Waelsch.    Wien.  Akad.-Ber.  XCVE,  164. 

681.  Algebraische  Untersuchungen  über  Flächen  mit  gemeinschaftlicher  Cnrve.  W. 

End.    Mathem.  Annal.  XXXV,  82. 
632.  Sur  les  lignes  asymptotiques  et  les  syst^mes  coinugu^s  trac^s  sur  une  surfoce. 
Lelieuvre.     Compt  rend.  C!X,  792.    [Vergl.  Bd.  XXXIV,  Nr.  61S.J 
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638.  Snr  le  plan  asymptote  et  les  cylindres  asymptotes  d'oDe  surface.  Ch.  Biehler. 

N.  ann.  math.  Ser.  3,  VIII,  636. 
634.  Sur  la  surface  minima  reelle  qui  admet  poar  ligne  gäodäsiqae  ane  oycloide 

donn^e.    Qambey.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  VlII,  355. 
636.  Sar  le  caractöre  an^nel  se  reconnait  Täquation  diffärentielle  d'un  Systeme  g^o- 

d^sique.    R.  Liouville.    Compt.  rend.  C  VIII,  495* 

636.  Snr  les  Burfaces  k  doable  g^ndration  drcalaire  et  snr  les  sarfaces  doublement 

envelopp^es  par  des  quadriques.    G.  Eoen'igs.    Compt.  rend.  CIX,  364. 

637.  ZnrClaBsifioation  der Flächen3. Ordnung.  K.Bobek.  Wien.Akad..Ber.XCVI,355. 
688.  üeber  Flachen  3.  Ordnung  mit  Knotonpimliten.    G.  Kohn.   Wien.  Akad.-Ber. 

XCVI,  1298. 

639.  A  symmetrical  gystem  of  equatious  oi'  the  lines  on  a  cubie  Eurface  which  has 

a  conical  point.    H.  W.  Richmond.    Quart.  Joum.  math.  XXIII,  170. 

640.  üeber  die  rationalen  Flächen  4.  Ordnung.     M.  Not  her.     Mathem.  Annal. 

XXXni,  546. 

641.  Ueber   die  Singularit&ten   einer   Gattung  von   Rückungsfi&chen  4.  Ordnung. 

A.  Sucharda.    Wien.  Akad.-Ber.  XCVII,  1083. 

642.  Equation  gänärale  des  surfaces  r^gl^es  dont  la  ligne  de  striction  satisfait  k 

certaines  conditions.     E.  Amigues.     N.  ann.  math.  Ser.  3,  VIII,  77.  — 
E.  Cesaro  ibid.  445. 

643.  Analytische  Darstellung  der  kürzesten  Linien  auf  allen  abwickelbaren  Flächen. 

A.  Puchta.    Wien.  Akad.-Ber.  XCVII,  1269. 

644.  Ueber  das  Mazimalgeschlecht  von  windschiefen  Flächen  gegebener  Ordnung. 

K.  Bobek.    Wien.  Akad.-Ber.  XCVI,  1024. 
646.  Extension  du  probläme  d*Euler  sur  T^quation  d8*=^dx*  +  dy*  au  cas  d'une 
surface  qnelconque.    G.  Eoenigs.    Compt.  rend.  CVIII,  221. 

646.  Sur  un  probilme  de  la  thäorie  des  surfaces.    L.  Raffy.    Compt.  rend.  CVÜI, 

498;  CIX,  609,  661.  —  G.  Eoenigs  ibid.  CIX,  565,  639. 

647.  Eine  charakteristische  Eigenschaft  der  Flächen,  deren  Linienelement  d«  durch 

d^  =  («(2f)  +  A(g«))  .  (^21*  +  dq^*)  gegeben  wird.    P.  Stäckel.    Mathem. 
Annal.  XXXV,  91. 
Vergl.  Abbildung.  Kegelschnitte  583.  Mehrdimensionale  Geometrie.  Optik  664. 

Oberfliehen  sweiter  Ordnimg. 

648.  Ueber  das  Normalensystem  und  die  Centrafläche  der  Flächen  zweiter  Ordnung. 

E.  Waelsoh.    Wien.  Akad.-Ber.  XCV,  549;  XCVII,  683. 

649.  Sur  les  plans  diamätrauz  dans  les  surfaces  du  second  ordre.    Ch.  Biehler. 

N.  ann.  math.  Ser.  3,  VIII,  247. 

660.  Longuenr  des  axes  d*une  section  plane   d'une   quadrique,  en  coordonn^es 

obliques.    Et.  Pomey.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  VIII,  88. 

661.  Sur  les  surfaces  du  deuxieme  degrä.     Ch.  Biehler.     N.  ann.  math.  Ser.  3, 

VUI,  573. 

662.  Zur  Gruppe  der  acht  harmonisch  zugeordneten  Flächen  zweiten  Grades.    G. 

Eober.    Mathem  Annal.  XXXIII,  470. 

663.  Quadrique  passant  par  deuz  points  d'un  ellipsoüde  et  les  deuz  ellipses  suivant 

lesqueUes  TellipsolLde  est  coupä  par  les  plans  polaires  des  aeux  points. 
Gambey.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  VIII,  346. 
Vergl.  Ellipsoid.    Geometrie  (descriptive)  496.    Hyperboloid. 

Optik. 
654.  Bestimmung  der  optischen  Wellenfläche  aus  einem  ebenen  Centralschnitte 
derselben.    A.  Brill.    Mathem.  Annal.  XXXIV,  297. 

666.  Theoretical  essay  on  the  distribution  of  energy  in  the  spectra  of  solids.    M. 

W.  Michelson.    Phil.  Mas.  Ser.  5,  XXV,  425. 
656.  An  account  of  Cauchy*s  theory  of  reflection  and  refraction  of  light.  J.  Walker. 
Phil.  Mag.  Ser.  6,  XXlil,  UU 

667.  On  Cauchy*s  and  Green *s  doctrine  of  eztraneous  force  to  expluin  dynamically 

FresnePs  kinematics  of  double  refraction.    Will.  Thomson.   Phil.  Mag. 
Ser.  5,  XXV,  116. 

668.  On  the  reflezion  and  refraction  of  light.  WilL  Thomson.   Phil.  Mag.  Ser.  6, 

XXVI,  414,  600. 
660.  On  the  application  of  Sir  Will.  Thomson's  theory  of  a  contracüle  aether  to 
double  refraction,  dispersion,  metallic  reflezion,  and  other  optical  problemp. 
R.  T.  Glazebrook.    Phil.  Mag.  Ser.  5,  XXVI,  621, 
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660.  Sar  la  doable  r^fraction  elliptique  da  quartz.    F.  Beaulard.    Compt. rend. 

CVm,  671;  CIX,  140. 

661.  On  the  numerical  relation  between  tbe  index  of  refraction  and  the  wave-length 

within  a  refractive  medium  and  on  tbe  limit  of  refraction.    T.  P.  Dale. 
Phil  Ma^.  Ser.  5,  XXV,  325. 

662.  On  the  reflexion  of  light  at  a  twin  plane  of  a  cryatal.  Bayleigh.  Phil.  Mag. 

Ser.  5,  XXVI,  241. 

663.  Sar  le  principe  d'Huygens  et  sor  la  th^orie  de  Tarc-en-ciel.     Mascart. 

Compt.  rend.  CVIII,  16. 

664.  On  the  general  laws  of  brightness  of  images.    J.  D.  Everett.    Phil.  Mag. 

Ser.  6,  XXV,  216. 

665.  On  the  coincidence  of  rav-directions  in  a  biazis  crystal  which  correapond  to 

certain   coniogate  planes  of  polarization.    W.  Wal  ton.     Qnart  Journ. 
math.  XXni,  7. 

666.  Sar  la  polarisation  elliptique  par   reflexion  vitreuse.     A.  Potior.     Compt. 

rend.  CVIII,  599. 

667.  Sar  les  franges  d*interfdrence.    J.  Macä  de  L^pinay.     Compt.  rend.  CIX, 

187,  893. 

668.  Sar  rachromatisme  des  interfdrences.    Mascart.    Compt.  rend.  CVIII,  591. 

669.  Relation  entre  le  poavoir  rotatoire  magnätique  et  Tentrainement  des  ondes 

lumiueases  par  la  matiäre  pond^rable.  A.  Potior.  Compt.  rend.CVOI,  510. 

670.  Snr  la  polarisation  rotatoire  magn^tiqae.   Vaschy.    Compt.  rend.  CVIII,  848. 

Vergl.  Astronomie  860,  361. 

P. 

Parabel. 

671.  Sar  deox  säries  de  paraboles.    Lemaire.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  VIII,  391. 

672.  Sar  les  coniqaes  passant  par  un  point  comman  k  deox  parabole&  dont  ehac- 

ane  appartient  ä  une  särie  de  ces  coarbes.    J.  Lemaire.    N.  ann.  math. 
Ser.  3,  Vm,  503. 
678.  Somme  des  angles  qae  fönt  avec  Taxe  des  x  les  3  tangeutes  communes  ä  2 
paraboles,   dont  chacane  appartient  ä   une  s^rie  de  ces  coarbes.    E. 
Borel.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  VIII,  509. 

Partialbr&elie. 

674.  Sar  la  d^composition  des  fractions  rationnelles  en  fractions  simples.  V.  Jamet 

N.  ann.  math.  Ser.  3,  YIII,  228. 

Potential. 

675.  Existenzbeweise  zur  Theorie  des  Potentiales  in  der  Ebene  und- im  Baume. 

A.  Harnack.    Mathem.  Annal.  XXXV,  19. 

676.  Sar  deux  thäorämes  carieux  signal^s  par  M.  Poincar^.    Andradez.    N.  ana 

math.  Ser.  3,  VIII,  435. 

677.  Potentiel  d*un  ellipso'i'de  homogene  oa  compos^  de  couches  homognes  oon- 

centriques,  dont  la  density  varie  d*une  ooache  k  la  suivante.    A.  Astor. 
N.  ann.  math  Ser.  3,  VIII,  232. 

678.  Electro-magnetic  and  other  images  in  spheres  and  planes.  J.  Larmor.  Qoari 

Journ.  math.  XXIII,  94. 
Vergl.  Elektricität    Magnetismus.    Wärmelehre. 


Reotifleatien. 

679.  Expressions  approohäes  da  contour  de  Tellipse  et  de  la  surfsuse  de  rellipsoide 

en  fonction  des  deux  moyennes  arithm^tique  et  gäom^trique  des  dämi' 
axes.     J.  Boussinesq.     Compt.  rend.  CVlII,   695.  —  G.  Feano  ibid. 
CK,  960. 
VergL  Geschichte  der  Mathematik  519     Oberflächen  645,  646,  647. 

Reihen. 

680.  Allgemeine  Theorie  der  Divergenz  und  Couvergenz  von  Reihen  mit  positiven 

Gliedern.    Alfr.  Pringsheim.    Mathem.  Annal.  XXXV,  297. 

681.  Ueber  die  Convergenz  der  hjpergeometrisohen  Reihen  zweier  und  dreier  Ver 

änderlichen.    J.  Hörn.    Maüiem.  Annal.  XXXIV,  544. 
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688.  Snr  \e»  iennes  comjpl^meDtaires  de  la  forninle  sommatoire  d'Ealer  et  de  celle 
de  StirÜDg.    N.  Sonin.    Compt  rend.  CVIII,  726. 

683.  Sar  le  däyeloppement  de  la  B^rie  de  Foarier.    T.  J.  Stielt j es.    N.  ann.  math. 

Ser.  S,  VlII,  472. 

684.  lieber  die  Darstellung  einer  willkürlichen  Function  durch  die  Fonrier-Bessel- 

Bcheu  Functionen.    A.  Harnack.    Mathem.  Annal.  XXXV,  41. 
686.  Sar  un  point  de  la  th^orie  des  s^ries.     A.  Gutzmer.     N.  ann.  math.  Ser.  3, 
VDI,  22. 

686.  Sar  le  däveloppement  en  s^ries  des  fonctions  implicites.    Worontzoff.    N. 

ann.  math.  Ser.  3,  YIII,  140. 

687.  Ueber  eine  summatorische  Function.    L.  Kronecker.    Berl.  Akad.-Ber.  1889, 

867.    [Vergl.  Bd.  XXXU,  Nr.  346.] 

688.  Zum  Laffrange*8chen  Reversionstheorem.  O.Stolz.  Wien.  Akad.-Ber.  XCV,  199. 

689.  üeber  die  Lambert'sche  Beibe.    0.  Stolz.    Wien.  Akad.-Ber.  XCV,  659. 

690.  D^veloppement  de  y  en  särie  suivant  les  puissances  croissantes  de  m,  ätant 

donn^e  la  relation  8in(x^y)  =  m8in{X'^v)  et  m<l.  Worontzoff. 
N.  ann.  math.  Ser.  3,  VÜI,  143.  —  Bouche  ibid.  148. 

691.  Sur  les  sdries  2^^  Sh'    ^-  Markoff.    Compt  rend.  CIX,  934. 

Vergl.  Cylinderfunctionen  384.   Differentialgleich angen  401.   Elemeutararith- 
metik  446.    Functionen  482. 

n. 

Singularitäten. 

692.  Allgemeine  S&tze   über  die  scheinbaren  Singalaritaten   beliebiger  Baumcur- 

ven.     Ad.  Eneser.     Mathem.  Annal.  XXXIV,  204.     [Vergl.  Bd.  XXXIV, 
Nr.  448.] 
Vergl.  Oberfi&chen. 

Sphlrik. 

693.  On  the  circles ,  which  may  be  described  about  the  eight  small  circles  of  a 

sphere,  taken  by  triads,  ivhich  are  inscribed  in  the  triangles  formed  by 
tnree  planes  intersecting  in  the  centre.  H.  M.  Jeffery.  Quart.  Journ. 
math.  XXIII,  1,  98. 

Stereometrie. 

694.  Sar  les  polyädres.    C.  Bourlet.    N.  ann.  math.  Ser.  8,  VIII,  366. 

Snbstitationen. 

695.  üeber  die  Transitivitätsgrenze  der  Substitutionengrappen,  welche  die  alter- 

nirende  ihres  Grades  nicht  enthalten.  AI  fr.  Sochert.  Mathem.  Annal. 
XXXUI,  672.    [Vergl.  Bd.  XXXUI,  Nr.  665  ] 

696.  Üeber  die  Zahl  der  verschiedenen  Werthe,  die  eine  Function  gegebener  Buch- 

staben durch  Vertauschung  derselben  erlangen  kann.  AI  fr.  Bochert. 
Mathem.  Annal.  XXXUI,  684. 

697.  Ueber  den  Söderberg 'sehen  Beweis  des  Galois'schen  Fundamentalsatzes.    O. 

Holder.    Mathem.  Annal.  XXXIV,  464. 

698.  The  differential  equation   of  the  most  general  substitation  of  one  yariable. 

P.  A.  Mac  Mahon.    Phil.  Mag.  Ser.  6,  XXUI,  642. 


T. 

Thetaftmetionen. 

699.  Die  partiellen  Differentialgleichungen  der  hypereliiptischen  Thetafunctionen. 

Ed.  Wiltheiss.    Mathem.  Annal.  XXXUI,  267. 

700.  Ueber  Resultanten  und  Discriminanten  von  d- Functionen   höheren  Grades. 

0.  Schlesinger.    Mathem.  Annal.  XXXUI,  411. 

701.  Die  complexe  Multiplication  der  Thetafunctionen.    W.  Scheibner.   Mathem. 

Annal.  XXXIV,  465. 

702.  Ueber  den  Znsammenhang  der  Thetafunctionen  mit  den  elliptischen  Integralen. 

W.  Scheibner.    Mathem.  Annal.  XXXIV,  494. 
Vergl.  Functionen  476. 
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Topologie. 

703.  üeber    den  Zasanimenbang    gewisser  topologiscber  Tbatsachen  mit  neuen 

Sätzen  der  höheren  Arithmetik  und  dessen  theoretische  Bedeutung.    0. 
Simony.    Wien.  Akad.-I3er.  XCVI,  191. 

704.  üeber  jene  Gebilde,  welche  geschlossenen,  aus  drei  tordirten  Streifen  her- 

gestellten Flächen  durch  gewisse  Schnitte  entspringen.    J.  L.  Schuster. 
Wien.  Akad.-Ber.XC VII,  217. 

TransformatioBsgnippeii. 

705.  Neue  BegrCIndung  der  Theorie  der  endlichen  Transform ationegpruppen.  Friedr. 

Schur.     Mathem.  Annal.  XXXV,  161. 

706.  Die  Znsammensetzung  der  stetigen  endlichen  Transformationsgrappen.    W. 

Killing.    Mathem.  Annal.  XXXni,  1;  XXXIV,  67.    [Vergl.  Bd.  XXXIV, 
Nr.  499.) 

707.  Erweiterung  des  Begriffes  der  Invarianten  von  Transformationsgrappen.    W. 

Ei  Hing.    Mathem.  Annal.  XXXV,  423. 

708.  Bestimmung  der  grössten  Unterffruppeu  derjenigen  projectiven  Gruppe,  welche 

eine   Gleichung    zweiten   Grades   in   n  Veränderlichen  invariant  läset 
Herm.  Werner.    Mathem.  Annal.  XXXV,  113. 

Trigonometrie. 

709.  Sur  les  ^quations  auxqaelles  conduit  le  probläme  de  la  division  des  arcs  en 

trigonometrie.    Ch.  Biehier.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  VIII,  652. 
Vergl.  Elliptische  Transcendenten  466. 

17. 
unbestimmte  rormon. 

710.  üeber  Verallgemeinerung  eines  Satzes  von  Cauchy.    0.  Stolz.    Math.  Annal. 

XXXni,  287. 

V. 
Yariatiloasreehiimig. 

711.  lieber  ein  Kriterium  des  Grössten  und  Kleinsten  in  der  VariatiODBrechnoDg. 

A.  Win  ekler.    Wien.  Akad.- ßer.  XCVII,  1066. 

712.  Zur  Theorie   der  zweiten  Variation.     G.  v.  Esoherich.     Wien.  Akad.-Ber. 

XCVn,  1416. 

713.  Rapport  sur  un  Memoire  de  Mr.  E.  Vicaire  portant  pour  titre:   Sur  les  pro- 

pridt^s  communes  ä  toutes  les  courbes  qui  rempussent  une  certaine  con- 
dition  de  minimum  ou  de  maximum.    Jordan.    Compt.  rend.  CVUI,  330. 


Winnelehre. 
714.  On  the  foundations  of  the  kinetic  theory  of  gases.    Tait.    Phil.  Mas.  Ser.  6. 

XXUI,  141.    [Vergl.  Bd.  XXXIV,  Nr.  678.] 
716.  On  an  eztension  of  Camot^s  theorem.  J.  Parker.   PhiLMag.  8er.5,XXV,  612. 

716.  Ueber  das  Gleichgewicht  der  lebendigen  Kraft  unter  Gasmolekülen.    A.  Lo- 

rentz.    Wien.  Akad.-Ber.  XCV,  116. 

717.  Sur  les  tentatives  d*ezplication  m^canique  des  principes  de  la  Thermodjna- 

mique.    H.  Poincar^.    Comp t  rend.  CVÜI,  660. 

718.  Neuer  Beweis  zweier  Sätze  über  das  Wärmegleichgewicht  unter  mehratomigen 

Gasmolekülen.    L.  Boltzmann.    Wien.  Akad.- Ber.  XCV,  168. 

719.  Ueber  einige  Fragen  der  kinetischen  Gastheorie.     L.  Boltzmann.    Wien. 

Akad.-Ber.  XCVI,  891.    [Vergl.  Bd.  XXXni,  Nr.  699] 

720.  On  the  assumptions  necessary  for  the  theoretical  proof  of  Avogadro's  law. 

L.  Boltzmann.    Phil.  Mag.  Ser. 6,  XXUI,  306;  XXV,  81.  —  Tait  ibid. 
XXni.  433;  XXV,  172. 

721.  On  the  diffusion  of  gases.    8.  H.  Burbury.    Phil.  Mag.  Ser.  6,  XXIV,  471; 

XXV,  129.  -  Tait  ibid.  XXV,  38. 

722.  üeber  das  Gleichgewicht  der  lebendigen  Kraft  zwischen  progressiver  und  Ro- 

tations -  Bewegung  bei  Gasmolekülen.    L.  Boltzmann.    Berl.  Akad.-  Ber. 
1888,  1396. 

723.  üeber  das  Verhalten  der  Gase  zu  den  Gesetzen  von  Mariotte  und  Gay-LuBsac. 

C.  PuBchl.    Wien.  Akad.-Ber.  XQVI,  64, 
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724.  Ueber  das  Verhalten  des  Wassentoffs  zum  Mariotte^sohen  Gesette.    C.  Pasch l. 

Wien.  Akad.-Ber.  XCVI,  813. 
726.  Ueber  das  Verhalten  der  Gase  sum  Mariotte*Bchen  Gesetze  bei  sehr  hohen 

Temperaturen.    C.  Paschl.    Wien.  Akad.-Ber.  XC VII,  142. 

726.  Ueber  den  höchsten  Siedepunkt  der  Flüssigkeiten.   0.  Puschl.   Wien.  Akad.- 

Ber.  XCVI,  65. 

727.  Ueber  die  specifische  W&rme  and  die  inneren  Kräfte  des  Wassers.  C.  Paschl 

Wien.  Akad- Her.  XC VII,  1118. 

728.  Ueber  die  Zasammendrückbarkeit  der  Gase  und  der  Flüssigkeiten.  C.  Pnschl. 

Wien.  Akad.-Ber.  XCVI,  1028. 

729.  Ueber  die  Wärmeaasdehnung  der  Flüssigkeiten.     C.  Paschl.    Wien.  Akad - 

Ber.  XCVI,  1181. 

730.  Image  mtotnique  des  ph^nomönes  thermod)'namiqae8.    Chaperon.    Compt 

rend.  CIX.  862. 
781.  Sur  ane  loi  gänärale  relative  auz  effets  des  transformations  reversibles.  Gouy. 
Compt.  rend.  CVIII,  341. 

732.  Sar  les  transformations  et  P^quilibre  en  Thermodynamique.    Gouy.    Compt 

rend.  CVni,  607. 

733.  Sar  la  transformation  etTäquilibre  en  Thermodynamique.  P.  Duhem.  Compt 

rend.  CVlil,  666. 

734.  Sar  r^nergie  utilisable  et  le  potentiel  thermodynamique.    Gouy.   Compt.  rend. 

CVni,  794. 
736.  Sar  la  correspondance  des  äquations  caract^ristiques  desgaz.    Lad.  Na  tan - 
Bon.    Compt.  rend.  CIX,  866. 

736.  Sar  la  loi  de  deform ation  par  refroidissement  d*une  masse  fluide  homogene 

en  rotation.    A.  Bomieux.    Compt  rend.  CVIII,  337. 
Vergl.  Eiektricität  438,  439,  440,  441.    Geodäsie. 

Wahrsdhaiiiliehkeitsredmimg. 

737.  L*art  de  faire  parier  les  statistiques.    Delauney.    Compt.  rend.  CVIII,  909. 

738.  Sar  ane  question  du  calcul   des  probabilit^s.     E.  Mayer.     Compt.   read. 

CVni,  391. 

739.  On  discordant  observations.   F.  T.  Edgeworth.   Phil.  Mag.  8er.  6,  XXIII,  364. 

740.  A  new  method  of  reducing  observations  relating  to  several  quantities.    F.  Y. 

Edgeworth.    Phil.  Mag.  Ser.  6,  XXIV,  222;  XXV,  184. 

741.  On  Mr.  Edgeworth^s  methoa  of  reducing   observations   relating  to  several 

quantiües.    H.  H.  Turner.    Phil.  Mag.  Ser.  6,  XXIV,  466. 

742.  The  empirical  proof  of  the  law  of  errors.     F.  T.  Edgeworth.     Phil.  Mag. 

Ser.  6,  XXIV,  330. 

743.  The  ohoice  of  means.    F.  T.  Edgeworth.    Phil.  Mag.  Ser.  6,  XXIV,  268. 

744.  G^näralisation  de  la  loi  deMakeham     A.  Quiauet.    Compt.  rend.  CIX,  794. 
746.  On  random  scattering  of  points  on  a  sarfetce.   J.  Kleiber.   Phil.  Mag.  Ser.  5, 

XXIV,  439. 


Zahlentheoris. 

746.  Zur  Theorie  der  allgemeinen  complexen  Zahlen  und  der  Modulsysteme.    L. 

Kronecker.    Berl.  Akad.-Ber.  1888,  983.    [Vergl.  Nr.  321.] 

747.  Die  Bedingungen  für  die  Existenz  einer  bestimmten  Anzahl  von  Wurzeln  einer 

Congruenz.    L.  Gegenbauer.    Wien.  Akad.-Ber.  XCV,  166. 
749.  Ueber  Congruenzen.    L.  Gegenbauer.    Wien.  Akad.-Ber.  XCV,  610. 
749.  Ueber  primitive  Congruenzwurzeln.     L.   Gegenbauer.     Wien.  Akad.-Ber. 
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üeber  die  Systeme  derjenigen  Kegelschnitte,  die  eine 
bicircnlare  Curve  vierter  Ordnung  viermal  berühren.'*^ 

Von 

Dr.  phil.  Otto  Richter 

in  Leipzig. 


Hierzu  Taf.  I— IV. 


Yorbemerknngen. 

In  meiner  Arbeit  über  die  Kreisfasspanktcnrven**  ist  unter  anderen 
S&tzen  auch  der  folgende  enthalten: 

„Es  sei  ein  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  K  gegeben,  auf  ihm  zwei 
Gegenpunkte  (Endpunkte  eines  Durchmessers)  E  und  F.  Eine  Ellipse  Q, 
f&r  welche  die  Summe  oder  Differenz  der  Halbaxen  gleich  dem  Durchmesser 
2q  des  Kreises  ist,  bewege  sich  so,  dass  ihre  Axen  beständig  durch  E 
bez.  F  gehen  (so  dass  ihr  Mittelpunkt  den  Kreis  selbst  durchläuft).  Dann 
wird  ihre  Peripherie  bestfindig  durch  einen  festen  Punkt  D  auf  der  Geraden 
EF  gehen  und  eine  Kreisfusspunktcurve  einhüllen,  deren  Doppelpunkt  D 
ist  Die  Berührungspunkte  werden  von  gleichseitigen  Hyperbeln  durch  die 
Brennpunkte  der  Eingehüllten  ausgeschnitten.'' 

Der  Beweis  fClr  diesen  Satz  ist  leicht  rein  synthetisch  zu  führen.  Nimmt 
man  bei  jener  Bewegung  der  Ellipse  als  Veränderliche  den  Winkel  9>,  wel- 
chen die  durch  E  gehende  Ellipsenaxe  mit  EF  bildet,  so  lässt  sich  der 
Beweis  auch  analytisch  geben,  indem  man  aus  der  Gleichung  der  Ellipse 
und  ihres  Differentialquotienten  nach  fp  diese  Veränderliche  eliminirt.  Bei 
dem  Versuche,  diese  Rechnung  wirklich  durchzuführen,  bemerkte  ich;  dass 
sich  eine  weit  allgemeinere  Bewegung  mit  denselben  Mitteln  ohne  Schwie- 
rigkeit verfolgen  lässt,  wobei  nicht  mehr  eine  Kreisfusspunktcurve,  sondern 
eine  allgemeine  bicircnlare  Curve  vierter  Ordnung  eingehüllt 
wird.  Jene  Verallgemeinerung  beruht  erstens  darauf,  dass  man  auch  die 
Hyperbeln  in  den  Kreis  der  Betrachtungen  zieht,  sodann  aber  vor  allen 
Dingen  darin,  dass  man  den  Kegelschnitt  0  nicht  mehr  constant  lässt,  son- 

*  8.  die  Berichte  d.  Könlgl  sächs.  Gcsellsch.  d.  Wissensch.  1890,  Sitzung  vom 
13.  Januar. 

*^  Vergl.  Zeiischr.  f.  Math.  u.  Phjs.,  Bd.  34  S.  888flgg. 

Kdtoohr.  f.  Math.  n.  Phyiik.   XXXV.  Jahrg.   flnppl.  1 
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dem  festsetzt,  seine  Halbazen  a,  h  seien  bei  der  Bewegung  nachfolgendem 
Gesetze  veränderlich: 


1)   a^=^ayi^k€082ip^%8in2<p,    h^ßj/l  —  X cos^fp  —  t sm2<p^ 

wobei  unter  o,  /},  ü,  t  Constanten  zu  verstehen  sind.  Alle  Kegelschnitte 
eines  solchen  S jstemes  sind  einander  ähnlich.  Hierzu  ist  zu  bemerken, 
dass  ich  dabei,  wie  es  üblich  ist,  solche  Kegelschnitte  ähnlich  nenne ^  deren 
Asymptotensysteme  congruent  sind,  bei  reellen  Hyperbeln  also  ohne  Rück- 
«sieht  darauf,  in  welchen  Asymptotenfeldem  sie  liegen. 

Die  Ergebnisse,  die  hier  ftlr  die  bicircularen  Curven  vierter  Ordnung 
abgeleitet  sind,  übertragen  sich  mit  Hilfe  einer  Collineation  natürlich  aaf 
die  aligemeinen  Curven  vierter  Ordnung  vom  Oeschlechte  1. 

Von  den  15  eigentlichen  Systemen  viermal  berührender  Kegelschnitte 
bei  einer  gegebenen  Curve  vierter  Ordnung  vom  Geschlechte  1  sind  hier  nur 
zwölf  behandelt,  von  denen  jedes  vier  Doppeltangenten  oder  zwei  Doppel- 
tangentenpaare enthält,  und  die  überdies  paarweise  so  zusammengehören, 
dass  je  zwei  dieselben  vier  Doppeltangenten  enthalten.  Aehnliche  Sätze 
bestehen  bekanntlich  für  die  Curven  vierter  Ordnung  vom  Oeschlechte  2  und  3. 

In  dem  besondern  Falle  der  Curven  vom  Oeschlechte  1  ist  es  mir  ge- 
lungen, diese  „Systempaare^  noch  durch  eine  andere  umkehrbare  projeeti- 
vische  Beziehung  zu  kennzeichnen  (s.  unten),  und  ohne  Zweifel  werden  ahn* 
liehe  Beziehungen  zwischen  zusammengehörenden  Systemen  auch  bei  Curren 
höheren  Banges  nachzuweisen  sein. 

Was  die  drei  noch  übrigen  Systeme  betrifft,  so  sind  sie  ftlr  den 
Fall,  wo  die  Curve  in  zwei  Kegelschnitte  zerfällt,  längst  bekannt;*  einige 
Sätze,  die  neu  zu  sein  scheinen,  sind  darüber  im  Anschlüsse  an  das  Bei- 
spiel vom  Kreispaare  mitgetheilt  Aber  auch  bei  einer  beliebigen  Curve 
vierter  Ordnung  vom  Geschlechte  1  ist  es  leicht,  sich  eine  genaue  Vorstellung 
davon  zu  machen.  Ich  thoile  hier  blos  die  Ergebnisse  mit:  Eines  von  diesen 
drei  Systemen  enthält  fünf  zerfallende  Kegelschnitte,  nämlich  die 
vier  Doppeltangentenpaare  und  die  doppelt  gezählte  Verbin- 
dungslinie der  Doppelpunkte.  Die  Mittelpunkte  der  Kegelschnitte 
dieses  Systemes  erfüllen  eine  Curve  vierter  Ordnung  mit  vier  Doppelpunkten. 
Diese  zerfällt  in  die  Verbindungsgerade  der  Doppelpunkte  der 
gegebenen  Curve  und  eine  Curve  dritter  Ordnung  mit  Doppel- 
punkt. Von  den  beiden  anderen  Systemen  hat  jedes  vier  zerfallende 
Kegelschnitte;  nämlich  zwei  Paare  von  Doppeltangenten  und 
zwei  Paare  von  den  Tangenten,  die  von  den  Doppelpunkten 
aus  sich  an  die  Curve  ziehten  lassen;  in  jedem  bilden  die  Mittel- 
punkte der  Kegelschnitte  eine  Curve  vierter  Ordnung  mit  drei 
Doppelpunkten. 


^  Salmon- Fiedler,  Analytische  Geometrie  der  Kegelschnitte,  4.  Aufl.  S. 433. 
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Was  nun  die  im  Folgenden  behandelten  oben  genannten  zwOlf  Be- 
rührkegelschnittssysteme  betrifft,  so  mögoa  die  Ergebnisse  für  eine 
bicirculare  Cur?e  vierter  Ordnung  6  vom  Geschlechte  1  ausgesprochen,  kurz 
zusammengestellt  werden.  Dabei  ist  die  Gesammtheit  der  Kegelschnitte  eines 
Sjstemes  mit  Z,  ein  einzelner  Kegelschnitt  darin  mit  Q  oder  Qi  bezeichnet. 

Die  Kegelschnitte  Q  des  Systemes  I  haben  folgende  Eigenschaften: 

1.  Die  Axen  aller  Kegelschnitte  Q  gehen  durch  zwei  feste 
Punkte  S,  F. 

2.  Polglich  erfüllen  ihre  Mittelpunkte  denjenigen  Kreis  ft, 
von  dem  EF  ein  Durchmesser  ist,  den  ^Mittelpunktskreis  des 
Sjstemes  T*'. 

3.  Der  Mittelpunkt  dieses  Kreises  St  ist  die  Mitte  desjeni. 
gen  Vierecks,  das  von  den  Doppelbrennpunkten  der  Curve  6 
gebilde^t  wird. 

4.  Alle  Kegelschnitte  Q  sind  einander  ähnlich. 

Im  Kreise  $t  läset  sich  noch  ein  anderer  Durchmesser  E'F'  ziehen, 
mit  Beziehung  auf  den  das  System  Z  folgende  Eigenschaft  hat: 

5.  Je  zwei  Kegelschnitte  0,  deren  Mittelpunkte  symme- 
trisch mit  Beziehung  auf  E'F'  liegen,  sind  congruent. 

Auch  kann  man  Z  als  ans  Kegelschnittspaaren  Q^  Q^  zusammen- 
gesetzt betrachten;  es  sollen  nftmlich  zwei  Kegelschnitte  £),  £),  einander  zu- 
geordnet werden,  deren  Mittelpunkte  Enden  eines  Durchmessers  von  S  sind. 
Je  zwei  solche  Kegelschnitte  sind  parallelazig,  so  dass  ihre  Schnittpunkte 
ein  Kreisviereck  bilden.     Dann  gilt: 

6.  Die  allen  diesen  Kreisvierecken  umgeschriebenen  Kreise 
fallen  mit  einander  zusammen.  Der  so  bestimmte  Kreis  soll  der 
Schnittpunktskreis  des  Systemes  Z  heissen.  Sein  Mittelpunkt  M 
liegt  auf  der  Geraden  EF. 

7.  Durch  die  acht  Berührungspunkte  eines  Kegelschnitts- 
paares 0,  Ol  kann  eine  gleichseitige  Hyperbel  $  gelegt  werden. 
Alle  diese  Hyperbeln  (entsprechend  den  verschiedenen  Kegelschnitts- 
paaren)  sind  concentrisch  und  bilden  ein  Büschel,  dessen  Grund- 
punkte Brennpunkte  der  Curve  (S  sind.  Der  gemeinsame  Mittel- 
punkt der  Hyperbeln  Q  mag  G  heissen;  er  liegt  auf  der  Ge- 
raden EF. 

8.  JE7,  F]  O,  M  sind  harmonische  Punkte. 

9.  In  dem  Systeme  Z  befinden  sich  auch  zwei  zerfallende, 
aus  je  zwei  Doppeltangenten  von  €  zusammengesetzte  Kegel- 
schnitte, deren  Mittelpunkte  zufolge  5.  symmetrisch  zu  ein- 
ander mit  Beziehung  auf  E'F  liegen. 

10.  Ausserdem  enthält  das  System  Z  noch  zwei  andere  zer- 
fallende Kegelschnitte,  die  aber  nicht  aus  eigentlichen  Dop- 

!• 
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peltangenten,  sondern  ans  Tangenten  an  die  Carve  Ton  den 
Doppelpunkten  ans  bestehen.  Die  gegenseitigen  Schnittpunkte 
dieser  zwei  zerfallenden  Kegelschnitte  sind  die  in  7.  genann- 
ten Brennpunkte. 

11.  Die  Frage  nach  dem  Orte  entsprechender  Punkte  der 
einander  ähnlichen  Kegelschnitte  0  führt  auf  eine  biciroulare 
Carve  vierter  Ordnung  TT  vom  Geschlechte  Null,  die  die  ge- 
gebene Curve  S  ebenfalls  viermal  berührt.  Die  Berührungs- 
punkte der  Curven  TT  werden  auch  durch  ein  Kegelschnitts- 
büschel bestimmt,  und  ihre  Doppelpunkte  erfüllen  den  Kreis  ff. 

12.  Andererseits  erhält  man  als  Antwort  auf  die  Frage, 
welche  Curve  von  entsprechenden  Tangenten  der  Kegel- 
schnitte Q  eingehüllt  wird:  ein  Kegelschnitt  0\  der  die  Cur?e 
($,  wiederum  viermal  berührt.  Alle  diese  neuen  Kegelschnitte 
Q'  bilden  ein  System  Z'  von  derselben  Art  wie  Z,  d.  h.  ihre 
Azen  gehen  durch  zwei  feste  Punkt(9,  und  zwar  durch  E'  und 
F\  so  dass  ihr  Mittelpunktskreis  mit  dem  von  Z'  zusammen- 
fällt; und  alle  Kegelschnitte  Q'  sind  einander  ähnlich.  Je 
zwei  Kegelschnitte  O'sind  congruent,  deren  Mittelpunkte  sym- 
metrisch in  Beziehung  auf  EF  liegen.  Ein  System  entspre- 
chender Tangenten  der  Kegelschnitte  Q'  hüllt  einen  Kegel- 
schnitt 0  ein.  Die  beiden  zerfallenden  Kegelschnitte  des  Sy- 
stemes  Z' liefern  dieselben  Doppeltangenten  wie  die  des  Syste- 
me s  Z.  Deshalb  sind  zwei  solche  Systeme  Z,  Z^  die  sich  gegenseitig  entspre- 
chen, ein  Systempaar  oder  zwei  zu  einander  conjugirte  Systeme 
genannt  worden. 

13.  Die  Polarencurve  eines  gegebenen  Punktes  Z  in  Be- 
ziehung auf  das  System  Z,  d.  h.  der  Ort  der  Polaren  von  Z  mit 
Beziehung  auf  die  Kegelschnitte  Q,  ist  ein  Kegelschnitt  3*  Die 
Polcurve  dagegen,  d.  h.  der  Ort  der  Pole  einer  gegebenen  ge- 
raden Linie  mit  Beziehung  auf  die  Kegelschnitte  Q,  ist  eine 
circulare  Curve  vierter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkte. 

Eine  gegebene  bicirculare  Curve  vierter  Ordnung  S  wird  nun,  ent- 
sprechend dem  Umstände,  dass  ihre  vier  Paare  Doppeltangenten  sechs  Com- 
binationen  zu  je  zweien  zulassen ,  von  sechs  Paaren  conjugirter  Systeme  oder 
also  von  zwölf  einzelnen  Systemen  ähnlicher  viermal  berührender  Kegel- 
schnitte eingehüllt,  deren  Mittelpunkte  auf  concentrischen  Kreisen  liegen. 
Dabei  ergeben  sich  mehrere  Sätze  über  die  Lage  der  gegenseitigen  Schnitt- 
punkte und  der  Berührungspunkte  der  Doppeltangenten. 

Es  sind  auch  Paare  zusammenfallender  conjugirter  Systeme 
möglich  (Doppelsysteme),  d.  h.  Systeme,  die  sich  selbst  coi]gugirt  sind,  so 
dass  entsprechende  Tangenten  der  Kegelschnitte  des  Systemes  einen  Kegel- 
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schnitt  desselben  Systemes  einhüllen.  In  dieser  Hinsicht  habe  ich  den 
folgenden  Satz  bewiesen: 

Wird  eine  bicironlare  Carve  vierter  Ordnung  von  einem 
Systeme  Z  eingehüllt,  das  sich  selbst  conjugirt  ist,  so  zerfftllt 
sie  nothwendig  in  zwei  Kreise.  Jedes  Ereispaar  aber  wird 
von  zwei  solchen  Doppelsystemen  eingehüllt. 

Schliesslich  habe  ich  die  Theorie  noch  anf  die  oircnlaren  Cnrven 
dritter  Ordnung  ausgedehnt.  Jede  solche  Gurre  wird  von  sechs  Paa- 
ren conjugirter  Parabelsysteme  eingehüllt,  indem  jede  Parabel  die 
Corre  dreimal  berührt  In  jedem  einzelnen  Systeme  laufen  die  Axen  aller 
Parabeln  durch  einen  Punkt;  und  in  jedem  Systeme  kommt  eine  zerfallende 
Parabel  vor,  die  aus  zwei  von  den  vier  Tangenten  besteht,  welche  an  die 
Carre  parallel  ihrer  reellen  Asymptote  gelegt  werden  können.  Zwei  con- 
jugirte  Parabelsysteme  enthalten  dieselbe  zerfallende  Parabel.  Die  sechs 
Systempaare  entsprechen  dann  den  Combinationen  jener  vier  Tangenten  zu 
Paaren.  Ein  Parabelsystem,  das  sich  selbst  conjugirt  ist,  hüllt  eine  in 
einen  Kreis  und  eine  Oerade  zerfallende  Curve  ein,  und  jede  derartige  Gurre 
wird  von  zwei  solchen  Parabelsystemen  erzengt. 

Die  einzelnen  Ergebnisse  für  die  allgemeinen  Gurren  vierter  Ordnung 
vom  Oeschlechte  1  auszusprechen,  habe  ich  unterlassen;  nur  die  hauptsäch- 
lichsten Ergebnisse,  die  sich  auf  die  Doppeltangenten  beziehen,  sind 
nach  jener  Richtung  hin  verallgemeinert  worden. 

Im  Anschlüsse  an  die  Theorie  sind  in  dieser  Abhandlung  mehrere  be- 
sonders ausgezeichnete  Beispiele  ausführlicher  behandelt  worden,  nftmlich 
die  Gassini'sche  Curve,  die  Mittelpunktsfusspunktourve  des 
Kegelschnittes,  die  Cartesische  Curve,  die  aus  zwei  Kreisen 
bestehende  Curve  (das  Kreispaar);  ferner  die  verallgemeinerte 
Cissoide,  sowie  die  in  eine  Oerade  und  einen  Kreis  zerfallende 
Curve.  Diese  Beispiele  betreffen  also  die  bekanntesten  Curven  höherer 
Ordnung.  Einige  von  den  hierbei  sich  ergebenden  Sätzen  sind  bereits  (wenn 
schon  in  anderem  Zusammenhange)  in  der  Arbeit  über  die  Kreisfusspunki- 
curven  enthalten,  ^uch  für  den  besonderen  Fall  der  Kegelschnitte 
selbst  sind  die  entsprechenden  Sätze  angegeben.  Dabei  gelangt  man  z.  B. 
ZQ  dem  folgenden  Satze:  Gegeben  sei  ein  Kegelschnitt  und  ein  ihm 
umgeschriebenes  gleichschenkliges  Dreieck.  Dann  wird  die 
Spitze  des  letzteren  und  der  Berührungspunkt  seiner  Grund- 
linie mit  den  vier  Brennpunkten  des  Kegelschnittes  auf  einer 
(gleichseitigen)  Hyperbel  liegen.  —  Insbesondere  werfen  auch  die  Er- 
gebnisse, die  bei  der  Behandlung  des  Kreispaares  gewonnen  wurden,  auf 
manche  bekannte  Elementarsätze  neues  Licht.  —  Die  Behandlung  der  bicircn- 
laren  Curven  vierter  Ordnung  vom  Geschlechte  Null  (d.  h.  der  allgemei- 
nen Fusspunktcurven  der  Kegelschnitte)  muss  einem  besonderen 
Aufsatze  vorbehalten  bleiben.     Bei  diesen  Curven  reduciren  sich  die  zwölf 
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Systeme  auf  nur  drei;  es  scheiden  nämlich  acht  Systeme  ans,  weil  ihre 
Kegelschnitte  durch  den  neugebildeten  Doppelpunkt  hindurohlanfem,  und 
überdies  geht  ein  System  in  das  Büschel  der  doppeltgezählten  Oeraden  durch 
jenen  Doppelpunkt  über. 


Erster  Abschnitt. 
Die  allgemeinen  bicircnlaren  Cnryen  vierter  Ordnung. 

%  L  Das  KegelBohnIttBsy Stern  !• 
Ein  der  OrössCi  aber  nicht  der  Gestalt  nach  verftnderlicher  Mittel- 
pnnktskegelschnitt  bewege  sich  so,  dass  die  eine  Axe  durch  den  ge- 
gebenen Punkt  Ey  die  andere  durch  den  gegebenen  Punkt  F  läuft  (Taf.  I 
Fig.  l  u.  2  a).  Die  Mitte  von  EF  oder  der  Mittelpunkt  des  Kreises  ft,  auf 
dem  sich  dann  der  Mittelpunkt  Q  des  Kegelschnittes  bewegt,  heisse  K,  Die- 
jenige Axe  des  Kegelschnittes,  die  (bez.  deren  Verlängerung)  durch  JE?  geht^ 
sei  ihrer  Länge  nach  mit  2a  bezeichnet,  die  andere  mit  2&;  der  Winkel 
QEK  sei  &=9),  mithin  LQJCF=2q>.  Den  Halbmesser  des  Kreises  nenne  ich 
Q  {9ssKE=KF).    Dabei  mögen  folgende  Abkürzungen  festgehalten  werden: 

2)  29  =  0,    co$<p^7tj    sinq>  =  a'j 

3)  ±a*  =  ^,     ±**  =  ^; 

und  es  sollen  a,  h  dem  Gesetze  1)  unterworfen  sein,  welches  sich  zufolge 
2)  und  3)  so  schreiben  läset: 

4)  .4  =  A(1— iloas0  — r5in0),    JB  =  B(1  — Aco50  — twnO), 
wenn 

5)  ±«*  =  A,     ±|S»=B;     (»«  =  P 

gesetzt  wird.  Ä  und  £,  ebenso  wie  A  und  B,  können  hierbei  bald  positi?, 
bald  negativ  sein,  und  die  Formeln  3)  und  5)  sind  so  zu  verstehen,  dass 
a'  und  &'  die  absoluten  Werthe  von  Ä  und  B  bedeuten  sollen,  ebenso 
tt'  und  /3*  die  absoluten  Werthe  von  A  und  B.* 

Es  sei  K  (Taf.  I  Fig.  1)  der  Nullpunkt  eines  Coordinatensystemes ,  und 
zwar  FF  die  a;-Axe,  der  dazu  senkrechte  Strahl  in  demjenigen  Halbkreise, 
in  dem  0  zwischen  0  und  n  liegt,  die  ^-Axe.  In  irgend  einer  Lage  des 
Kegelschnittes  sei  Q  der  Anfang  eines  Coordinatensystemes  x\  y'\  und  zwar 
sei  EQ  die  Richtung  der  a;"-Axe,  FQ  die  der  y"-Axe  (Fig.  l). 

Setzt  man  noch 

6)  fl;x  +  ^as=Z,    ää  — y»«=r, 

so  hat  man  die  üebergangsgleichungen: 

JO a?"=Z-^x,    /=-(r+(>a). 

*  Als  die  gegebenen  Conatanten  betrachte  ich  hiemach  bis  auf  Weiterei 
9,  A,  B,  *,  T. 
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Im  Coordinatensysteme  (« ',  y")  ist  die  Gleichung  des  Kegelschnittes 
nach  den  obigen  Festsetzungen: 

Die  Bedentang  der  Gleichungen  4)  Iftsst  sich  leicht  näher  ermitteln. 
Setzt  man  n&mlich  fest,  dass  unter  allen  umständen  ^  den  absoluten  Werth 
von  yk*  +  T*  bedeuten  soll,  was  durch  einen  Schlussstnch  an  dem  Wurzel- 
zeichen angedeutet  werden  mag: 

9)  ^=,/iH:?r|. 

bestimmt  man  den  Winkel  Y  oder  2^  durch  die  Gleichungen: 
.     10)  x^ficos^',    T  =  !isinW,    ^pV  =  y,    V  =  2i(;, 

und  gebraucht  eine  Abkürzung  für  den  Ausdruck  1  — Aco5  0  — t^0: 

11)  1  —  AcoÄ0  —  T5m0  =  9, 
so  erhält  man 

12)  e=l-fiCö«(0-V). 

Die  Punkte,  auf  welche  E  und  F  zu  liegen  kommen  würden,  falls  man  den 
Durchmesser  EF  um  den  Winkel  ^  in  der  positiven  Drehungsrichtung* 
drehen  wUrde,  mOgen  E'  und  F'  heissen.  Alsdann  sagt  die  Gleichung 
12)  aus: 

Je  zwei  Kegelschnitte  des  Sjstemes  Z,  deren  Mittelpunkte 
gleichweit  von  E'  (oder,  was  dasselbe  ist,  von  F')  abstehen, 
sind  congruent.  Der  Mittelpunkt  des  kleinsten  Kegelschnittes  ist  stets 
F\  der  des  grOssten  E'  (Taf.  I  Fig.  2a);  für  sie  hat  man 

9^=1  —  ^*,  bez.  9^=l  +  fi; 

13)  aA  =  a(l-fi),     a^  =  a(l  +  ft); 
&,  =  /J(l-.^),     ft,=  ^(l  +  ^); 

insbesondere  hat  man  für  die  beiden   „mittleren"  Kegelschnitte,   deren 

Mittelpunkte  Eq   ^0  =  ^-—)  und  JP^^<D  =  V+|.j    von  dem  Lothe  in 

^  auf  E'F'  ausgeschnitten  werden, 

14)  9„,=  1,     a^'-=a,     h^=:ß. 

Für  zwei  beliebige  parallelazige  Kegelschnitte  (deren  Mittelpunkte  Q,  Qi 
also  Gegenpunkte  im  Kreise  St  sind)  erhält  man  die  Beziehung** 

15)  4(9  +  90  =  1,  nämlich  9  =  l~ftcoÄ(0-HO,  9^=  l  +  fiCO5(0- V). 

Die  Formeln  14)  und  15)  geben  über  die  geometrische  Bedeutung  von 
a  und  ß  Aufschluss: 

*  D.  h.  in  der  Richtung,  in  welcher  man  die  positive  ji;- Aze  um  den  Winkel 
Y  drehen  müsste,  damit  sie  mit  der  positiven  j^-Axe  zusammenfiele. 

**  Die  Asymptoten  zweier  solcher  Kegelschnitte  stehen  paarweise  auf  eiu' 
ander  senkrecht 


Digitized  by  LjOOQ iC 


—    8    — 

Unter  den  Paaren  parallelaxiger  Kegelschnitte,  ans  wel- 
chen man  sich  das  System  Z  zusammengesetzt  denken  kann, 
giebt  es  eines  und  nur  eines,  das  „mittlere**,  für  welches  die 
beiden  Kegelschnitte  congruent  sind,  n&mlich  dasjenige,  des- 
sen Mittelpunkte  mit  den  Mittelpunkten  des  grOssten  und 
kleinsten  Kegelschnittes  {E\F')  ein  Quadrat  bilden;  die  Halb- 
axen  dieser  mittleren  Kegelschnitte  sind  a  und  ß.    Für  sie  ist 

16)  ^0„  =  -l. 

Zufolge  7)  und  8)  wird  die  Gleichung  eines  Kegelschnittes  im  Coordi- 
natensjsteme  («,  y)  sein: 
oder  nach  4)  BiX-,.)>  +  ÄiY+,ay  =  ÄB 

17)  B(X-p»)»  +  A(r+pff)«  =  AB(l-l<»s0-t«n<D), 
ausgerechnet: 

«»(Aff*+Bx»)  -2«yx«(A-B)  +  y»(A*«  +  B(j») 
18a)  +2«p(A«»-B*«)-2ypx«(A+B) 

^^^  H-P(A«»+B*»)-AB(l-i«w0-»s»«0)  =  O 

«»[(A+B)-(A-B)(»s0] 
—  2a!y(A-B)«»0 
18b)  +  y»[(A+B)  +  (A- B)  aw<D] 

+  2x^l[{^-B)-i^+B)cos<t>]-2tf<f{^+B)Hn<i> 

+  P[(A+B)  -  (A-B)  <»s0]  -  2AB(l-i(»s0- 1«»0)  =  a 

Die  Differentiation  von  17)  nach  q>  ergiebt: 

19)   B(Z-p*)(r-p(»)-A(X+c«)(r+^tf)  =  AB(-ia»n0  +  i(»«<l>). 

Mnltiplicirt  man  die  Gleichung  17)  mit  (T—qh),  19)  mit  (,X—(t) 
und  Bubtrahirt,  dann  17)  mit  (X  +  gn),  19)  mit  (F+^tf)  und  addirt,  so 
erhalt  man  folgende  zwei  Gleichungen: 

[(«+^)<»-yH]k-B[(«-c)ff— yx]  +  Bt[(a;-j)x-yo]  =  0, 

[(«-j)x+y«]k-A[(«+p)x+y<»]  +  At[(a!+(.)«+yx]  =  0, 
wo 

ist.  Diese  beiden  Gleichungen  sind  aber  homogen  und  linear  in  %  und  «, 
so  dass  sich  die  YerSnderliohe  <p  ohne  Weiteres  eliminiren  ISsst.  Man  erhilt 
ab  Gleichung  der  eingehtlllten  Curve  6  (mit  Weglassung  des  gemeinsamen 
Factors  k): 


20a) 


oder  auch 


-*«[A(l-A)  +  B(l  +  i)] 

+  2iry(A-B)T 

-y*[A(H-l)+B(l-A)] 

-  2«  j  [A  (1  - 1)  -  B(l  +i)]  +  2y ,,  (A + B)  T 

+  AB(l-^»)-p«[A(l-il)  +  B(l  +  i)l=:0 
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-  a!»[(A+B)  -  (A- B)i  +  2P] 
+  2«y(A-B)r 
'         -/l(A+B)  +  (A-BH  +  2P) 

-2«9[(A-B)-(A+B)A]  +  2yp(A+B)t 
+  AB(l-^»)-P[(A+B)-(A-B)i]  +  P«  =  0. 
Die  Gleichung  19)  stellt  eine  gleichseitige  Hyperbel  $  dar,  welche 
die  Berflhrpunkte  des  znm  Winkel  <p  gehörigen  Kegelschnittes  ausschneidet. 

Sie  schneidet  aber  offenbar  auch  die  Bertlhrpunkte  des  Kegelschnittes  tp  —  -^ 

ans,  da  ihre  Gleichung  nngeSndert  bleibt,   wenn  man  darin  <p  mit  9>  — -n 
Tertauscht.     Die  letztere  kann  man  auch  schreiben: 

(ß^—y*) ««0  —  2xyco8'i>  +  2(»*MKt>  —  yco8'i>).Q  ■  __p 
^^^  +Pain<i>-2-j^{Xsm<i>-xco30)  =  O. 

A  —  D 
(Vergl.  Taf.I  Fig.  2a.)  Im  Falle  A  =  t  =  0  (also  ft  =  0)  und  nur  in  diesem 
Falle  enthält  die  Hyperbel  zugleich  die  Mittelpunkte  der  beiden  Kegel- 
schnitte, deren  Berührpunkte  sie  ausschneidet;  dann  ist  die  Eingehüllte  eine 
CartesischeCurve,  die  später  ausftlhrlich  behandelt  wird  (II.  Abschnitt). 
Im  Allgemeinen  aber  enthält  nur  diejenige  Hyperbel  j^m*   für 

welche  tg<t>=Y  ^^^*  ^^®  Mittelpunkte  der  Kegelschnitte,  deren 

Berührpunkte  sie  ausschneidet.  Zufolge  10)  sind  diese  der  grösste 
und  kleinste  Kegelschnitt  (vergl.  S.  7  u.  Taf.  I  Fig.  2a).  Femer  er- 
kennt man  aus  61.  21)  y  dass  die  Asymptoten  der  Hyperbel  $  den  Azen  der 
beiden  Kegelschnitte  <i>  und  0  — n;  (deren  Berührpunkte  sie  ausschneidet) 
parallel  sind;  diese  zwei  Kegelschnitte  selbst  sind  parallelaxig.  Dazu 
kommt  aber  noch  eine  merkwürdige  Eigenschaft.  Die  in  Rede  stehende 
gleichseitige  Hyperbel  ^  läuft  nämlich  durch  die  vier  Schnittpunkte  je 
zweier  Kegelschnitte,  deren  Mittelpunkte  gleichweit  von  Q 
(oder  Yon  Q^)  entfernt  sind,  um  dies  zu  zeigen,  seien  Qs  und  Q^s 
zwei  solche  Punkte  auf  dem  Kreise  JT,  dass  LQ^Kq^LQ^^KQ^26y 
also  LQ^EQ^LQ^^EQ^S  ist,  so  sind  nach  18b)  die  Gleichungen  der 
Kegelschnitte  des  Systemes  Z,  deren  Mittelpunkte  Q^  und  Q^^  sind: 

^[(A  +  B)-(A-B)a)5(0  +  2d)] 
-2a;y(A-B)Äi»(0  +  2dJ 
+  y'[(A+B)  +  (A-B)co5(0  +  2«)] 

+  2Äp[(A-B)-(A  +  B)co5(0±2d)]-2y^(A+B)^n(0  +  2d) 
+  P[(A+B)-(A-B)co5(0±2d)]-2AB[l-Aco5(0±2d)-Tsin(0±2d)]  =  O. 

Subtrahirt  man  aber  die  hierdurch  dargestellten  zwei  Gleichungen  von  ein- 
ander, so  erh&lt  man  in  der  That,  abgesehen  vom  gemeinsamen  Factor 
(A-B)m2«,  die  Gleichung  von  ^,  21). 
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Hiernach  kann  man  den  Satz  anssprechen : 

Die  Berührpunkte  zweier  parallelaxiger  EegelschnitteQ,^^ 
des  Systeme»  Z  werden  von  einer  Hyperbel^  ausgeschnitten, 
deren  Asymptoten  den  Axen  der  beiden  Kegelschnitte  parallel 
sind  und  welche  der  Ort  der  Schnittpunkte  je  zweier  Kegel- 
schnitte des  Systemes  Z  ist,  deren  Mittelpunkte  symmetrisch 
zu  einander  in  Beziehung  auf  QQ^  liegen. 

Insbesondere  geht  die  Hyperbel  ^  durch  die  Schnittpunkte  zweier  nn- 
endlich  wenig  von  dem  Kegelschnitte  Q  oder  Q^  beiderseits  abweichenden 
Kegelschnitte,  d.  h.  eben  durch  die  Berührpunkte  dieser  Kegelschnitte;  an- 
dererseits aber  durch  die  Schnittpunkte  deijenigen  Kegelschnitte,  deren 
Mittelpunkte   Q^,   Q^  mit  Q  und  Q^  ein  Quadrat  bilden  (Taf.  I  Fig.  1), 

TS 

deren  Axen  also  um  -j-  gegen  die  Axen  der  Kegelschnitte  Q,  Q^  geneigt  sind. 

Durch  alle  diese  Beziehungen  wird  man  überhaupt  darauf  geführt,  das 
System  Z  nicht  mehr  als  aus  einzelnen  Kegelschnitten  Q,  sondern  als  aus 
Kegelschnittspaaren  Q,  Q^  zusammengesetzt  zu  betrachten.  Dann  liegt 
es  z.  B.  sehr  nahe,  nach  dem  Orte  der  Schnittpunkte  zu  fragen,  welche  die 
Kegelschnitte  dieser  Paare  gemein  haben.  Diese  Schnittpunktsvierecke  sind 
bekanntlich  Kreisvierecke,  weil  die  beiden  Kegelschnitte  eines  jeden  Paares 
parallelaxig  sind;  vergl.  weiter  S.  11. 

um  die  Hyperbeln  Q  zu  untersuchen,  führen  wir  ein  neues  Coordinaien- 
System  (g,  rj)  ein,  dessen  Anfang  der  Mittelpunkt  ff  der  Hyperbel  $ 
[21)]  ist    Die  |- Axe  habe  dieselbe  Richtung  wie  die  a;-Axe;  setzt  man  da&n 

22)  aj  =  |  +  Ä,    y  =  iy, 

wobei  h  die  Abscisse  des  Hyperbelmittelpunktes  ff  im  ursprüng- 
lichen Systeme  {x,y)  bedeutet,  so  muss  man  h  durch  die  Gleichung 

A+B 


23) 
bestimmen. 


h — ^- 


A-B 
Dann  wird  die  Gleichung  der  Hyperbel  ^: 

24a)  (|»-ij«)  »iw0  -  2|7;  c<M<t)  -  2^^  r(^^  + a)  «in<D  -  T  coso] =0 


oder 
24  b) 


[(l»-'?«)-2^f]««<t»-2[|,-^i]««<t»  =  0, 


A-B 
wobei 
25) 
gesetzt  wurde. 


f  = 


^-3 

2P 


+1 


A-B 

Die  Form  .24  b)  der  Hjperbelgleichang  zeigti 
dass  die  sfimmtliohen  Hyperbeln  ^  ein  Hyper- 
belbUschel  bilden;  denn  jede  solche  Hyperbel 
geht  durch  die  vier  Schnittpunkte  der  beiden  be- 
sonderen Hyperbeln 

26)      |»_,«=2^t,    |,=    '^^ 


A-B' 


A-B 


T. 
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Die  vier  Orandpunkte  des  Büschels  bestimmen  sich  dann  aus  diesen  Gleich- 
ungen folgendermassen : 


27) 


!«■=  /^(-»^ 


+  1" 


^  +  f) 


Hierbei  ist  zufolge  26)  das  Vorzeichen  von  17  so  zu  bestimmen,   dass  das 

Prodnct  |iy  das  Vorzeichen  von  ^ — -x  hat;  also  z.  B.  bei  ly^  ist  das  posi- 

A  —  D 

AB 

tiye  Vorzeichen  zu  nehmen,   wenn    -z — ^t  eine  positive  QrOsse  ist.     Die 

A —  D 

Wurzeln   selbst  bedeuten  nur  absolute  Wert  he,   wie  durch  den  Schluss- 
strich angedeutet  ist.  —  Die  beiden  Grundpunkte  1  und  2  mögen  mit  H 

AB 

und  /  bezeichnet  werden ;  sie  sind  reell ,  wenn  ^ — =  >  0  ist.     Die  beiden 

anderen  Grundpunkte  seien  jETi,  Z^. 

Die  Gestalt  der  von  den  vier  Punkten  27)  gebildeten  Figur  erhftlt  man, 
wenn  man  in  einem  rechtwinkligen  Coordinatensjsteme  (x,  9)  vier  Punkte 
durch  die  Gleichungen 

|Xi  =  -r,  =  c«,         |T8=     ):4  =  0. 

Ui=  t>2  =  0;  \t^3=-^^^  =  i(i 
bestimmt  [i  =  j/—  l).  Diese  Figur,  welche  in  der  Folge  fortwährend  vor- 
kommt, nenne  ich,  um  mich  kurz  ausdrücken  zu  können,  ein  hyperbo- 
lisches Quadrat,  weil  eben  jeder  ihr  umgeschriebene  Kegelschnitt  eine 
(gleichseitige)  Hyperbel  ist.  Man  pflegt  darin  die  beiden  imaginären 
Punkte  als  „Antipunkte^  der  reellen  Ecken  oder  umgekehrt  zu  bezeichnen. 
Für  das  hyperbolische  Quadrat  27)  ist 


^^/«^^JI^/^H^Ih^'f^ 


28) 

Ehe  wir  diese  Betrachtungen  weiter  verfolgen,  möge  erst  die  S.  10 
angeregte  Frage  nach  dem  Orte  der  Ereisvierecke  erledigt  werden,  welche 
die  Schnittpunktssysteme  parallelaxiger  Kegelschnitte  Q,  Q^  darstellen.    Ver- 

tauscht  man  in  18)  ip  mit  ip — -^>  so  erhält  man  die  Gleichung  des  Eegel- 

achnittes  ^j: 

a!»(A*»  +  B(»»)  +  2a!yxff (A- B) +  y»(Ao»  +  B*«) 
+  2»f(A*»-Bo»)  +  2y(>x«(A+B) 
+  P(Ax*+ Bo*)  -  AB(l+i  «w<t)  + 1  «in  <!>)  =  0. 

Durch  Addition  dieser  Gleichung  und  18)  erhSlt  man  die  von  <p  gans 

unabhängige  Ereisgleiohnng: 


29) 


('+^^hiy+**+*^ 


AB 


2AB 


(A+B)«     A  +  B 


=  0. 
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Der  Mittelpunkt  M  dieses  Kreises  liegt  auf  der  a;-Aze  und  hat  die  Ab- 
scisse 

Diesen  Kreis  bezeichne  ich  kurz  als  Schnittpnnktskreis  des  Sjstemes 
Z.*    Sein  Halbmesser  ist  nach  29)  und  30) 


.t/JM 


,(A  +  B-2P)|. 


31)  o  =  y  (Ä+B? 
Dabei  ist  auf  Grund  von  23)  und  30) 

Man  kann  also  den  Satz  aussprechen: 

Die  Kreisyierecke,  in  welchen  sich  je  zwei  parallelaxige 
Kegelschnitte  Q^  0^  desSystemes  Z  schneiden,  sind  einem  und  dem- 
selben Kreise  eingeschrieben.  Der  Mittelpunkt  G  des  die  Be 
rührpunkte  ausschneidenden  Hyperbelbüschels,  der  Mittel- 
punkt M  dieses  Kreises  und  die  Punkte  Ey  F  sind  harmoniBclie 
Punkte,  und  zwar  E^  F  einerseits,  ff,  M  andererseits  einander 
zugeordnet. 

Für  den  Winkel  Xi  welchen  die  Hyperbel  Q  in  einem  der  beiden  reellen 
Grundpunkte  27)  mit  der  x-Axe  bildet,  erhSlt  man  zufolge  24a) 

^^ ^  I  cos<i>  +  fi  sin<t>' 

wenn  |,  ?/  die  Coordinaten  des  genannten  Punktes  bedeuten.  Nennt  man 
daher  den  Winkel,  den  die  Gerade  von  diesem  nach  Q  (etwa  Jff,  wenn  H 
und  J  reell  sind,   vergl.  S.  11  u.  Taf.  I  Fig.  3)  mit  der  a;-Axe  bildet,  d, 

so  hat  man  wegen  tg^=:y 

32)  tg%  =  tg{<i>-^). 

In  den  reellen  Grundpunkten  sind  demnach  zwei  zu  den  Win- 
keln 0^,  0g  gehörende  Hyperbeln  unter  dem  Winkel  0]  —  Of 
gegen  einander  geneigt,  also  unter  demselben  Winkel,  wel- 
chen die  Halbmesser  QiF,  Q^K  mit  einander  bilden,  wenn  On  Q\ 
die  Mittelpunkte  der  zu  0},  0}  gehörenden  Kegelschnitte  sind. 

Die  Gerade  EFQKM  nenne  ich  die  Axe  des  Systemes  Z. 

Schliesslich  mag  noch  die  Frage  beantwortet  werden:  Welche  Cnrre 
wird  von  den  Schnittpunktsvierecken  je  zweier  congruenter  Kegel- 
schnitte Q  gebildet?     Setzt  man  zur  Abkürzung 


*  Ebenso  möge  der  Kreis  $t%  weil  er  die  Mittelpunkte  der  Kegelschnitte  Q  ent- 
hält, Mittel punktskr eis  des  Systemes  I  heissen  (s.  die  Fig.  S.  10).  Ueber  die 
geometrische  Bedeutung  von  Jf  s.  §  6. 
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A  +  B 


80  iSsst  sich  zufolge  18b)  di*'.  Oleichung  eines  Kegelschnittes  Q  schreiben: 

=  0. 


«•(A  —  M  co5<t>)  —  2xytA  8in<i>  +y*(A  +  M  co8<i>) 

34)  +2xQ(tA  —  f<co8<t>)-'2yQ/\8in<i> 
+  P(A-Ma)50)-(A»-M«)(l-Xco50-TStn0) 

Bildet  man  nnn  die  Gleichung  für  den  damit  congrnenten  Kegelschnitt, 
indem  man  statt  O  als  Variable  den  Winkel  0  von  R'Q  gegen  E'F^  ein- 
ftlhrt  (so  dass  zwei  congmente  Kegelschnitte  durch  entgegengesetzt  gleiche 
Werthe  von  0  gekennzeichnet  sind),  und  zieht  beide  Oleichnngen  von  ein- 
ander ab,  80  ergiebt  sich  nach  Weglassnng  des  gemeinsamen  Factors  ^0 
als  Gleichung  der  gesachten  Curve 

35)  (Ä»-y*)T-2a;yA  +  2(>^(«T-yA)  +  PT  =  0; 

das  ist  die  Hyperbel  ^m,  von  der  damit  bewiesen  ist,  dass  sie  die  Schnitt- 
punkte der  „mittleren''  (zugleich  parallelaxigen)  congruenten  Kegel- 
schnitte [ebenso  wie  die  Berührungspunkte  der  Kegelschnitte  E\  F'  (d.  h* 
die  Schnittpunkte  der  zwei  Paare  zusammenfallender  congruenter  Ke- 
gelschnitte)] enth&li     Also: 

Je  zwei  congmente  Kegelschnitte  des  Sjstemes  Z  schneiden 
sich  auf  der  gleichseitigen  Hyperbel  ^m. 

Dass  dieser  Satz  als  besonderer  Fall  des  Satzes  S.  10  erscheint,  ist 
selbstverstSndlich.  Es  mag  aber  hier  noch  auf  einige  ümst&nde  hingewie- 
sen werden.  Z.B.  ergiebt  sich,  dass  die  folgenden  vier  Kegelschnitte:  die 
beiden  „mittleren^  Kegelschnitte  (E^y  F^^  der  Schnittpunkts- 
kreis (Jf)  und  die  gleichseitige  Hyperbel  $m<)  ein  Büschel  bilden; 
denn  die  „mittleren"  Kegelschnitte  sind  zugleich  congruent  und  parallelaxig. 
Femer  ist  schon  in  den  Vorbemerkungen  erwähnt  worden,  dass  sich  unter 
den  Kegelschnitten  Q  auch  zwei  Paare  zerfallender  Kegelschnitte  befinden, 
die  in  den  folgenden  Paragraphen  ausftlhrlich  behandelt  sind;  dass  die  Mit- 
telpunkte des  einen  Paares  die  Kreispunkte  im  Unendlichen  sind ,  und  die  des 
andern  symmetrisch  in  Beziehung  auf  E'F'  liegen,  d.  h.  dass  dieses  zweite 
(wirkliche  Doppeltangenten  liefernde)  Paar  zu  den  Paaren  congruenter 
Kegelschnitte  gehört  Hieraus  folgt,  dass  die  vier  Schnittpunkte 
der  Kegelschnitte  dieses  Paares  (von  denen  zwei  auf  dem  Kreise  St 
symmetrisch  mit  Beziehung  auf  JEJl^  liegen^  während  die  beiden  an- 
deren die  Mittelpunkte  zweier  Doppeltangentenpaare  sind)  eben- 
falls auf  der  Hyperbel  ^m  liegen.  Was  dagegen  das  erstgenannte 
Paar  zerfallender  Kegelschnitte  betrifft,  so  ist  bekanntlich  der  Winkel,  den 
die  Richtung  nach  einem  Kreispunkt«  im  Unendlichen  mit  einer  reellen 
geraden  Linie  bildet,  unendlich  gross.  Demgemäss  können  die  unendlich 
fernen  Kreispunkte  als  symmetrisch  mit  Beziehung  auf  einen  beliebigen 


Google      — 


Digitizedby  VjOOQ 


—    14    - 

Durchmesser  QQ^  liegend  betrachtet  werden,  woraus  sich  dann  auf  Grand 
des  Satzes  S.  10  erklärt,  dass  jede  der  Hyperbeln  ^  durch  die  gegensei- 
tigen vier  Schnittpunkte  der  Kegelschnitte  gehen  muss,  deren  Mittelpookte 
die  Ereispunkte  im  unendlichen  sind. 

%  2.  AllgemeineB  über  die  Brennpunkte  der  bioiroiilareii  Cnrren 
-vierter  Ordnung. 

Die  vier  Doppelbrennpunkte  einer  bicircularen  Curye  vierter  Ordnung 
sind  die  Schnittpunkte  der  vier  Doppelpunktstangenten.  Sind  ^,  Jf«  die 
Coordinaten  eines  Brennpunktes  der  Curve 

so  hat  man  fOr  eine  Gerade  durch  (o^o^^o)  ^^^  einen  der  unendlich  feraen 
Ereispunkte 

Durch  Elimination  von  y  ergiebt  sich  die  Gleichung  für  x 

[2x(x^  +  f  yo)  -  V  +  yo*  ±  2i»oyo]*  +  a«* 
37)     +b[-««+2a:(xo  +  »yo)-V  +  yo*±2*a?oyol 

+  2c{+ia^±ixxo+xy^)  +  2\>x  +  2t(+ix±ix^  +  y^)  +  \^0. 

Für  einen  Doppelbrennpunkt  muss  der  eine  Schnittpunkt  der  Geraden 
y  —  yo^=  +  K^^^o)  ehenfalls  ins  unendliche  ftJlen,  also  die  vorliegende 
Gleichung  für  x  linear  sein.  Demgemftss  ergeben  sich  die  Doppelbrenn- 
punkte aus  der  Gleichung 

oder  durch  Trennung  des  Beeilen  und  Lnaginftren: 

4(V-V)  =  -(<t-b),    4«oyo  =  -c- 
Hieraus  folgt:  

wobei  die  Süsseren  Vorzeichen  derart  zu  w&hlen  sind«  dass  Xq^q  das  Vor- 
zeichen von  —  c  hat. 

Daraus  ergiebt  sich  die  geometrische  Bedeutung  des  bisher  mit  i^  be- 
zeichneten Coordinatenanfanges  für  die  eingehüllte  Curve  €:  A^ist  der  Mit- 
telpunkt des  von  ihren  Doppelbrennpunkten  gebildeten  hyper- 
bolischen Quadrates. 

Fehlt  in  der  Gleichung  36)  der  bicircularen  Curve  das  Glied  mit  xff 
(c  =  0),  80  nenne  ich  sie  die  Normalform  der  Gleichung  der  bicir- 
cularen Curve  vierter  Ordnung. 

Dann  hat  man  zufolge  38)  den  Satz: 

In  der  Normalform 
39)  (TH^*)*  +  aT»  +  b^»  +  2j)r  +  2et)  +  f  =  0 
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der  Gleichung  einer  bicircnlaren  Curve  vierter  Ordnung  sind 
die  Coordinaten  der  Doppelbrennpunkte: 

Der  üebergang  von  der  allgemeineren  Form  36)  zur  Normalform  39) 
kann  durch  eine  einfache  Drehung  bewerkstelligt  werden.  Für  unsere  Curve 
20)  bezeichnen  wir  das  Normalcoordinatensjstem  mit  (X;  b).  Man  findet  dann, 

dass  man  das  System  (a?,y)  um  den  Winkel  -»^^  drehen  muss,  damit 

aas  ihrer  Gleichung  das  Glied  mit  xy  verschwindet  (Taf.  I  Fig.  7  a).     Da- 
dnrch  erhält  man  als  Normalform  der  Gleichung  der  Curve  6: 

(!»+»>'-?*)*- i'[A+B-(A-B)^]-»>«[A+B  +  (A-B)m] 
41a)    -2x9[A-B-{A  +  B)|l]eos^  +  2\)f[^-B  +  (A  +  B)|li]8inf  =0, 

+  AB(l-f*«)-P[A+B-(A-B)l] 
oder  auch: 

{r'+\>»)*-TMA+B-(A-B)M  +  2P]-9»[A+B  +  (A-B)^  +  2PJj 
41b)   -2r*[A-B-(A+B)ji]cost  +  2i>p[A-B  +  (A+B)f.]««i»»}=0. 

+  AB(l-^»)-P[A  +  B-(A-B)A]  +  P»  I 

Zofolge  40)  siud  demnach  die  Coordinaten  der  Doppelbrennpunkte, 
welche  wir  C,  D,  Cj,  Dj  nennen: 

(vergl.  Taf.  I  Fig.  7  a);  die   x-    und  ^-Axe   sind  die  Halbii-ungslinien  der 
Winkel,  die  von  EF  und  E'F'  gebildet  werden  (s.  S.  7). 

Stellt  man  andererseits  die  Bedingung  auf,  daes  Gl.  37)  in  x  rein  qua- 
dratisch wird,  so  erhält  man  zwei  biquadratische  Gleichungen  für  Xq^  ^q» 
welche  dann  die  16  einfachen  Brennpunkte  der  Curve  ergeben.  Diese  zwei 
Gleichungen  entstehen  durch  Trennung  des  Beeilen  und  Imaginären  aus  der 
folgenden  Gleichung:     [4(V-»o*)  +  «-»>  +  2<(4«.yo  +  c)J 

X  [(V -yo')*  -  4  V^o*  -  b  (V -%*)  +  2eyo  +  f 
43)  +2i(4«oy,(V-V)- 6*0^0 -eab)] 

-  [2«o(V  -  öVo*)  -  l»*o  -«%-*> 

+  i(2yo(3V-yo*)-6yo  +  ca!o-e)]»  =  0. 

Von  den  16  Brennpunkten  weiss  man,  dass  sie  viermal  zu  je  vieren 
auf  Kreisen  liegen,  dass  diese  vier  Kreise,  welche  ich  kurz  Brennpnnkts- 
kreise  nenne,  nicht  nur  die  Curve  überall,  wo  sie  sie  treffen, 
sondern  auch  sich  selbst  unter  einander  sämmtlich  recht- 
winklig schneiden.  Ihre  vier  Mittelpunkte  bilden  ein  Viereck, 
in  welchem  jede  Ecke  der  Höhenschnfttpunkt  des  von  den  drei 
anderen  Ecken  gebildeten  Dreieckes  ist  (s.  auch  einen  Satz  §6). 
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%  3.  Zerfiallende  Eegelsohnitte.    B^Btünxntmg  eines  Byetemee  I, 
wenn  die  bioiroulaare  Cnrre  Tierter  Ordnung  fi^egeben  ist. 

Unter  den  Eegelschnitten  des  Systemes  Z  giebt  es  auch  vier  zerfal- 
lende, d.  h.  solche,  deren  Azen  Nnll  sind.  Man  erhSlt  zwei  von  ihnen 
zufolge  4)  ans  der  Gleichung 

0  s=  1  —  A  cosO  —  1 5m<|)  =  0 
oder  nach  12) 

44)  c.o5((t)-M0  =  -- 

Setzt  man  den  dieser  Bedingung  entsprechenden  absoluten  Werth  von  <l>— V 
gleich  H,  . 

45)  |(t)^Y|  =  H,    awH  =  -. 

so  hat  man  demnach  ftlr  die  zerfallenden  Kegelschnitte: 

46)  <|)  =  V  +  H. 

Die  Mittelpunkte  dieser  zwei  zerfallenden  Kegelschnitte  des 
Systemes  Zliegen  symmetrisch  zur  Geraden  E'F'  (Taf. I  Fig.  1  n.  6). 
Sie  sind  nur  dann  reell,  wenn  fi>l  ist  [yergl.  45)];  ihre  Asym- 
ptoten sind  in  diesem  Falle  reell  oder  imagin&r,  je  nachdem 
das  System  Z  aus  Ellipsen  oder  Hyperbeln  besteht  (je  nachdem 
AB^O  ist).  Jede  dieser  vier  Asymptoten  ist  Doppeltangente 
der  eingehüllten  Curve  S. 

Das  System  Z  enthält  also  vier  und  nur  vier  Doppeltangenten.  Nach 
Gl.  18)  sind  die  Gleichungen  der  Geraden  eines  zerfallenden  Kegelschnittes: 


47) 


«(tf/Af  +  «^/^)-^y(x/Äf-ff^^=lO  +  p(«/Äf-K/=B')=0, 


wobei  X,  ff  gemäss  44)  zu   bestimmen  sind.     Da  009^  =  —  ist,  so  folgt 

=  7/ — - — -\  5  demnach  ist  in  47)  fttr  den  ersten  zerfallenden  Kegel- 
schnitt (0  =  M»  +  H)  

48a)  , /f   , 

« ^^ . 

für  den  zweiten  (0  =  V  — H) 
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X  jj » 

48  b)  ^ .^f  ^ , 

• 2^i — 

zn  setzen.     Die  Mittelpunkte  dieser  Kegelschnitte  nenne  ich  X,  N* 

Da  jeder  Punkt  des  Mittelpnnktskreises  St  Mittelpunkt  eines  Kegel- 
schnittes Q  ist,  so  drSngt  sich  femer  die  Frage  auf:  Wie  sind  diejenigen 
Kegelschnitte  Q  beschaffen,  deren  Mittelpunkte  die  Kreispunkte  im  unend- 
lichen sind?  Es  leuchtet  von  selbst  ein,  dass  jeder  dieser  Kegelschnitte 
aus  zwei  Curyentangenten  bestehen  muss.  um  die  Frage  streng  zu  beant- 
worten, wird  man  in  der  Gleichung  von  Q  34) 

setzen  müssen.  Dadurch  erh&lt  man  die  Gleichungen  der  gesuchten  K^el- 
schnitte  in  folgender  Gestalt: 

oder 
50)         («±<y)«  +  2(*  +  »y)c^  +  P-^^^(i±T<)  =  0. 

Das  sind  in  der  That  zerfallende  Kegelschnitte,  nftmlich  je  zwei  Gerade 
durch  den  einen  und  andern  Kreispunkt  im  unendlichen  (und  zwar  Curyen- 
tangenten, da  jeder  Kegelschnitt  Q  die  Canre  €  viermal  berQhrt,  und  bei 
jeder  der  hier  in  Bede  stehenden  vier  Geraden  eine  Berührung  uneigentlich 
wird,  nämlich  in  dem  Hindurchgehen  durch  einen  Doppelpunkt  von  (S  be- 
steht, so  dass  noch  eine  eigentliche  Berührung  für  jede  der  vier  Gera- 
den übrig  bleibt).    Hiernach  kann  man  sagen: 

Das  System  Z  enthält  im  Ganzen  vier  zerfEkllende  Kegel- 
schnitte. Aber  nur  zwei  von  ihnen  bestehen  aus  eigentlichen 
Doppeltangenten,  während  die  beiden  anderen  aus  Tangenten 
von  dem  einen  und  andern  Doppelpunkte  an  die  Curve  (£  zu- 
sammengesetzt sind.** 

Ist  nun  eine  bicirculare  Curve  vierter  Ordnung  vorgelegt,  so  kann 
man  verlangen,  ein  Kegelschnittssjstem  Z  zu  bestimmen,  das  sie  einhüllt. 
Zu  diesem  Zwecke  wird  man  ihre  Gleichung  zunächst  auf  die  Normal- 
form  bringen,  GL  39)  (wo  also  a,  6,  b,  e,  f  gegebene  Grössen  sind).   Dann 

*  Für  den  Winkel  £,  welchen  die  Geraden  des  Kegelschnittes  L  bez.  N  mit 
der  Aze  EL  bez.  EN  bilden,  hat  man  offenbar  [vergl.  8)  und  4)]  tgE  -y  —^ 

(vergl.  Taf.  I  Fig.  6,  und  Weiteres  über  die  Doppeltangenten  §§  6  imd  6). 

**  In  den  Berichten  der  Eönigl.  sächs.  Gesellsch.  d.  Wissensoh.  habe  ich  nur 
die  beiden  ersten  zerfallenden  Kegelschnitte  erwähnt.  Aach  im  Folgenden  sind 
stets  diese  gemeint,  wenn  ecfalechthin  you  „den  beiden  zerfoUenden  Kegelschnitten 
des  Sjstemes  !•*  gesprochen  wird. 

Zeltoolir.  f.  Math.  u.  Phyilk,  XXXY.  Jahrg.  Snppl.  ^  (^  \ 
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hat  man  znfolge  41b)  zur  Bestimmung  der  fünf  Unbekannten  A,  B,  p,  fi, 
'^  die  fünf  Gleichungen: 

(A+B)-(A-B)^  +  2P  =  -a,    (A  +  B)  +  {A-B)^  +  2P  =  -b, 
p[(A-B)-iA+B)|u]a)st(;  =  -b,    p[^A-B)  +  (A+B)M]«n!j;  =  e, 
AB{l-f**')-P[(A  +  B)-.(A-B)A]  +  P«  =  f, 
wobei   P  =  p*  und  A  =  ficosM'  =  /4(aw*?/; —  m*^)  ist. 

Dass  aber  diese  Gleichungen  nicht  blos  ein  System  von  der  verlangten  Art 
(System  Z),  sondern  mehrere  liefern,  ist  klar.  Man  findet,  dass  sich  aus 
ihnen  durch  Elimination  von  A,  B,  fi,  ^  eine  Gleichung  sechsten 
Grades  fürP  oder  dritten  Grades  für  [P+i(a  +  b)]*  ergiebt,  und  jedem 
Werthe  von  P,  der  dieser  Gleichung  genügt,  wiederum  zwei  verschiedene 
Werthe  von  A,  B,  fi,  ^  entsprechen.     Demnach  kann  man  sagen: 

Es  giebt  zwölf  Systeme  Z,  die  eine  gegebene  Curve  S  (bi- 
circnlare  Curve  vierter  Ordnung)  erzeugen,  und  zwar  haben 
sie  paarweise  denselben  Mittelpunktskreis. 

Ein  anderer  Beweis  für  die  letztere  Behauptung  ist  im  §  5  enthalten, 
üebrigens  wird  auch  die  genannte  Elimination  und  die  Aufstellung  der  Gleich- 
ung sechsten  Grades  für  P  für  den  Fall,  dass  die  Curve  (S  eine  Symm«- 
trieaxe  besitzt,  später  wirklich  bewerkstelligt  werden  (Abschnitt  IT). 

Da  jedoch  in  diesem  Falle  die  Curve  gleich  in  der  Normalform  ge- 
geben und  zur  x-Axe  symmetrisch  ist,  so  werden  wir,  damit  die  Umrech- 
nung von  ^  und  fi  auf  k  und  r  vermieden  werde,  mehrmals  gleich  die 
ursprüngliche  Form  von  20  b)  benutzen.     Ist  die  g^ebene  Curve 

52)  (a;»+y«)«+aa?«  +  by*  +  2b«  +  f  =  0, 

80  hat  man  für  die  fünf  Unbekannten  A,  B,  p,  il,  t  die  sechs  Gleichungen 

((A  +  B)-iA-B)A  +  2P  =  -a,    (A  +  B)  +  (A-B);i  +  2P  =  -b, 

(A-B)t  =  0; 

p[(A-B)-(A  +  B)A]  =  ^b,     p(A  +  B)T  =  0; 
AB(l~fi«)-P[(A+B)-{A-B)A]  +  P«  =  f. 
Es  ist  stets  leicht,   diese  Bedingungen  gleichzeitig  zu  erfüllen  (t=0). 

%  4.   Ort  entsprechender  Punkte  der  Eegelsohnitte  des  Systemes  I: 

die  Curven:  TT. 

Da  alle  Kegelschnitte  des  Systemes  Z  einander  ähnlich  sind,  so  ist  eine 
naheliegende  Frage:  Welches  ist  der  Ort  entsprechender  Punkte 
P  in  ihnen?  Dabei  verstehe  ich  unter  einem  Systeme  entsprechender 
Punkte  nicht  blos  entsprechende  Punkte  der  Peripherie ,  sondern  ich  betrachte 
allgemein  die  Bewegung  eines  beliebigen  Punktes  Z^^,  der  zum  Ausgangs- 
kegelschnitte Eq  (Taf.  I  Fig.  1  u.  3)  eine  gegebene  Lage  hat  und  bei  der 
Bewegung  dieses  Kegelschnittes  stets  dieselbe  relative  Lage  behSlt,  so 
dass  zu  einer  beliebigen  Zeit  die  Figur,  welche  ans  dem  Kegelschnitte^ 
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und  dem  Punkte  P  besteht,  der  aus  dem  Regelächnitte  E^  and  dem  Punkte 
pQ  zuüammengeeetzten  Figur  ähnlich  ist. 

Der  Ort  der  Punkte  P  enthüt  selbstverständlich  die  Mittelpunkte  der 
yier  zerfallenden  Kegelschnitte.  Auch  beschreiben  je  zwei  Punkte  Pq» 
welche  mit  JSq  in  gerader  Linie  liegen  und  gleichweit  von  J^l'^  entfernt  sind, 
dieselbe  Curve. 


Die  Strecke  EqPq  (Taf.  I  Fig,  4)  {z=::FqP'q,  wenn  P'^  der  entspre- 
chende  Pankt  im  Kegelschnitte  Fq  ist)  sei  mit  v  bezeichnet;  dann  ist  all- 
gemein 

QP=v  /l  — Aaw0  — TsmÖf. 

Der  Winkel  von  v  gegen  die  durch  E  laufende  Axe  des  Kegelschnittes  sei 
«,  und  es  werde 
54)  2a>  =  Q 

gesetzt.  Ist  dann  0  der  Punkt,  in  welchem  die  Verlängerung  von  PQ  den 
Kreis  ft  schneidet,  so  muss  auch  LEQO^^LEE^O^LEF^O^üii  sein; 
PQ  läuft  also  beständig  durch  0.  Deshalb  ist  es  zweckmässig,  0  zum 
Anfange  eines  Coordinatensystemes  (a\;,  y^  zu  machen,  dessen  Axen  den 
Axen  X,  y  parallel  sind.  Dabei  hat  man  LQOx^^qf-^-fü^  LEK0^2i» 
^LKOxqj  also,  wenn  der  Gegenpunkt  von  0  im  Kreise  ft  0'  genannt 
wird,  LO'OQ  =  f»—q>.  Da  00'=  2^,  so  ergiebt  sich  Oiß  =  2pco5(o>  — «p). 
Führt  mau  Polarcoordinaten  ein:  rssOP^  u  =  L  POx^^  so  ist  eine  Dar- 
stellung des  Ortes  der  Punkte  P: 

{r^2Q  cos{<0'-q>)  +  V  j/l  — AcM0  — T5in0f, 
tf»i»  +  9; 

oder  die  Polarcoordinatengleichung  ist: 

r  — 2paw(u-Q)= +p^^l-Acos{2u-Q)  -T5in(2u-Q)f. 
Hieraus  folgt  im  Coordinatensjsteme  {Xq  ,  j^^) : 

-  (A  9inQ  +  T  cosQ) .  2*0^01  =  ^>. 
Das  heisst: 

Der    Ort    entsprechender    Punkte    der    Kegelschnitte    des 
Systemes  Z  ist  eine  bicirculare  Curve  vierter  Ordnung. 

Im  ursprünglichen  Coordinatensysteme  (a;,  y)  erhält  man  als  Gleichung 
dieser  Curve: 

ii>^+y*-QV-v*{x^^  +  y,^-{icosQ-rsinQ)(Xo^^yo^) 
56)  --  (XsinQ-i-x cosQ).2x^y^]c=^0, 

XQ  =  x  +  gcosQ,    y^^y  +  gsinQ. 

Um  diese  Gleichung   auf  die  Normalform   zu   bringen,    muss   man  das 
^rdinatensystem  {x^y)  um  den  Winkel 
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67)  8  =  o>  +  tf» 

naeh  dem  neaen  Systeme  (»', y)  drehen.    So  ergiebt  sich: 

(a,'i+y'»)»_-c'»(2p»  +  p»(l-M))-y'*(2p*+«*(l+f«)) 
58)  -2v*Qix(l-  ii)  eos{m-fi>)  +  y(\  +  fi)rin{w-  •*)) 

+  ^»[e«-.,»(l-^«»(Q-V))]  =  0 

als  Gleichang  in  der  Normalform. 

Soll  insbesondere  Pq  ein  Punkt  des  Kegelschnittes  Eq  sein,  fragt  man 
also  nach  derCurveTT,  die  von  entsprechenden  Peripheriepnnk- 
ten  der  Kegelschnitte  Z  gebildet  wird,  so  muss  man 

M^  AB 2AB 

^^^  ""  '"A«n«co  +  B(»s*«"'(A+B)-(A-B)cMQ 

setzen.     Dann  wird  ans  56): 

[A+B-(A-B)co5Q](««+y*-pV 
60)  -2AB[si?+^-{x^-y^{kco3Q-x8inQ)-2xpil8mQ  +  xeo8Q) 

+  2Q(x(x>^  +  y8inQ)--2Q{Xx  +  t^)  +  Q^-Q*{kcaiQ  +  T8inQ)]=^0. 
Man  weist  leicht  nach,  dass  diese  Curven  TT  dieselbe  bicirca- 
lare  Curye  vierter  Ordnnng  S  einhttllen,  wie  das  Kegelschnitts- 
System  Z;'^  sie  sind  für  die  letztere  viermal  berührende  bicircn- 
lare  Carven  vierter  Ordnung,  und  zwar  werden  die  Berührungspunkte 
ebenfalls  von  einem  Kegelschnittsbüschel  ausgeschnitten,  das  allerdings 
nur  dann,  wenn  A  =  B  ist,  aus  gleichseitigen  Hyperbeln  besteht.  (Vergl. 
§  6.)  Aus  der  Normalform  58)  erhttlt  man  weiter  den  Satz  [vergl.  39),  40)]: 
Die  Doppelbrennpunkte  des  Curvensystemes  TT  erfüllen 
zwei  confocale  Kegelschnitte,  die  den  Kegelschnitten  Z  Shn- 
lich  sind. 

Nimmt  man  nämlich  das  Coordinatensystero  (x,  \))  (vergl.  S.  15),  so 
haben  die  vier  Doppelbrennpunkte  von  58)  zufolge  39),  40),  57)  die  Co- 
ordinaten :  .  . 


bez, 


'^  +  t>y^jsin^>     t^  =  ±vj/^ 


eosm. 


Die  Oleichungen  der  beiden  Kegelschnitte  sind  also  nach  59): 
61)  Br*+A9*  +  ^f*=0,    Ar«  +  B9»-^f»  =  0. 

Insbesondere  sind  in  dem  Systeme  TJ  auch  zwei  zerfallende  Cur- 
ven  enthalten,  offenbar  diejenigen,  welche  den  unendlich  fernen  Punk- 
ten der  Kegelschnitte  Z  entsprechen  ( A ^* o»  +  B  oo^' cd  =  0).    Jede 

*  Dies  folgt  schon  aas  dem  Burmester'schen  Satze,  dass  bei  der  Bewegong 
eines  ebenen  Systeme«  die  von  einer  Systemearve  erzeugte  Hüllbabn  auch  von  den 
Bahnen  der  einzelnen  Punkte  der  Systemearve  eingehüllt  wird. 
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dieser  Carven  zerfällt  nSmlich  in  die  doppelt  zu  zfihlende  un- 
endlich ferne  Gerade  und  je  einen  Bestandtheil  der  beiden 
zerfallenden  Kegelschnitte  des  Systemes  Z.  Dies  ist  schon  geo- 
metrisch klar.  In  der  That  Ifisst  unter  der  Bedingung  f<  sin*  m  +  B  cos' a> 
=  0  die  linke  Seite  der  dann  quadratisch  werdenden  GL  60)  sich  in  zwei 
lineare  Faotoren  zerspalten,  von  welchen  der  eine  eine  Gerade  des  ersten, 
der  andere  eine  Gerade  des  zweiten  zerfallenden  Kegelschnittes  darstellt 
[▼ergl.  47),  48)]  (beide  zusanunen  aber  einen  zerfallenden  Kegelschnitt  des 
Systemes  Z',  s.  §  5). 

Der  Ort  der  Hauptscheitel  der  Kegelschnitte  Z  wird  sich  aus  58) 
oder  60)  ergeben,  wenn  man  Q  =  0  setzt: 

62)  (^''+y'*)'  -  ^'H2p^+ A(l  -  ^))  ~  y  H2^«  +  A(l+  h)) 

-  2 A^(a;'{l~  fi)  coÄi^  -  y(l+ ^) ^^)  +  p> (^2 -  A(l- f*  co5^))  =  0, 

63^  (^+y'-9'y 

ebenso  der  Ort  der  Nebenscheitel  (Q  =  »): 

64^  (x''+yy  -^'n2pHB(l-f*))-y«(2p«  +  B(l  +  fi)) 

'-2B^(a?'(l«fi)^ni|;+y'(l+^)cosi(;)-fp«(^«-B(l  +  f*co5t))  =  0, 

65^  i^+y'-Q')' 

^-B[a^(l  +  i)+y«(l-A)  +  2a;yT-2a;p(l  +  i)-2ypr+ß*(l  +  ;L)]  =  0. 
Die  Doppelbrennpunkte  der  Hauptscheitelcurve  sind  die  Hauptscheitel 
des  ersten  und  die  Nebenscheitel  des  zweiten,  dagegen  die  Doppelbrenn- 
punkte der  Nebenscheitelcurye  die  Hauptscheitel  des  zweiten  und  die  Neben- 
scheitel des  ersten  der  beiden  in  61)  angegebenen  Kegelschnitte.'^  Yergl. 
die  Fortsetzung  dieser  Betrachtungen  im  §  6. 

9  6*  Ort  entsprechender  Tangenten  der  Eegehschnitte  eines  Bystemes  Z. 
Conjogirte  Systeme  I,  I'. 

Man  kann  andererseits  auch  entsprechende  Geraden  g  betrachten  und 
fragen:  welche  Curve  wird  von  ihnen  eingehüllt?  Im  Anschlüsse  an  den 
▼origen  Paragraphen  darf  man  (vergl.  Taf.  1  Fig.  4  u.  5)  ohne  Beschränkung 
der  Allgemeinheit  das  Loth  in  P  auf  OP  als  beliebige  Gerade  g  nehmen, 
demnach  das  Loth  p^  in  P^  auf  OP^  als  entsprechende  Ausgangsgerade. 
Es  sei  jetzt  das  Azensjstem  des  Kegelschnittes  Q  Ooordinatensjstem  (x ',  y") 
(s.  8.  6  u.  Taf.  I  Fig.  1);  dann  wird  darin  die  Gleichung  von  g: 

*  Etwas  abweichend  von  der  gewöhnlichen  Definition  verstehe  ich  hier  und 
im  Folgenden  unter  Hauptscheiteln  allgemein  die  in  der  r-Aze,  ev.  a;-Axe,  unter 
Nebenscheiteln  die  in  der  i}-Axe,  ev.  y-Axe  liegenden  Scheitel. 
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66)  x*oosüi  +  y''8ino}  +  t;/l  — JlcosO  — T«m0|  =  O 

oder  Dach  7)  im  Coordinatensjsteme  (x^y)i 
g«    (X-Q%ycos*a  —  2{X-QK){T+Qa) cosmsinw  +  (Z+^o)*«»*« 
'  =t7«(l  — Xcofi0  — T«tn0). 

Die  Di£fereDtiatioii  nach  der  Variablen  qt  liefert: 

68)  -'[{X-'Q%){X+QK)-'{T-Qa)(Y+Qa)]co8msmm 

+  (Z  +  ^  X )(  r+  p  ff)  «in*  CO  =  r*  (X  «» 0  —  T  CO«  0 ) . 

Durch  Maltiplication  von  67)  mit  (F— pa),  von  68)  mit  (X-^qk)  und 
Addition  ergiebt  sich: 

dagegen,  wenn  man  67)  mit  {X+q%)^  68)  mit  (T+qc)  maltiplicirt  und 

dann  sabtrahirt: 

_^.  [{X--  Qx)  casm  —  {T+  Qo)  sinoa].k  cosm 

'"^  ^v^[X+QX-'k[{x  +  Q)n-yo]--x[{x+if)c  +  yn)]l 

Die  Gleichungen  69),  70)  sind  wiederum  homogen  und  linear  in  x  und  6^ 
so  dass  sich  sofort  q>  eliminiren  Iftsst  Was  k  betrifft,  so  ist  diese  Abkür- 
zung S.  8  erklftrt  Bei  der  Bildung  der  Gleichung  der  eingehflllten  Corre 
fallen  die  Glieder  sechsten  Grades  weg,  die  Glieder  vierten  Grades  werden 

so  dass  sich  der  Factor  t;'k  herausheben  Iftsst.  Dann  bleibt  die  Gleichung 
zweiten  Grades  übrig: 

_     9fi{l+kco8Q-xsinQ)  +  2xy{ksinQ  +  TC08Q)+y^{l-leosQ  +  t»nQ) 
^  -2«p(A+awQ)-2yp(T+«ifiQ)  +  p«(l+Jl«wQ+r5tfiQ)-t;«(l-^«)=0. 

Also  darf  man  den  Satz  aufstellen: 

Der  Ort  entsprechender  Geraden  g  des  Eegelschnittssyste- 
mes  Z  ist  ein  Kegelschnitt 

Weiter  findet  man:  Dieser  Kegelschnitt  ist  gänzlich  nnab- 
hftngig  von  m  eine 

Ellipse      I 

72)  Parabel    |i  je  nachdem  |i^l 
Hyperbel  ) 

ist.  Verschiebt  man  das  Coordinatensjstem ,  dass  0",  der  Gegenpunkt  ron  0 
im  Mittelpunktskreise  fi,  sein  Anfangspunkt  wird,  und  dreht  es  dann  mn 
den  Winkel 

73)  i(7  =  ^  +  <o» 

so  erh&lt  man,  wenn  man  es  jetzt  {x^.y^)  neunt,  die  Gleichung  des  Kegel- 
schnittes 71)  in  der  Form: 

74)  V(l  +  ^)  +  yi*(l-f*)-t;*(l-|**)  =  0. 
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Alle   diese  von  Systemen  entsprechender  Qeraden  g  ein- 
gehüllten Kegelschnitte  sind  also  einander  tthnlioh,  und  zwar 


ist  das  AxenverhSltniss  gleich  1/  ± 


l- 


»• 


l  +  f^l 

Wenn  insbesondere  die  Geraden  g  ein  System  entsprechender  Tan- 
genten  der  Kegelschnitte  Z  sind,  so  soll  der  eingehüllte  Kegelschnitt  (^ 
heissen.     Die  Bedingung  dafür,  nämlich   dass  g^  den  Kegelschnitt  E'^ 
berührt,  ist  bekanntlich 
75)  v*  =  A  C05*©  +  B  m*©. 

Aledann  wird  im  Coordinatensysteme  (o;^,  y^  (s.  S.  22  n.  Taf.  I  Fig.  5) 
die  Gleichung  von  Q'  mit  Bücksicht  auf  74): 

Die  Axen  von  (^  müssen  den  Mittelpunktskreis  ft  in  zwei  Gegenpunk- 
ten JB7",  F"  schneiden,  da  ja  der  Mittelpunkt  0'  von  (^  auf  diesem  Kreise 
liegt;  JB"  liege  auf  dem  Halbkreise  EB'¥,  also  F"  auf  EF^F\  so  ist 
Z.JS"0'0  =  Q-(ij;  +  w)  =  a)-^  und  LOB^K^LE^aO,  LEKE"=w 
—  LCfE^K,  mithin  LJE;Zi;"=ir-(w-iJ;)  =  2^  =  Y.  Hieraus  folgt, 
weil  demnach  die  Punkte  E'\  V"  mit  E\  f  (Taf.  I  Fig.  1  u.  5)  identisch 
sind: 

Die  Axen  aller  (d.h.  der  den  verschiedenen  Werthen  von  od 
entsprechenden)  Kegelschnitte  Q'  laufen  durch  die  festen 
Punkte  E\  F\* 

Die  Gleichung  von  p'im  Coordinatensystem  {x,y)  wird  nach  71)  und 75): 

a?{\+kcosQ''ZSinQ)+y*{l—kco8Q  +  xsinQ)  +  2xy{XsinQ  +  xca8Q) 
77)  -2ic^(i  +  awQ)-2y^(T+«nQ) 

+  P(l  +  AcMQ  +  T«nß)-(Aco5*»+Bwf»«»)(l-^«)  =  0. 

Insbesondere  hat  man  für  die  Curven  der  Haupt-  und  Nebenschei- 
teltangenten: 

nc.,^{l+l)  +  y\l''k)  +  2xyT-2xQil+l)--2yifr  +  Q\l+k) 
'^'  -.A(l-f*«)  =  0        («1  =  0), 

,g   x*(l-X)+y«(l+;i)-2a?yT  +  2a^9(l-A)-2y^T-l-^«(l-X) 

-B(l-^«)  =  0     («  =  !)• 

Von  der  ersten  ist  JP,  von  der  zweiten  E  der  Mittelpunkt. 

Beducirt  man  die  Gleichung  77)  auf  dasjenige  Coordinatensystem  {x\  y), 
desuen  Anfangspunkt  K,  dessen  x-Axe  KF'  ist,  das  also  durch  Drehung 
von  {Xy  y)  um  den  Winkel  ¥  entsteht  (vergl.  Taf.  I  Fig.  5  und  die  Fig.  auf 
S.  26),  so  ergiebt  sich: 

*  Dies  gilt  übrigens  selbstverständlich  auch  von  den  Kegelschnitten  74)  über- 
haupt, gleichgiltig,  ob  v  die  Bedingung  75)  erfallt  oder  nicht. 
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«'«(l+AcMQ  +  r««Q)  +  2a?y(A«fnQ-röMQ)+y«(l--icasQ-T«nQ) 

80)  -2a?'iiL  +  -(Xco5Q  +  T«nQ)l-2yV-(A5tnQ-Tca5Q) 
+  P(l  +  Xco5Q  +  TfiinQ)-(Aa)Ä*a)  +  B«iw«cö)(l-^«)  =  a 

Die  Quadrate  der  Halbaxen  haben  dabei  die  Werthe  [s.  75),  76)]: 

81)  (A  C05*«  +  B 5m«»)(l  hF  ^). 

Die  extremen  Werthe  der  Halbazen  (der  grösste  and  kleinste  Kegel- 
schnitt Q')  ergeben  sich  durch  Differentiation  dieses  Ausdruckes  nach  o: 
^fiQ  =  0;  die  Mittelpunkte  der  extremen  Kegelschnitte  Q'  sind  also  E  und  F 
(ebenso,  wie  die  Mittelpunkte  der  extremen  Kegelschnitte  Q  E'  und  F'  sind). 

Aus  allen  diesen  Thateachen  wird  man  schon  die  Yermuthung  gerecht- 
fertigt finden,  dass  das  System  Z' der  Kegelschnitte  (^' ein  eben- 
solches System  sein  mOge,  wie  Z  selbst.  Diese  Vermuthang  wird 
sich  bestätigen.  Wir  fragen  zunSchst:  Welche  Gurve  wird  von  dem 
Systeme  Z'  eingehüllt? 

Die  Differentiation  von  77)  nach  <»  giebt: 

Qox   ^i^  «♦^ö  +  *  ^^)  -  y*(^  «»Q  +  ^  «>«ö)  -  2«y (^  «wQ  -  ^  smQ) 

'                                                                               A    B 
-2Ä9«inQ  +  2ypa)«Q  +  P(X^Q  — TC05Q) ^-(l- ^«)«fnQ=0. 

D.h.  (wie  im  Systeme  Z):  Die  Berührungspunkte  je  zweier  paral- 
lelaxiger  Kegelschnitte  Q'  werden  von  einer  gleichseitigen 
Hyperbel  ^'  ausgeschnitten,  deren  Asymptoten  den  Axen  jener 
parallel  sind;  alle  diese  Hyperbeln  bilden  ein  BikBchel,  u.  s.  w. 

Um  nun  aus  77)  und  82)  09  auszustossen,  multipliciren  wir  zum  Ersten 
77)  mit  xcosio  +  ysmmj  82)  mit  xsinui^ycostü^  und  addiren ;  zum  Zweiten 
aber  77)  mit  xsinto  —  ycosto^  82)  mit  xcosm-^-yamm^  und  subtrahiren. 
Auf  diese  Weise  gehen  zwei  neue,  in  cosm  und  511110  lineare  homogene 
Gleichungen  herror: 

[x{9?+y^)  +  {x^+y^)(lx+Ty)^2Q{a?+y^)''2Qx{lx  +  xy) 

+  (P(l+X)-A(l-^«))a?+yPr]cos® 
+  [y(«*+y*)-(a?*+y*)(ta?-Ay)~2pya«  +  Ty) 

+  (P(l-A)-B(l-f4«))y  +  a?PTl«nai=0, 
[y(«'+y«)  +  («*+y*)(T«-Ay)-2py(Xa?+Ty) 

+  (P(l+l)-A(l~fi*))y-«PT]«wai 
-[a?(a;«+y«)-(a:«+y«)(Aa;  +  ry)4-2p(a:«+y«)-2pa;(i»+ry) 

+  (P(l-A)~B(l-^«))»-yPT]««o,  =  0. 

Die  Beseitigung  von  «a  aus  beiden  Gleichungen  liefert  nach  Weglassang 
des  gemeinsamen  Factors  (a^+y')(l  — ^')  genau  die  Gleichung  20  b).  Also 
folgt  der  Satz: 
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Bas  KegelBohnittBsystem  Z'  httllt  dieselbe  bicircnlare  Curve  vierter 
Ordnung  €  ein^  wie  das  System  Z.* 

Es   sollen  znnfichst  erst  die  Griindpankte  des  Büschels  der  die  Berüh- 
rungspunkte ausschneidenden  Hyperbeln  ^'  82)  ermittelt  werden. 
Mit  Hilfe  des  Winkels  V  läset  sich  Gl.  82)  schreiben: 

+  P«fi(Q-Y)-(A-B)^^«nQ  =  0. 

Wir   gehen  jetzt  zum  Coordinatensjsteme  {x\  y)  über,  indem  wir  das 
System  x^  y  um  den  Winkel  V  drehen: 

(x'«-y'2)5m(ß-  V)  -  2a?yco5(Q- V)  -  2» -^«n(Q-Y) 

+  2y'-?-(»s(Q-V)  +  PÄin(Q-V)-(A-B)^^^«nQ  =  0. 

Den  Mittelpunkt  dieses  Büschels  nennen  wir  G'  (ebenso  wie  G  der  Mittel- 
punkt des  Hjperbelbüschels  ^  ist);  seine  Coordinaten  sind 

83)  y  =  0,    x^^   oder  a;  =  ^,     y  =  ^^ 

er  liegt  auf  der  Geraden  KF*  um  KG'=^ ^  von  K  entfernt.   Es  sei  (£',  n) 

ein  neues  Coordinatens jstem :  sein  AnÜEuig  sei  G\  seine  |'-Axe  faUe  mit  der 
oe'- Axe  zusammen,  seine  rf-Axe  sei  der  y'-Aze  paralleL  In  diesem  Systeme 
wird  die  Gleichung  von  Q': 

(^«-1/'*)  5«fi(Q-Y)  -2rVco5(Q-Y) 

^^  -plq/i*^(Q-.Y)-.(A-B)i9^%mQ==0. 

Insbesondere  für  Q=V  +  ^  und  Q  =  Y,  also  für  die  beiden  Hyperbeln  §', 
welche  die  Berührungspunkte  der  zum  System  Z'  gehörenden  Kegelschnitte 
^o>  ^0  ^02-  ^'f  -^   ausschneiden: 

*  Vergl.  hierzu  einen  gewissen,  in  meiner  Arbeit  über  die  Ereisfusspunktcnr- 
▼en  mit  (90  bezeichneten  Satz,  aus  dem  der  obige  Satz  sofort  hervorgeht.  Ich  darf 
nicht  unterlassen,  darauf  hinzuweisen,  dass,  wieHerr  Prof  Burmester  mir  mitzu- 
theiien  die  Güte  hatte,  viele  der  in  jener  Arbeit  aufgestellten  Sätze  in  naher  Beziehung 
zu  den  kinematischen  Untersuchungen  stehen,  die  der  Genannte  bereits  früher  ver- 
öffentlicht hat.  Da  ich  unmöglich  hier  n&her  darauf  eingehen  kann,  so  muss  ich  auf 
sein  Lehrbuch  der  Kinematik  und  auf  die  Aufs&tze  in  der  Zeitschrift  f.  Mathem. 
n.  Phyg.,  Bd.  19  S.  164  flg.,  8.  465  flg.;  Bd.  80  S.  381  flg.  verweisen.  Insbesondere 
der  allgemeine  Satz  über  die  Fusspunktcurven  in  meiner  Arbeit  findet  sich,  wenn 
auch  in  anderer  Form,  vollständig  in  diesen  Untersuchungen.  Unter  dem  Gesichts- 
punkte der  letzteren  erscheint  auch  die  vorliegende  Abhandlung  als  ein  Beitrag 
zur  Kinematik  ähnlich-veränderlicher  Systeme.  Doch  habe  ich  dieana^ 
ly tische  Betrachtungsweise  als  die  ursprüngliche  beibehalten. 
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Aus  diesen  Gleiehnngen  ergeben  sich  die  vier  Grondponkte  des  Hyperbel- 
büschels §'  mit  Beibehaltung  der  Abkürzung  J  [vergl.  25)1  • 


86) 


U  = 


^<» 

,     _j/(A-B)(1Vl[-S4yF+Z!l!. 
•»»=+ Tv. ' 


I*» —  2n 

,      _F'(A-B)(l->i»)  [-?-»^F+^Tt. 


Für  jeden  Index  ist  also  nach  27)  und  86) 
87) 


Dabei  ist  in  86)  das  Vorzeichen  von  i?'  so  ru 
wählen  (zufolge  85),  dass  t'n   ^^  Vorzeichen 
->     von    (fi-l)T(A-B)    erhäH.    —    Diese   vier 
Grundpunkte  86)  nennen  wir  H',  J\  H\j  J\. 
^    _  Im  Coordinatensystem  (», y)  (S.  22  und 

^  Taf.  I  Fig.  5)  ist  die  Gleichung  der  eingehall- 

ten  Curve  6  folgende  [s.  20  a)]:* 

-a?'*((A+B)-(A-B)X]-y«[(A  +  B)  +  (A-B)A]-2xy(A-B)i 

^^^+29[(A  +  B)^-(A-B)~]a?'+2KA-B)^y' 

+  AB(l-^^)-^^[(A+B)-(A-.B)A]-0. 

Diese  Gleichung  spielt  also**  für  das  Eegelschnittssystem  Z'  dieselbe  Rolle 
wie  die  Gleichung  20a)  für  Z;  und  man  kann,  indem  man  jetzt  die  den 
Grössen  A,  B,  ^,  A,  t,  entsprechenden  Grössen  im  Systeme  Z'  mit  A'i  B'i 
^',  A',  z  bezeichnet  und  X'*  +  t'«  =  ^'«  setzt,  Gl.  88)  analog  20a)  zuschrei- 
ben versuchen: 

(^'*+y'«-o'*)* 


89) 


-a;'n(A'+B')-(A'-B>']-yn(A'+B')  +  (A'-B')A']  +  2fl:y(A-B>' 

+  2/[(A'+  B')  A '-  (A-  B')]a;'+  2^'(A'+  ^Yv 
+  A'B'(l-f*'«)-^'*[(A'+B')-(A'-B')A'l  =  0. 

Durch  Vergleichung  mit  88)  erhält  man  zunächst  (»'=  p,  wie  ja  nach 
dem  Bisherigen  klar  ist,  da,  wie  gezeigt  wurde,  das  System  Z'  genau  den- 
selben Mittelpunktskreis  hat,  wie  das  System  Z. 


*  Für  den  üebergang  hat  man  x  =  xcob^  -  y'wn Y,  y  =  «'wnV  -4-  y'fX»'^  oder 
x'—zy  xx*-hly' 

fi       ^        (t 

**  Allerdings  abgesehen  von  der  Richtung  der  Coordinatenaxen. 
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Weiter  erhftlt  man 

A'+B'=.A  +  B,    (A'-B')it'=(A-B)A,    (A'-B')r'c=-(A-B)r, 
90)  (A'+B')t'=(A-B)-i    (A'+B')r-(A'-B')  =  (A  +  B)M-(A-B)-» 

A'B'(l-^'0  =  AB(l-fi«). 
Die  ersten  vier  dieser  Gleichungen  würden  znr  Bestimmang  von  A',  B',  l\  z 
ausreichen;  sobald  sich  aber  zeigt,  dass  dann  die  übrigen  zwei  Oleichangen 
ebenfalls  mit  erfOllt  sind,  so  ist  bewiesen,  dass  die  Systeme  Z  und  Z' 
gleichartig  sind.     Ans  der  zweiten  and  dritten  Bedingung  folgt: 

91a)  -i  =  -i, 

TT 

aus  der  ersten  und  vierten: 

91b)  ,'=A^.l, 

also  nach  91  a) 

Hiemach  geben  die  erste  und  zweite  Gleichung  90): 

91d)  A'+B'=A+B,    A-B'=-(A+B)^, 

woraus  man  zieht: 

9le)  A'=^(l-,t).    B'=^(1  +  m). 

Sofort  erkennt  man,  dass  die  fünfte  und  sechste  Gleichung  90)  iden- 
tisch durch  91b,  c,  e)  erfüllt  werden.  Da  nun  die  Systeme  Z'  und  Z  ge- 
Wissermassen  als  gleichwerthig  erscheinen,  so  liegt  es  nahe,  zu  vermuthen, 
dass  umgekehrt  das  System  Z  dem  Systeme  Z'  in  derselben 
Weise  entsprechen  möge,  wie  das  System  Z'  dem  Systeme  Z, 
dass  also  analog  89)  die  Gleichungen  bestehen: 

A+B  =  A'+B',    (A-B)X  =  (A-B')X',    (A-B)t  =  -(A'-B')t\ 
92)(A+B)t  =  (A'-B')4'  (A  +  B)A-(A-B)  =  (A'+BV-(A'-B')-,. 

AB(l-^«)  =  A'B'(l-f*'*). 
Die  erste,  zweite,  dritte  und  sechste  dieser  Gleichungen  sind  mit  den 
entsprechenden  Gleichungen  90)  geradezu  identisch;  die  vierte  und  fünfte 
aber  werden  thatsftchlich  durch  die  Werthe  91b,  c,  e)  erfüllt,   wenn  man 

93,  ,.=  B^ 

setzt.*     Denn  aus  der  Definition  |ä'*  =  X'*  +  t*  folgl  auf  Grund  von9lb,c) 
.      pj  >  und  für  das  Vorzeichen  von  /  geben  die  Bedingungen 

*  Aus  diesen  Formeln  weist  man  nach:  die  Kegelschnitte  aus  den  Doppel- 
brennponkten  der  Gurven  TT^  die  von  entsprechenden  Punkten  der  Kegelschnitte  V 
erfallt  werden,  sind  mit  den  entsprechenden  zwei  Kegelschnitten  des  Systemes  Z 
[61)]  conlocal,  vergl.  S.  19,  20. 
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90)  gar  keinen  Anhalt.     Dass  sich  ftbr  \i   nicht  ebenso,   wie  fi  den  abse- 


in ten  Werth  von  f^i*  +  T*  bedeutete,  anch  der  absolute  Werth  von  j/T^+r 
ergiebt,  liegt  an  der  Wahl  des  Coordinatensystemes;  denn  hfttten  wir  aoch 
noch  diese  üebereinstimmung  herbeiführen  wollen,  so  h&tten  wir  bei  Be- 
stimmung der  positiven  Bichtang  von  x'-  und  y -Axe  unterscheiden  mflssen, 
ob  E  oder  F  der  Mittelpunkt  des  grOssten  Kegelschnittes  Z'  ist  [ebenso 
wie  im  Ooordinatensjstem  {x^ff)  feststeht,  dass  stets  E'  der  Mittelpunkt 
des  grössten,   und  F'  der  des  kleinsten  Kegelschnittes  Z  ist,  s.  8.7]; 

f^ Q 

dies  ist  aber  nicht  geschehen,  denn  wenn   .    .  p>0  ißt,  ist  J?',  wenn  aber 

A— B 

p<lO  ist,  E  der  Mittelpunkt  des  grössten  Kegelschnittes  F.  —  Da 

die  ümkehrungen  von  90)  richtig  sind ,  so  werden  natOrlich  auch  die  Gleich- 
ungen 91),  insbesondere  91b,  c,  e)  sich  umkehren  lassen: 

A  =  ^'(l-/),   B  =  ^'(l  +  A 

Die  Beciprocitfit  der  Systeme  Z  und  Z'  ist  also  vollständig  bewiesen. 
Aus  91a)  würde  für  den  dem  Winkel  ¥  entsprechenden  Winkel  Y'  folgen; 
V  =  — V  bez.  Ys=«  — V,  wie  ja  schon  aus  den  Erörterungen  S.  23  her- 
vorging. 

Entsprechend  den  Sätzen  S.  22,  23  wird  man  also  umgekehrt  sagen 
dürfen: 

Jedes  System  entsprechender  Tangenten  der  Kegelschnitte 
Z'  hüllt  einen  Kegelschnitt  des  Systemes  Z  ein. 

Natürlich  muss  nun  auch  der  Satz  für  das  System  Z'  gelten,  dass 
alle  Kreisvierecke,  in  welchen  sich  je  zwei  parallelaxige  Kegel- 
schnitte schneiden,  einem  und  demselben  Kreise  eingeschrie- 
ben sind,  dem  „Schnittpunktskreise''  des  Systemes  Z';  und  dass 
der  Mittelpunkt  Jlf' dieses  Kreises  und  der  Punkt  är' zusammen 
mit  E\  F'  harmonische  Punkte  sind  (vergl.  S.  12).  Dies  lässt  sich 
leicht  auch  geradeswegs  mit  Hilfe  der  Gleichung  77)  bestätigen.  Im  Co- 
ordinatensysteme  {x\  y)  werden  dieCoordinaten  desPunktealf'  sein : 

95)  y'=0,    x^QfA. 

Der   Radius    s'  des   Schnittpunktskreises    wird    [wie   man   z.   B.    dadurch 
findet,     dass    man    in    die    nach    Massgabe    von    31)    gebildete    Fonnel 

*'=  j/^^^l  Q-  *(^'+  B-2P')]  die  Werthe  91  e)  einsetzt] 
r      CA  +  D  j 

96)  5'==^iz^*(A+B-2P)|. 

Die  Gerade  E'F'G'KM'  ist  als  Axe  von  Z'  zu  bezeichnen  (s.  S.  12). 
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Zwei  solche  yoUständig  za  einander  reciproke  Eegelschnittssjsteme  Z, 
Z'  nenne  ich  fernerhin  kurzweg  «conjagirte  Eegelschnittssjsteme''. 
Ihre  Hanpieigensohaften  sind  also: 

Jedes  System  entsprechender  Tangenten  der  Kegelschnitte 
des  einen  Systemes  hüllt  einen  Kegelschnitt  des  andern  Syste- 
mes  ein.  Beide  Systeme  haben  den  Mittelpnnktskreis  gemein. 
Die  zwei  Pnnktepaare  dieses  Kreises,  dnrch  welche  die  Axen 
aller  Kegelschnitte  der  Systeme  laufen,  sind  zugleich  die  Mit* 
telpnnkte  der  grössten  und  kleinsten  Kegelschnitte,  die  in  den 
Systemen  enthalten  sind,  und  liegen  ebenso  wie  die  Axen  der 
beiden  Systeme  (die  ja  mit  den  Verbindungslinien  jener  Punkte  zusam- 
menfallen) symmetrisch  zu  den  Doppelbrennpunkten  derjenigen 
Curve  (Sy  die  von  dem  einen,  wie  von  dem  andern  Kegelschnitts- 
systeme eingehüllt  wird  (vergL  S.  15).* 

Als  selbstverst&ndlich  kann  auf  Grund  der  bisherigen  Untersuchungen 
hinzugefügt  werden: 

Es  ist  unmöglich,  dass  Ton  zwei  conjugirten  Systemen  Z 
und  Z'  das  eine  reell,  das  andere  imaginSr  wäre,  falls  €  reell 
ist.     Entweder  sind  sie  beide  reell,  oder  beide  imaginär. 

Die  Mittelpunkte  der  beiden  zerfallenden  Kegelschnitte  des  Systemes 

T  mögen  L\  N'  heissen  (vergl.  S.  17).     Sie  liegen  symmetrisch  zu  der 

Geraden  EF^  ebenso  wie  X,  N  symmetrisch  zu  E'F\     Für  sie  ist  nach  81) 

/ A  I  B  + A 

tga=7/— -    oder  cosQs=  p^  a    ^^^^^  wenn  wir  diesen  Winkel  Q  mit 

H'  bezeichnen:  '^"o"  —  7^  ""oh  o^^  ^  ^i®  Winkel,  welche  von  den  zu- 
gehörigen   Doppeltangenten    mit  den  Axen   E'L'  bez.  E'N'  gebildet 

werden,  hat  man  [vergl.  76)]   ^^- =  Z/^^^^rf'   mithin  für  ihre  Winkel 

1 

mit  der  Aie  F'L'  bez.  F'N'  ^(}--)  =  /'^*^f-     dagegen  ist  ii 

^jBUmeZtg^^j/^^.  ^{^''^)  =  y^]  (^ergL  die  l.Anmer- 
Itung  S.  17).  Hieraus  folgt  aber  nun  (vergl.  Taf.  I  Fig.  6):  ^  — £'=^» 
'2~~-=>='-o  '  Hieraus  wieder  ergiebt  sich  der  wichtige  Satz:  dass  die  Dop- 
peltangenten von  'S*  ebensowohl  wie  von  IJ  durch  2/  bez.  N  gehen,  und 
umgekehrt  die  Doppeltangenten  sowohl  des  Kegelschnittes  X,  als  des  Kegel- 
schnittes 2r  durch  L'  bez.  27'.     D.  h.: 

Die   vier  Doppeltangenten  des  Systemes  Z  sind  dieselben, 
Welche  im  conjugirten  Systeme  Z'  vorkommen.    Diejenigen  vier 

*  Ueber  das  zu  I,  Taf.  I  Fig.  2a,  conjugirte  System  I'  vergl.  Fig.  2b. 
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von  ihren  sechs  Schnittpunkten,  welche  die  Mittelpunkte  der 
vier  zerfallenden  Kegelschnitte  sind,  bilden  ein  KreisTiereek, 
das  dem  Mittelpunktskreise  der  Systeme  Z,  Z'  eingeschrie- 
ben ist.* 

Auch  erkennt  man  nun,  in  welchem  Zusammenhange  die  Punkte  £r,  Cf 

A+B 
mit  L^  N,  L\  N'  stehen:  denn  es  ist  co«H'=  — 7- — =1  folglich  die  Pro- 

A  +  B 

jection  von  KL'  oder  KN'  auf  EF  gleich  —  9  -r — = »  gleich  h  nach  23). 

Ebenso  wird  umgekehrt  das  Loth  in  G'  auf  E'F"  durch  L  und  N  gehen. 
Also: 

Der  Mittelpunkt  G'  des  Hyperbelbüschels  ^\  das  die  Be- 
rührungspunkte im  Systeme  Z'  ausschneidet,  ist  die  Mitte 
zwischen  den  Mittelpunkten  der  dem  Systeme  Z  angehOrigen 
zerfallenden  Kegelschnitte;  und  umgekehrt,  der  Mittelpunkt 
(r  des  zu  Z  gehörigen  Hyperbelbüschels  $  ist  die  Mitte  der 
Linie,  welche  die  Mittelpunkte  der  im  Systeme  Z' vorkommen- 
den zerfallenden  Kegelschnitte  verbindet  (s.  Taf.  I  Fig.  6). 

Da  die  Bestandtheile  eines  zerfallenden  Kegelschnittes  zugleich  seine 
Asymptoten  sind,  die  Axen  aller  Kegelschnitte  des  Systemes  Z  durch  die 
Punkte  Ey  F  gehen,  überdies  alle  Kegelschnitte  einander  Ithnlich  sind,  so 
hat  man  weiterhin  den  Satz: 

Die  Asymptoten  aller  Kegelschnitte  Z  gehen  durch  die 
Mittelpunkte  der  dem  Systeme  Z^  angehörenden  zerfallenden 
Kegelschnitte,  und  umgekehrt. 

Dies  ist  übrigens  ein  Specialfall  des  Beciprocit&tggesetzes  S.  29. 

Im  Systeme  Z'  erhält  man  die  beiden  anderen  zerfallenden  Kegel- 
schnitte (deren  Mittelpunkte  die  Kreispuukte  im  unendlichen  sind),   indem 

man  in  der  Gleichung  von  Q'  [77)1  sinQ  =  (x>.  cosQ  =  oo,  — -=r-|-i 
(i  =  /-l)  setzt  [s.33)]: 

^  -l-P(X  +  Ti)-(l-a«)M  =  0 

oder 

98)     (flj  +  iy)«-2(»(rc  +  iy)(^^^)-M(i  +  T0^^^'  =  0. 

Man  sieht,  dass  die  hierdurch  dargestellten  vier  Geraden  von  den  entspre- 
chenden im  Systeme  Z  [50)]  verschieden  sind.  Es  giebt  aber  im  Ganian 
von  jedem  Doppelpunkte  aus  nur  vier  Tangenten  an  die  Curve  <S.  Hier- 
aus folgt: 

Während  die  Geraden  derjenigen  zerfallenden  Kegel- 
schnitte des  Systemes  Z',   die   aus  wirklichen   Doppeltangen- 


**  In  Taf.  I  Fig.  2  a  und  2  b  sind  die  Doppeltangenten  imagin&r. 

Digitized  by  LjOOQ IC 


—  al- 
ten besteben,  mit  denen  von  Z  verwechselt  zusammenfallen, 
sind  die  beiden  anderen  zerfallenden  Kegelschnitte  von  Z, 
nSmlich  diejenigen,  die  von  Tangenten  aus  den  Doppelpunk- 
ten an  die  Curve  gebildet  werden,  von  denen  des  Sjstemes  Z 
verschieden,  und  zwar  so,  dass  die  beiden  conjugirten  Systeme 
I,  Z'  zusammen  alle  acht  derartigen  Tangenten  enthalten. 
Weiter  erkennt  man,  dass  die  zerfallenden  Kegelschnitte  X',  N'  eines 

B  +  A 
reellen  Sjstemes  Z'  nur  dann  reell  sind,  wenn  äbs.  = — j~   <1  ist.     Dazu 

D  —  A 

ist  nöthig,  dass  A  und  B  entgegengesetztes  Vorzeichen  haben  (AB<0), 
oder  mit  anderen  Worten,  dass  das  System  Z  aus  Hyperbeln  besteht. 
Besteht   dieses  System   aber  aus   Ellipsen  (AB>^0),    so   ist   noth wendig 

B  +  A 

>>1,   und  also  sind  L'  und  N'  imaginär,     umgekehrt:    Das 


B-A 

System  Z'  besteht  aus  Ellipsen  oder  Hyperbeln,  je  nachdem  jü<1  oder 
f»>l  ist  [vergl.  91  e)];  und  die  zerfallenden  Kegelschnitte  X,  N  des  Syste- 
mes  Z  sind  reell  im  zweiten  Falle  (wenn  fA^l  ist),  imaginär  im  ersten 
(f&<l).  Für  reelle  conjugirte  Systeme  Z,  Z'  hat  man  also  folgende  Ta^ 
bellen,  wenn  man  durch  ein  H  oder  E  andeutet,  dass  ein  System  aus 
Hyperbeln  bez.  Ellipsen  besteht,  und  durch  ein  r  oder  i,  dass  seine  zer- 
fallenden Kegelschnitte  reell  oder  imaginär  sind: 


99)      Z: 


'E 

H 

r\ 

AB>0 

AB<0 

i 

AB>0 

AB<0 
H<1 

T: 


E 

H 

r 

AB<0 

M>1 

AB<0 

i 

M<1 

AB>0 

AB>0 

Hieraus  erkennt  man,  dass  bei  reellen  conjugirten  Systemen  Z,  Z' 
nur  folgende  drei  Möglichkeiten  bleiben:  Entweder  beide  be- 
stehen aus  Ellipsen  mit  imaginären  zerfallenden  Kegelschniten, 
oder  beide  aus  Hyperbeln  mit  reallen  zerfallenden  Kegelschnitten; 
oder  endlich  das  eine  aus  Ellipsen  mit  reellen,  das  andere  aus 
Hyperbeln  mit  imaginftren  zerfallenden  Kegelschnitten  (dagegen 
sind  die  Combinationen  JE7r,  Er;  Er,  Ei;  Er^  Er;  Ei^  Er;  Ei,  Ei; 
Sr,  Hi;  Ei,  Ei  ausgeschlossen). 

Beachtenswerth  ist  femer,  dass  es  auch  Fälle  giebt,  wo  die 
beiden  conjugirten  Systeme  Z,  Z'  snsammenfollen ,  oder  also  das 
System  Z  sich  selbst  conjugiit  ist.  um  dies  zu  beweisen,  greifen  wir  auf 
die  Kegelschnittsgleichungen  Q  und  Q'  selbst,  nämlich  18)  und  77)  zurück. 
Damit  fElr  einen  beliebigen  Werth  von  Q  der  Kegelschnitt  77)  in  dem 
Systeme  Z  [18)]  enthalten  ist,  müssen,  wenn  mit  N  ein  unbekannter  Factor 
bezeichnet  wird,  gleichzeitig  folgende  sechs  Gleichungen  fElr  die  sieben  Grössen 
*»  N,  A,  B,  P,  i,  T  (A*  +  T*  =  fi*)  erfüllt  sein,  und  zwar  unabhängig 
▼on  Q: 
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100) 


fi{k  +  co8Q) 

N(r  +  wnQ) 
HPiHkcosQ  +  TsinQ) 


2^2 
A-B     A+B 

2     ■''     2 

A  +  B  .  ^ 
=  — s— «»KP, 


C08<t>, 


[A^ 


2 


)(l-^«) 


-  A  B  (1-  X  aw<t>  -  T  5in0). 


Addirt  man  die  erste  and  dritte  dieser  Gleichungen,  so  erhält  man 

A  +  B 


N  =  - 


2 


Alsdann  giebt  die  Division  der  ersten  and  zweiten,  nachdem  man  in  der 

A  +  B 

ersten  beiderseits  den  Sammanden  — ^ —  weggelassen  hat: 

f^(Q+Y)-^0, 
A-B 


A  — B 

mnltiplicirt  and  rechts  — ^ —  sin^ 


and  die  fünfte,  nachdem  man  sie  mit  .      _. 

A  +  B 

A  +  B 

nach  Massgabe  der   zweiten  durch ^  {k  sinQ  +  x  cosQ)   ersetzt   hat, 

A D  A+B 

wodurch  sie  in  die  Gleichung  — n—  (t  +  »nQ) H g—  (XwnQ  +  rawQ)  =  0 


übergeht: 


T  =  0,      Jl  =  . 


A-B 


A  +  B' 

denn  diese  Gleichung  soll  ja,  wie  die  übrigen  auch,  nach  Voraussetzung  für 
jeden  Werth  von  Q  erfüllt  sein.  Wegen  r  =  0  wird  aber  nun  Y  =  0  oder 
SS  TT,  je  nachdem  k  positiv  oder  negativ  ist,  folglich 

0  =  Q  bez.  0s=Q  +  ^. 

Die  erste,  zweite  und  dritte  Gleichung  100)  liefern  aber  nun  übereinstim- 
mend ^      ^ 

so  dass  die  Gleichung  <!>  =  Q  +  n;  ausgeschlossen  ist.  Auch  die  vierte  (ebenso 
wie  die  fünfte)  der  Gleichungen  100)  stimmt  mit  den  soeben  abgeleiteten 
Gleichungen,  nämlich 


10))         =i_^Lz|,    r 


A  +  B 


=  0    (p 


'äbs. 


A  +  B 


Q 


Tollständig  ttberein.     Die  sechste  aber  wird  zufolge  dieser  Bedingangea: 
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<A  +  B.  .  A 


A  + 


Bi 


oder 


(^ 


B 


i  + 


-2-j+(l-i«>5Q)[AB-(^)'(l-i»)]  =  0 


ist  also  ebenfalls  erfüllt,  weil  der  erste  Factor  nach  101)  verschwindet. 
Hiermit  ist  die  Behauptung  erwiesen.  Die  eingehüllte  Carve  ist 
jedoch  (wegen  t  =  0)  symmetrisch  zur  x-Axe  [vergl.  20)].  Bei  einer 
unsymmetrischen  bioircularen  Curve  vierter  Ordnung  kann  dagegen  niemals 
ein  System  Z  vorkommen,  das  sich  selbst  coi^'ugirt  wäi'e. 

Für   ein  solches  System  findet  man  weiter  nach  23),  27),  83),  86): 

i,=r.=/|5|:;|. 


102) 


js.=r,=-s, — I',, 
(«,=r,=o, .s,=r,=o. 

'      j-t/^AB    J  . 


fOr  Cf  ist  Ä=-j'J^^, 

A"~  D 


x'==Q  .  als. 


A  +  B 

a-b' 


dagegen    sind    die   Coordinaten   von   G'  y'^Oy 
Ist  nun  A>0  (also  ^  =  0,  so  dass  F  mit  JP',  ^mit 


E'  zusammenfallt),   so  ist  auch  h>0:  h'=^g.äbs 


A+B 


ist  aber  il<0 


|A-B 

(H'»  7c,  so  dass  F'  und  E^  E'  und  ^zusammenfallen),  so  ist  A<0,  aber 
die  x-k,i%  fällt  in  die  negative  a;-Axe.  In  jedem  Falle  also  werden 
der  Punkt  Or  mit  ff  und  nach  102)  also  auch  die  vier  Punkte 
a\  J\  H\^  J\  mit  H,  «7,  JET,,  J^  zusammenfallen.  Die  Coordinaten 
von  G  und  M  (das  dann  natürlich  mit  M'  identisch  ist)  werden 

103)    G:     y  =  0,  x  =  -p^;  Jf:     y  =  0,  a?=-/~^ 


A  +  B 

Aus  der  Gleichung  der  eingehüllten  Curve  20)  erkennt  man  dann 
weiter,  dass  sie  in  zwei  Kreise  zerfällt  und  zwei  von  den  Punkten 
H,  J,  ITj,  Jj  die  Schnittpunkte  dieser  Kreise  sind.*  Dieser  merkwürdige 
Fall  wird  später  ausführlich  behandelt  werden  (s.  Beispiel  4).  Jedenfalls 
hat  man  den  Satz: 


•  Man  findet  aus  20b)  [vergl.  101)]  als  Gleichung  des  obengenannten  Kreis- 
paares: 

««  +  y«-(A     B);/I|3x-|^-p^2(A+B)(-P 

2AB 


'-«  +  y«  +  (A-B)/^.~|AB^,j.2(ÄTB)l-P 


=  0. 


A+B 

Ueberdies  kami  wieder  der  eine  Kreis  zerfallen,  nämlich  in  eine  im  Endlichen 
liegende  und  die  unendlich  ferne  Gerade  (s.  IV.  Abschn.  §  8). 

ZaitMhr.  f.  Math.  u.  Physik,  XXXV.  Jahrg.   Sappl.  3  C^  r^r^r^\r> 
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feine  bicirculare  Curve  vierter  Ordnung,  welche  von  einem 
Systeme  T,  das  sich  selbst  conjngirt  ist,  eingehüllt  wird,  besteht 
nothwendig  ans  zwei  Kreisen/ 

Ueber  die  Systeme  Z,  Z'  iSsst  sich  weiter  der  folgende  Satz  ableiten: 

Die  OrundpunkU  27),  86)  der  Büsdiel  gleichseitiger  Hyperhdn  Q,  Si\ 
die  in  den  Systemen  Z  und  Z'  die  Berührungspunkte  der  KegdsdinUtspaart 
OQij  0'0\  hestimmeny  sind  Brennpunkte  der  eingehüüten  Curve  S. 

Und  zwar  lehrt  eine  einfache  Rechnnng  (vergl.  auch  S.  37) ,  dass  die 
Punkte  JET,  J,  H\  J'  auf  einem  Kreise  (Brennpunktskreis)  liegen,   ebenso 

Der  Beweis  dieses  Satzes  für  das  System  Z  folgt  eigentlich  schon  aus 
einigen  Bemerkungen  in  §§  1  und  3  (vergl.  den  Schluss  des  §  1).  Da 
nSmlich  die  Geraden,  aus  denen  diejenigen  zerfallenden  Kegelschnitte  be- 
stehen, deren  Mittelpunkte  die  Doppelpunkte  der  Curve  S  sind,  Tangen- 
ten an  S  von  den  Doppelpunkten  aus  sind,  so  sind  ihre  gegen- 
seitigen vier  Schnittpunkte,  durch  die  jede  Hyperbel  ^  hindurchgehen 
wird,  eben  Brennpunkte  von  S.  Dass  jede  Hyperbel  Q  wirklich  durch 
diese  vier  Brennpunkte  hindurchläuft,  lehrt,  abgesehen  von  der  Betrachtung 
am  Schlüsse  des  §  1,  eine  einfache  Rechnung.  Denn  nach  49)  sind  diese 
vier  Brennpunkte  durch  die  folgenden  Gleichungen  bestimmt  (die  man  dufch 
Trennung  des  Reellen  vom  Imaginären  erhält): 


oder 


A        A«-M« 


Diese  Gleichungen  stellen  aber  gerade  diejenigen  beiden  gleichseitigen  Hyper- 
beln dar,  als  deren  Schnittpunkte  S.  10  [vergl.  22),  23),  26)]  die  Grund- 
punkte  27)  des  Hyperbelbüschels  ^  berechnet  wurden.  Man  kann  also  den 
obigen  Satz  wie  folgt  aussprechen: 

Jeder  der  beiden  Doppelpunkte  ist  Mittelpunkt  eines  zer- 
fallenden Kegelschnittes  im  Systeme  Z;  und  zwar  bestehen 
diese  beiden  Kegelschnitte  aus  denjenigen  beiden  Tangenten- 
paaren  von  den  Doppelpunkten,  deren  Schnittpunkte  dieGrnnd- 
punkte  des  zu  Z  gehörenden  Hyperbelbüschels  $  sind.  Aehn- 
liebes  gilt  vom  Systeme  Z'. 


**  Hierbei  ist  vom  Falle  A  =  B  =  P  «od,  wobei  die  Curve  in  einen  EegelscbDÜt 
und  die  doppelt  gezahlte  unendlich  ferne  Gerade  zerfällt,  abgesehen. 
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£&  ist  nun  nicht  schwer,  von  dem  Sjstempaare  Z,  Z'  ans  den  Ueber- 
gang  zn  den  übrigen  ftlnf  Sjstempaaren  za  machen,  da  sie  genau  dieselben 
Eigenschaften  haben  müssen,  wie  das  Systempaar  Z,  Z^  und  dieselbe  Curve 
S  erzengen  (s.  S.  18) ,  wie  dieses. 

Der  Brennpunktskreis  H/JETV  möge  33,  H^J^H\J\  aber  85,  heissen. 
Ferner  mögen  die  Antipunkte  von  jff,  H'\  J,  J';  ff,  7';  H\  J  bez.  ^,,  Jj; 
E\^J\'^  H^^J^\  H\,  J\  heissen.  Dann  werden  offenbar  J7,  /,  H\  J\ 
IT,,  Jj,  B",,  ...,  J\  die  16  Brennpunkte  von  S  sein,  und  sowohl  H^J^JB[\J\ 
als  H^J^H\J\  ein  Kreisviereck  bilden.  Die  hierdurch  bestimmten  übrigen 
zwei  Brennpunktskreise  sollen  S3|,  ^^  genannt  werden;  die  Mittelpunkte  der 
BrennpunktskreTse  35,  89,,  Sj,  ©g  ^^^  3R,  3»,,  9»,,  ÜR,  heissen.  Diese 
Punkte  können  auch  so  bestimmt  werden:  90%  als  Schnittpunkt  von  H^J^ 
mit  U\J\,  oder  von  H^J^  mit  H\J\  u.  s.  f.;  3»,  als  Schnitt  von  HJ 
mit  H'J'\  ÜR,,  aRj  als  Schnittpunkte  von  HJET' mit  JJ'  bez.  von  HJ'  m\i 
E'J, 

Ebenso,  wie  die  conjugirten  Systeme  Z,  Z'  zu  den  Brennpunktskreisen 
$ ,  83|  in  Beziehung  stehen ,  wird  ein  anderes  Paar  Z, ,  Z ',  zu  85 ,  359 ,  ^^° 
drittes  Z^,  Z',  zu  89,  899«  ^^^  viertes,  fünftes,  sechstes  zu  89,,  8921  bez. 
83,,  859,  bez.  892,  ®8  ^°  derselben  Beziehung  stehen. 

Bekanntlich  sind  die  Mittelpunkte  3)1,  9)t, ,  3^2  >  ^s  der  Brennpunkts- 
kreise mit  den  Mittelpunkten  der  vier  Doppeltangenten  paare  von  S  iden- 
tisch, wie  sich  auch  leicht  aus  den  abgeleiteten  Formeln  und  mehreren  im 
Folgenden  auseinandergesetzten  Beziehungen  ergiebt  (übrigens  ist  die  Curve 
€  mit  Beziehung  auf  jeden  Brennpunktskreis  zu  sich  selbst  invers).*  So 
fallen  z.  B.  diejenigen  beiden  Schnittpunkte  der  vier  im  Systempaare  ZZ' 
vorkommenden  Doppeltangenten,  die  nicht  auf  dessen  Mittelpunktskreis 
liegen  und  die  späterhin  (§  6)  auch  mit  X, ,  ^|  bezeichnet  sind ,  mit  den 
Punkten  3)^2,  3R3  zusammen. 

Was  insbesondere  die  drei  Systempaare  ZZ^  Z|Z'|,  ZjZ'g  betrifft, 
so  ISsst  sich  folgende  Tabelle  für  sie  aufstellen: 


104)       18,392 


Z:  ^,7;  H„y, 
Z,:  IT,  J?';  H2,  ^2 
Z2:    B ^J  \   H3,  Jj 


Z  :    H  ^J  \  H\ ,  /  j 
T'  •   /  7'-    H'     J' 

Z'  '   Tf'   J*    TT'     J' 


I, 

IL 
III. 


Hinter  dem  Zeichen  eines  jeden  Systemes  sind  die  vier  Brennpunkte  an- 
gegeben, die  die  Grundpunkte  des  zugehörigen  Hyperbelbüschels  sind;  und 
zwar  gehören  die  ersten  beiden  Brennpunkte  jedesmal  zum  ersten,  die  letzten 
zwei  zum  zweiten  der  davor  angegebenen  Brennpnnktskreise.  Ebenso  ent- 
sprechen den  Combinationen  89,,  932;  ®i«  ^s?  ^S'  ®8  ^^^  ^^^^  Systempaare 
Is,  Z'jj  Z4,  Z'4;  Z5,  Z'5.  Bei  den  Beispielen,  die  im  zweiten  Abschnitte 
nfther  behandelt  sind ,  beschranke  ich  mich  auf  die  drei  ersten  Systempaare, 


♦  Vergl.  z.  B.  E.  Czuber,  Zeitfichrift  f  Mathem.  u.  Physik,  Bd.  32  S.  257 flg., 
oder  8almon-Fiedler,  Analyt.  Geom.  d.  höh.  eh.  Curven,  S.  884  (2.  Aufl.). 
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weil  im  Allgemeinen  die  drei  letzten  imaginär  sind ,  wenn  jene  reell  8ind.  Nor 
im  Falle  des  Kreispaares  (Abschn.  II  §5  und  Abschn.  IV  §3)  sind  alle  sechs  Paare 
berücksichtigt,  von  denen   dann  allerdings  vier  paarweise  znsammenfallen. 

Von  jedem  einzelnen  Sjstempaare  gelten  dabei  natürlich  alle  die  Sätze, 
die  für  das  erste  Systempaar  ZZ'  bewiesen  worden  sind.  Ebenso  z.  B^ 
wie  die  vier  übrigen  Schnittpunkte  derjenigen  Doppeltangentenpaare,  deren 
Mittelpunkte  372^ ,  SRg  sind ,  oder  also  derjenigen  vier  Doppeltangenten ,  die 
in  dem  Sjstempaare  Z,  Z'  vorkommen,  auf  dem  Mittelpunktskreise  dieses 
Sjstempaares  liegen,  ebenso  werden  die  vier  Schnittpunkte  der  Doppeltan- 
gentenpaare 3}{| ,  SSt^  oder  der  in  Z^ ,  Z\  vorkommenden  Doppeltangenteb  auf 
dem  Mittelpunktskreise  dieses  Systempaares  Z|,  Z\  liegen  u.t.  w.;  und  diese 
sechs  Mittelpunktskreise  müssen  alle  den  Punkt  K  zum  Mittelpunkte  haben, 
den  Schwerpunkt  der  vier  Doppelbrennpunkte  von  (S.   Also  hat  man  den  Satz: 

Je  vier  Schnittpunkte  der  sechs  aus  je  zwei  Paaren  von 
Doppeltangenten  gebildeten  Quadrupel  liegen  auf  einem 
Kreise;  und  diese  sechs  Kreise  sind  concentrisch.  Ihr  Mittel* 
punkt  ist  nämlich  die  Mitte  des  hyperbolischen  Quadrates, 
dessen  Ecken  die  Doppelbrennpunkte  der  Curve  sind. 

Geht  man  von  einer  reellen  Curve  (S  aus,  bei  der  die  vier  reellen 
Brennpunkte  auf  einem  und  demselben  Brennpunktskreise  liegen  (Taf.  I  Fig.  7a), 
und  bezeichnet  man  diese  mit  H,  /,  I£\  J\  so  dass  der  Brennpunktskreis 
selbst  93  zu  nennen  ist,  so  werden  dann  offenbar  die  Systempaare  Z,Z'; 
Zj,  Z'i;  Zj,  Z'2  reell  sein;  sind  aber  z.  B.  H\  f  imaginär  und  also  ihre 
Antipunkte  B.\  ,  J\  die  beiden  übrigen  reellen  Brennpunkte,  so  werden 
augenscheinlich  auch  die  Systempaare  Z|,  Z'i;  Z,,  Z'2  imaginär  sein,  weil 
die  gleichseitigen  Hyperbeln,  die  die  Berührungspunkte  in  ihnen  bestimmen, 
dann  imaginär  sind:* 

Falls  die  vier  reellen  Brennpunkte  einer  reellen  bicircu- 
laren  Curve  vierter  Ordnung  6  auf  ein  und  demselben  Brenn- 
pnnktskreise  liegen,  sind  von  den  sechs  Systempaaren  drei 
reell.  Wenn  aber  die  vier  reellen  Brennpunkte  zwei  verschie- 
denen Brennpunktskreisen  angehören,  so  ist  nur  ein  System- 
paar reell. 

Versieht  man  die  den  Punkten  0,  Or  und  dem  Winkel  ^  des  System- 
paares Z,  Z'  in  den  Systempaaren  Z|,  Z',,  Z^,  Z',  entsprechenden  Zeichen 
mit  den  Indices  1  bez.  2,  so  wird  (vergl.  Fig.  7  a)  (7,  die  Mitte  von  IIH\ 
Cr\  die  Mitte  von  JJ'  sein  (ebenso  wie  Q  die  Mitte  von  HJ  und  &  die 
Mitte  von  H'J'  ist!),  und  Gr,,  Cr\  werden  die  Mitten  der  Strecken  EJ 
bez.  H'J  sein.  Ebenso  wie  GK  und  & K  die  Axen  der  Systeme  Z,  I' 
sind,  werden  G^Ky  G\K  die  Axen  der  Systeme  Zj,  Z',  und  G^K^  0\S 
die  Axen  der  Systeme  Z^,  Z'2  sein.     Ferner  werden  G^K  und  G\K  ent- 

*  Uebrigens  kann  auch  vou  einem  solchen  imaginären  Systempaare  der  Mittel- 
punktskreis  oder  der  eine  Bestandtheil  der  zerfallenden  Kegelschoitte  reell  sein. 
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gegengesetzt  gleich  gegen  die  r-  oder  p-Axe  (die  Diagonalen  CD 
und  C^D^  des  hTperboliscben  Quadrates  der  Doppelbrennpunkte  von  {§) 
geneigt  sein,  gleicherweise  Q^K  und  G\K  u.  s.  w.,  ebenso  wie  es  bei  den 
Azen  GKy  & K  der  Systeme  Z,  Z'  der  Fall  ist  Also  kann  man  sagen: 
Die  Azenpaare  der  sechs  Sjstempaare  haben  gemeinsame 
Winkelhalbirungslinien.  Diese  sind  nämlich  die  Diagonalen 
des  hyperbolischen  Quadrates  der  Doppelbrennpunkte. 

Aus  diesem  Grunde  werde  ich,  um  einen  kurzen  Ausdruck  gebrauchen 
zu  können y  diese  Diagonalen  kurz  die  Azen  der  Curve  (S  nennen.  Be- 
kanntlich sind  sie  auch  die  Azen  der  yier  sogenannten  Focalkegel- 
schnitte,  d.  h.  der  Orte  der  Mittelpunkte  derjenigen  Kreise,  die  die  Cunre 
€  doppelt  berühren. 

Ueberdies  ist  zufolge  87)  LJGK=LH'G'K,  also  hinsichtlich  'der 
Systempaare  Z,,Z'i;  Z,,  Z',  LH'G,K=^LJG\K,  nnä  LHG^K=LJG\K. 
In  diesen  Winkelbeziehungen  liegt  übrigens  ein  Beweis  dafür,  dass  HJH'J' 
ein  Kreisyiereck  ist 

Ausserdem  aber  erhält  man  aus  allen  den  genannten  Beziehungen  eine 
grosse  Menge  anderer  Sätze,  von  denen  ich  hier  einige  anführen  will. 

Zu  jedem  der  zwölf  Systeme  Z,  Z';  Z|,  ...,  Z'5  gehört  ein  Brenn- 
punktsquadrupel; dies  giebt  im  Ganzen  zwölf  Quadrupel.  Da  im  Ganzen 
aber  nur  16  Brennpunkte  Yorhanden  sind,  so  wird  jeder  Brennpunkt  drei 
solchen  Quadrupeln  angehören.  In  jedem  Systempaare ,  z.  B.  im  System- 
paare Z,  Z\  kommen  vier  gleichseitige  Hyperbeln  Yor  (zwei  Hyperbeln  § 
und  zwei  Hyperbeln  S^')^  von  denen  jede  durch  die  vier  Berührungspunkte 
von  zwei  Doppeltangenten  hindurchgeht;  durch  jeden  Berührungspunkt  der 
beiden  zu  Z,  Z'  gehörenden  Doppeltangentenpaare  gehen  also  zwei  solcher 
Hyperbeln.  Jedes  Doppeltangentenpaar  endlich  gehört  gleichzeitig  drei 
Systempaaren  an ;  demnach  werden  überhaupt  durch  jeden  Berührungspunkt 
der  acht  Doppeltangenten  2.3=5  6  gleichseitige  Hyperbeln  hindurchgehen. 
In  jedem  Systeme  gehen  durch  das  dazu  gehörende  Brennpunktsquadrupel 
zwei  von  diesen  Hyperbeln  (entsprechend  den  beiden  zerfallenden  Kegel- 
schnitten), so  dass,  da  jeder  Brennpunkt  drei  Quadrupeln  angehört,  durch 
jeden  einzelnen  Brennpunkt  ebenfalls  2.3  =  6  von  jenen  gleichseitigen  Hyper- 
beln laufen.  Die  Anzahl  dieser  Hyperbeln  aber  ist  2. 12=:  24.  Dies  kann 
man,  falls  man  jede  Combination  von  zwei  Doppeltangentenpaaren  ebenfalls 
ein  Quadrupel  nennt,  wie  folgt  zusammenfassen: 

Die  Berührungspunkte  eines  jeden  Quadrupels  der  Dop- 
peltangenten werden  von  vier  gleichseitigen  Hyperbeln  durch 
je  ein  Quadrupel  der  Brennpunkte  bestimmti  was  zusammen 
24  solche  gleichseitige  Hyperbeln  ergiebt.  Durch  jeden  ein* 
zelnen  Doppeltangentenberührnngspunkt  gehen  sechsi  durch 
jeden  einzelnen  Brennpunkt  ebenfalls  sechs  von  diesen  Hyper- 
beln hindurch,   und  zwar  so,   dass  je  zwei  Hyperbeln  dasselbe 
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Brennpunktsqnadrupel  und  je  sechs  die  zwei  Berührangs- 
punkte  einer  und  derselben  Doppeltangente  enthalten.* 

Für  das  Doppeltangentenpaar  £,  (s.  Taf.  1  Fig.  6),  d.  h.  das  Paar, 
das  aus  den  Doppeltangenten  XX^und  NN'  besteht,  ist  LL'LN^  L  L'N'S\ 
dabei  aber  LN±E'F\  L N* JLEF,  so  dass  LNy  L'NT  ent^gengesetzt 
gleich  gegen  die  Curvenaxen  geneigt  sind  (weil  dies  bei  EF  and  E*F' 
der  Fall  ist).  Hieraus  folgt  sofort,  dass  auch  LL'  und  NN'  entgegen- 
gesetzt gleiche  Winkel  mit  jeder  Curvenaxe  bilden.  Dies  gilt  selbstver- 
ständlich auch  fClr  die  anderen  drei  Doppeltangentenpaare  (z.  B.  LN'  und 
L' N^.    Also  hat  man  den  Satz: 

Je  zwei  Doppeltangenten,  die  ein  Paar  bilden,  sind  ent- 
gegengetetst  gleioh  gegen  jede  Curvenaxe  geneigte 

Endlich  hebe  ich  noch  die  folgenden  Sätze  als  besonders  bemerkens- 
werth  hervor: 

I.  Zieht  man  die  Parallelen  durch  3R  zu  den  Doppeltan- 
genten,  die  sich  in  einem  der  tlbrigen  Brennpunktskreiscen- 
tren  schneiden  (9R,,  ÜR,,  SR,),  so  wird  die  Verbindungslinie  der 
beiden  sich  ergebenden  Schnittpunkte  (die  andere  Diagonale  des 
entstehenden  Parallelogrammes)  senkrecht  auf  WIK  stehen.  Aehn- 
liches  gilt  von  SRi,  Wt^,  aDl,. 

IL  Man  fälle  von  K  aus  auf  alle  acht  Doppeltangenten  die 
Lothe,  und  verbinde  jedesmal  zwei  Fusspunkte  geradlinig  mit 
einander,  die  zu  einem  Doppeltangentenpaare  gehOren.  Die 
vier  so  entstehenden  Verbindungslinien  werden  durch  einen 
und  denselben  Punkt  Kq  laufen  und  sich  daselbst  gegenseitig 
hälften. 

III.  Das  Kegelschnittsbüschel,  dessen  Orundpunkte  SR,  SR,,  SR,,  % 
sind,  besteht  aus  lauter  gleichseitigen  Hyperbeln,  unter  diesen 
Hyperbeln  befindet  sich  eine,  die  durch  K  hindurchgeht.  Sie  hat 
folgende  Eigenschaften:  Sie  läuft  durch  die  acht  Fusspunkte  der  in 
II  genannten  Lothe;  ihr  Mittelpunkt  ist  der  dort  erwähnte 
Punkt  Kq  (also  hat  sie  die  in  II  vorkommenden  Verbindungs- 
linien zu  Durchmessern);  ihre  Asjmp^toten  sind  den  Curven- 
axen parallel;  und  endlich  enthält  sie  die  zwOlf  Punkte  6,  ß'\ 
&i,  ...,  0^5,  d.  h.  die  Mittelpunkte  der  zwOlf  hyperbolischen 
Brennpunktsquadrate,  und  zwar  so,  dass  wiederum  die  sechs 
Verbindungslinien  GG\  ^i^n  •••)  ^5^5  ^^^^  gegenseitig  in  K^ 
hälften,  mithin  ebenfalls  Durchmesser  jener  Hyperbel  sind. 
Oder  mit  anderen  Worten: 


*  Dass  die  acht  Berührungspunkte  eines  jeden  Doppeltangentenquadropelt 
auf  einem  Kegelschnitte  liegen,  wie  sich  leicht  auch  aus  unseren  Formeln  ergieb^ 
hat  Clebsch  erwiesen;  b.  Grell e*8  Joam.  Bd.  64,  Ebene  Carven,  deren  Coordi- 
naten  elliptische  Functionen  eines  Parameters  sind;  das.  S.  270. 
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Die  Punkte  SR.  üJli,  2»,,  3»,,  GG\  ©lö',,  ...,  ößG^'»,  K,  sowie 
die  acht  Mitten  derjenigen  Sehnen,  die  von  den  Mittelpunkts- 
kreisen aus  den  Doppeltangenten  ausgeschnitten  werden,  lie- 
gen auf  einer  gleichseitigen  Hyperbel,  deren  Asymptoten  den 
Curvenaxen  parallel  sind. 

(Hat  die  Curve  einen  dritten  Doppelpunkt,  so  wird  er  ebenfalls  auf 
dieser  Hyperbel  liegen.) 

Man  kann  noch  hinzufügen: 

Diese  Hyperbel  enthält  auch  die  noch  übrigen  sechs  Diago- 
nalpunkte der  sechs  den  Mittelpunktskreisen  eingeschriebenen 
Vierecke,  deren  Ecken  Doppeltangentenschnittpunkte  sind; 
z.  B.  in  dem  Viereck  LNL'N'  (Taf.  I  Fig.  6)  die  dritte  Ecke  des  zugehö- 
rigen Diagonaldreieckes ,  nftmlich  den  Schnittpunkt  Yon  L  N  mit  X'  N'  [die 
beiden  änderen  Diagonalecken  sind  Z,  und  N^  oder,  was  dasselbe  ist,  äR^ 
und  9R3].  Da  LN^  L' N'  nichts  Anderes  als  das  dritte  Seitenpaar  des 
Viereckes  LNL'N'  ist,  und  die  Mitten  dieser  Seiten  LN^  L'N'  die  Punkte 
£r,  Q*  sind,  so  kann  man  auch  sagen: 

Die  in  Rede  stehende  Hyperbel  enthttlt  ausser  f  die  sttmmt- 
lichen  Seitenmitten  und  Diagonalecken  derjenigen  den  Mittel- 
punktskreisen  eingeschriebenen  sechs  Vierecke,  deren  Ecken 
D o ppelt an gentenschnittp unkte  sind. 

IV.  Die  Punktepaare  G  liegen  auf  sechs  Kreisen,  deren 
Mittelpunkte  die  Mitten  der  sechs  Seiten  des  Viereckes 
9niDl|9ns9R3  und  deren  Potenzlinien  diese  Seiten  selbst  sind. 
Z.  B.:  Der  Kreis  über  371 3ß|  als  Durchmesser  enthält  die  gegenseitigen 
Schnittpunkte  der  Brennpunktskreise  93,  93i  (deren  Mittelpunkte  eben  3)t, 
SR,  sind),  und  geht  durch  die  Punkte  (?,  G\  die  zur  Combination  äRj^^^s 
gehören.  Ebenso  geht  der  Kreis  über  iDläßg  als  Durchmesser  durch  die 
gegenseitigen  Schnittpunkte  der  Brennpunktskreise  S3,  83^  und  durch  die 
Punkte  G^j  G\^  die  der  Combination  SOiiäR«  der  Doppeltangentenpaare  ent- 
sprechen, und  diese  beiden  Kreise  werden  sich  (ausser  in  äR)  noch  in  dem 
Schnittpunkte  Yon  üRäRa  und  m^SSt^  treffen. 

V.  Die  zwölf  Punkte  3f ,  Jf ';  Jlf,,  Jlf',;  ...,  itf^.lf'j,  d,  h.  die 
Mittelpunkte  der  zwölf  Schnittpunktskreise,  sind  die  Schnitt- 
punkte der  zwölf  Systemaxen  mit  den  bez.  sechs  Seiten  des 
Viereckes  3J29)ii3R2^s  (^^^fi»^*  ^^^  §  ^)>  ^^  dass  auf  jeder  der 
sechs  Seiten  zwei  von  jenen  Punkten  liegen,  und  zwar  zwei 
solche,  die  zu  conjugirten  Systemen  gehören.  Und  zwar  be- 
finden sich  die  Mittelpunkte  der  Schnittpunktskreise  irgend 
eines  Systempaares  auf  der  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte 
derjenigen  Doppeltangentenpaare,  die  in  dem  Systempaare 
enthalten  sind.  So  liegen  z.  B.  M.  und  M*  auf  äR^äß,  (oder  L^Ni^ 
vergl.  Taf.  I  Fig.  6  und  §6).      üeberdies   aber   liegen   die  in  Rede 
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stehenden  zwOlf  Punkte  zu  je  dreien  in  16  Geraden,  so  dass 
durch  jeden  Punkt  vier  von  diesen  geraden  Linien  hindurch- 
gehen. 

VI.  Die  zu  den  conjugirten  Systemen  Z,  Z'  gehörenden 
Schnittpunktskreise  haben  ihre  Mittelpunkte  M^  M'  auf  der 
geraden  Linie  SR^STts  (s.  Satz  V)  und  schneiden  die  zwei  Brenn- 
punktskreise S3,93i,  die  die  Orundpunkte  der  zu  Z,  Z' gehören- 
den Hjperbelbüschel  j^,  $'  enthalten,  rechtwinklig,  so  daas 
die  Centrale  3RiDl|  von  93,  Sj'  die  gemeinsame  Potenzlinie  der 
vier  Kreise  2f,  M\  93^,  83s  ^^^*  Aehnliches  gilt  von  den  fünf  anderen 
Sjstempaaren  Zj ,  Z\ ;  . . . ;  Z^ ,  Z'5 . 

VIL  Solche  drei  Schnittpunktskreise,  deren  Mittelpunkte 
in  gerader  Linie  liegen  (s.  Satz  V),  haben  gemeinsame  Potenz- 
linie. Und  die  so  definirten  16  Potenzlinien  laufen  zu  je  vie- 
ren durch  die  Punkte  SK,  ÜRj,  ÜRj,  SKs. 

YIII.  Die  sechs  Paare  conjugirter  Kegelschnittssysteme 
ordnen  sich  wieder  zu  je  zweien  (zu  drei  Doppelpaaren);  es 
gehören  nämlich  immer  zwei  solche  Paare  zueinander,  die  zu- 
sammen alle  acht  Doppeltangenten  enthalten.  Bezeichnet  man 
den  Halbmesser  des  Mittelpnnktskreises  für  ein  Paar  mit  ^, 
für  das  dazu  gehörende  Paar  mit  ^q,  so  hat  Qi+Qti%  d.  h.  die 
Summe  der  Halbmesserquadrate,  für  alle  drei  Doppelpaare 
denselben  Werth. 

Endlich  ist  in  Taf.  I  Fig.  7  b  die  Conüguration  der  Doppeltangenten 
dargestellt,  jedoch  ohne  die  Punkte  Q^  G\  ...,  Jf,  M\  ...,  K^  n.  s.w. 
In  dieser  Figur  sind  drei  Doppeltangentenpaare  reell ;  alle  vier  können  nicht 
reell  sein  bei  einer  bicircularen  Cnrve  vierter  Ordnung,*  ausgenommen  wenn 
sie  in  zwei  ausserhalb  einander  liegende  Kreise  ausartet,  da  dann  die  Po- 
tenzlinie als  reelle  Doppeltangente  vierfach  zählt.  Trotzdem  können  alle 
sechs  Mittelpunktskreise  reell  sein.  In  Fig.  7  b  sind  indessen  drei  davon 
imaginSr,  nämlich  die  den  Combinationen  9719R|,  3R9R2>  SRäRj  entsprechen 
(wobei  3R  der  Mittelpunkt  des  imaginären  Doppeltangentenpaares  ist).  Auch 
der  Brennpunktskreis  SR,  ist  imaginär  (es  können  überhaupt  höchstens  drei 
Brennpunktskreise  reell  sein).  Dazu  sei  noch  Folgendes  bemerkt:  Der 
Kreis,  der  durch  die  gegenseitigen  Schnittpunkte  irgend  zweier  Doppel- 
tangentenpaare geht,  wird  der  Mittelpunktskreis  eines  Systempaares  sein; 
und  die  Brennpunktsquadrupel,  die  zu  diesem  gehören,  werden  auf  den- 
jenigen Brennpunktskreisen  liegen,  deren  Mittelpunkte  die  Mittelpunkte  der 
beiden  übrigen  Doppeltangentenpaare  sind. 


*  Yergl.  P.  Vogel,  üeber  die  Ourven  vierter  Ordnung  vom  Geachlechte  1, 
DiBsert.,  München  1880,  S.  83. 
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9  6.  WeiterftQiruilfi:  der  TTntersuohazifen  über  die  Curven  TT« 

(Vergl.  8.  21.) 

Nachdem  nan  die  nftberen  Beziehungen  zwischen  zwei  conjugirten 
Kegelschnittssjstemen  X,  T'  entwickelt  worden  sind,  ist  es  an  der  Zeit, 
das  Capitel  über  die  yiermal  berObrenden  bicircularen  Curven  vierter  Ord- 
nung TT  fortzusetzen. 

ZunScbst  ist  klar,  dass  eine  solche  Curve  TT  im  Punkte  0  (s.  S.  19) 
einen  Doppelpunkt  hat,  was  aus  ihrer  Gleichung  55)  sofort  heryorgeht 
(dort  ist  eben  0  Coordinatenanfang).  Man  findet  leicht,  dass  bei  vier  Yon 
den  Curven  TT  dieser  Doppelpunkt  eine  Spitze  ist;  diese  vier  Spitzen  sind 
nSmlich  (was  auch  die  Anschauung  an  die  Hand  giebt)  die  Schnittpunkte 
des  Mittelpunktskreises  mit  der  eingehüllten  Curve.  Nur  dann  haben  alle 
Curven  TT  Bückkehrpunkte,  wenn  Z  aus  Doppellinien  besteht  [dazu  ist 
nothwendig,  dass  die  eingehüllte  Curve  C  einen  dritten  (im  Endlichen  lie- 
genden) Doppelpunkt  besitze].     Jedenfalls  darf  man  den  Satz  aussprechen: 

Die  Doppelpunkte  der  Curven  TT  erfüllen  den  Mittelpunkts- 
kreis. Die  vier  Berührungspunkte  einer  jeden  werden  von 
einem  Kegelschnitte  @  ausgeschnitten,  der  zugleich  ihren 
Doppelpunkt  enthält. 

Die  letztere  Behauptung  ist  selbstverständlich,  da  durch  fünf  Punkte 
ein  Kegelschnitt  bestimmt  ist.  Die  Gleichung  eines  Kegelschnittes  durch . 
die  Berührungspunkte  von  TT  ergiebt  sich  offenbar  durch  Differentiation  von 
55)  nach  Q  und  Ausstossung  der  biquadratischen  Glieder  aus  beiden  Gleich- 
ungen; die  hervorgehende  Gleichung  enthält  aber  kein  absolutes  Glied  mehr, 
stellt  also  gerade  den  durch  den  Doppelpunkt  0  laufenden,  die 
Berührungspunkte  von  TT  ausschneidenden  Kegelschnitt  dar.  Hieraus  folgt, 
dass  man  im  Coordinatensjsteme  rc,  y)  die  Gleichung  von  @  erhält,  indem 
man  Gleichung  55)  mit  ihrem  Differentialquotienten  nach  Q  zusammenstellt 
und  ans  beiden  die  Glieder  vierter  Ordnung  entfernt.  Man  erkennt  leicht* 
dass  die  so  entstehende  Gleichung  von  ®  sich  folgendermassen  schreiben 
lässt: 

^    -  [{^+B)k  +  (A-  B)]y«  +  2(A  +  B)Txy-  2(,[(A+B)  -  (A-B) Aja? 
+  2p(A-B)Ty  +  P[(A+B)il-(A-B)]}  =  0, 

d.  h.:  Die  Kegelschnitte  ®  bilden  ein  Büschel.  Die  in  diesem 
Büschel  vorkommende  gleichseitige  Hyperbel  lässt  sich  unmittelbar 
aus  105)  ablesen: 

106)  (ic*-y*)^  -  2a;yA  +  2(»y  -  q^v  =  0. 

Diesen  Kegelschnitt  bezeichnen  wir  mit  @« ;  er  entspricht  dem  Werthe  Q  =  0, 
schneidet  also  die  Berührungspunkte  des  Ortes  der  Hauptscheitel  von  Z  aus. 
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Der  andere,  unmittelbar  durch  105)  gegebene  Kegelschnitt®«  der  Beding- 
ucg  cos  Q  =  .       p  entsprechend ,  möge  ®^  heissen : 

[(A+B)A-(A-B)]a:«-[(A  +  B)A  +  (A-B)]y* 
107)  +2(A  +  B)Ta;y-2p[(A  +  B)-(A-B)i]a: 

+  2^(A-B)ry  +  (»'[(A  +  B)A-(A-B)]  =  0. 

Er  schneidet  die  Berührungspunkte  derjenigen  beiden  Curven  TT  aus,  die 

von  den  Endpunkten  der  gleichen  conjugirten  Durchmesser  von  Q  be- 

/Äl  A— B 

schrieben  werden;  denn  für  diese  ist  f^ ai  =  +  3/^  Ol »  woraus  cosQ  =  -r-f^ 

V       D'  A+D 

sich  ergiebt  Aus  der  Gleichung  des  Büschels  ®,  105)  folgt  aber  überhaupt, 
dass  je  zwei  Curven  TT  zusammen  gehören,  dergestalt,  dass  ihre 
Berührungspunkte  und  Doppelpunkte  yon  demselben  Kegel- 
schnitte ®  ausgeschnitten  werden;  und  zwar  entsprechen  zwei  solche 
Curven  TT,  die  wir,  um  sie  zu  unterscheiden,  TT»  TT,  nennen,  zwei  Werthen 
Q,  Q|,  die  offenbar  der  Gleichung 

(A  +  B)co5Q-(A~B)^(A+B)cQsQ,-(A-B) 

genügen.     Daraus  l&sst  sich  folgern: 

Die  Berührungspunkte  und  Doppelpunkte  zweier  Curven  TT, 
TT,,  die  von  den  Endpunkten  coigngirterDnrehmeMer  von^  beschrie- 
ben werden,  liegen  auf  demselben  Kegelschnitte  ®. 

Denn  bekanntlich  besteht  zwischen  den  Winkeln  lu,  i»,,  die  zwei  con- 

jugirte  Durchmesser  eines  Kegelschnittes  mit  der  positiven  Halbaze  a  bilden, 

p 
die  Beziehung  ^  co .  f^  od,  = ^9  woraus  man  auf  ganz  elementare  Weise 

die  oben  hingestellte  Gleichung  zwischen  2a>  und  2a>|,  d,  i.  zwischen  Q 
und  Qj  herleitet.  —  So  wird  z.  B.  auf  die  erwfthnte  Thatsache,  dass  die 
Berührungspunkte  der  beiden  Curven  TT,  die  zu  den  gleichen  cozgugirten 
Durchmessern  von  Q  gehören,  von  demselben  Kegelschnitte  ®y  ans- 
geschnitten  werden,  neues  Licht  geworfen;  und  zugleich  ist  dargethan, 
dass  @a  nicht  nur  von  der  Haupt-,  sondern  auch  von  der  N  eben  Scheitel- 
curve  die  Berührungspunkte  (und  den  Doppelpunkt)  ausschneidet.  Wie  @/ 
den  gleichen,  so  entspricht  ©«  den  zu  einander  senkrechten  coigugirten 
Durchmessern  von  Q. 

Eine  sehr  einfach  angebbare  Lage  haben  nun  die  vierGrundpunkte 
des  Büschels  @.  Sie  gehören  nämlich  paarweise  zusammen;  zwei,  die 
ich  L, ,  ^,  nenne,  befinden  sieh  auf  der  Geraden  MM\  die  die 
Mittelpunkte  der  Schnittpunktskreise  der  conjugirten  Systeme 
£,  X'  verbindet,  und  sind  dadurch  eindeutig  bestimmt,  dass  si^ 
sowohl  zu  üf,  M\  als  zu  den  Schnittpunkten  von  üflf' mit  dem 
Mittelpunktskreise  S  harmonisch  liegen,  so  dass  der  Kreis  Aber 
L^Ni   als  Durchmesser  den  Mittelpunktskreis  rechtwinklig  schneidet.    Die 
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beiden  anderen  Grundpunkte  aber  sind  die  Sobnittpnnkte  des 
Lothes  in  G'  aaf  E'F'  mit  dem  Mittelpunktskreise,  d.  h.  (vergl. 
8.  30)  die  Mittelpunkte  der  zerfallenden  Kegelschnitte  des 
System  es  Z,  die  mit  L^  N  bezeichnet  worden  sind. 

Aber  auch  über  die  beiden  anderen  Schnittpunkte  eines  Kegelschnittes 
@  mit  dem  Mittelpunktskreise  ft  l&sst  sich  ein  schöner  Satz  aufstellen.  Man 
denke  sich  nämlich  den  Mittelpunktskreis  fi 
den  Kegelschnitt  (),  dessen  Mittelpunkt  F 
ist,  und  in  ihm  zwei  coDJagirte  Durchmesser, 
die  den  Kreis  ft  in  0,  0,  schneiden  mögen. 
Dann  ist  zunächst  klar,  dass  alle  entspre- 
chenden Durchmesserpaare  der  übrigen  Kegel- 
schnitte des  Sjstemes  Z  durch  dieselben 
beiden  Punkte  0,  Oj  gehen  müssen.  Die 
Verbindungslinie  00^  geht  nun  nach  einem 
leicht  zu  beweisenden  Elementarsatze  für 
alle  Paare  conjugirter  Durchmesser  des 
Kegelschnittes  F  durch  einen  und  denselben  Punkt,*  der  selbstver- 
ständlich auf  der  a?-Axe  liegen  wird.    Für  die  Abscisse  dieses  Punktes  aber 

findet  man  durch  eine  einfache  Rechnung  a?s=—  ^TXr  ~^  f^'  ^^)]^  ^'  ^• 
er  fällt  mit  M  zusammen.  Also:  00^  geht  stets  durch  üf,  den  Mit- 
telpunkt des  SchnittpuDktskreises  Yon  Z.  Dadurch  ist  zugleich 
eine  neue  geometrische  Bedeutung  des  Punktes  M  gewonnen,  die 
sich  nun  so  in  Worte  fassen  lässt: 

Der  Mittelpunkt  If  des  Schnittpunktskreises  des  Sjstemes 
Z  ist  derjenige  Punkt,  durch  welchen  stets  die  Verbindungs- 
linie der  beiden  Punkte  hindurchgeht|  in  denen  irgend  ein 
Paar  conjugirter  Durchmesser  eines  beliebigen  Kegelschnittes 
0  des  Sjstemes  ZdenMittalpunktskreis  dieses  Sjstemes  schneidet. 

Zugleich  sind  0,  0^  (yergL  oben  und  S.  41)  die  Doppelpunkte  der  bei- 
den Gurren  TT,  die  Ton  den  Endpunkten  der  Durchmesser  OF,  0,F  be- 
schrieben werden,  mithin  auch  zwei  Schnittpunkte  des  dazu  gehörenden 
Kegelschnittes  ®  mit  dem  Kreise.    Also: 

Die  Doppelpunkte  zweier  Curven  TT,  die  oonjugirten  Buroh- 
mettem  yon  0  entsprechen,  liegen  in  gerader  Linie  mit  Jlf.   Oder: 

Ein  Kegelschnitt  @  schneidet  den  Mittelpunktskreis  in 
X,  J\r,  und  überdies  in  zwei  (für  jedes  @  anders  liegenden)  Punkten, 
deren  Verbindungslinie  durch  M  läuft. 

Im  Allgemeinen  ist  im  Büschel  @  kein  Kreis  enthalten;  es  besteht 
aber  aus  lauter  Kreisen,  wenn  |u  =  0,  also  Z  aus  congruenten  Kegel- 


*  Dieser  Satz  würde  auch  noch  gelten,  wenn  jt  kein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt 
auf  EF  liegt,  sondern  ein  beliebiger  durch  F  gehender  Kegelschnitt  wäre. 
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schnitten  zusammengesetzt  ist;  alsdann  liegen  seine  beiden  Grondpunlte 
Jvj,  N^  symmetrisch  zu  G  auf  der  d;-Axe  und  haben  die  Abscissen 
iC  =  Ä  +  j/Ä*  — (>^',  während  L^  N  die  beiden  unendlich  fernen  Ereispunkte 
sind.  Andererseits  besteht  ®  aus  lauter  gleichseitigen  Hyperbeln 
(die  dann  zugleich  concentrisch  sind),  wenn  A==B,  also  wenn  Z  ein  Kreis- 
system  ist.  Dann  bilden  in  der  Tbat  die  vier  Grundpunkte,  wie  sich  aas 
ihrer  vorhin  angegebenen  Lage  sofort  nachweisen  lässt,  ein  hyperbolisches 
Quadrat  —  was  man  auch  daraus  erkennt,  dass  dann  [vergl.  107}]  @,  eine 
mit  ®9  concentrische  gleichseitige  Hyperbel  wird.  Beide  Fälle  treten  bei 
den  C artesischen  Curven  ein  (s.  IL  Abschn.  3.  Beisp.).  Endlich  besteht 
®  überhaupt  aus  coucentrischen  Kegelschnitten,  wenn  fi=:l  ist;  dann  fallen 
M'  und  6r'  nach  F\  ebenso  alle  vier  Grundpunkte  von  @;  d.  h.  das  Büschel 
®  wird  von  lauter  Geradenpaaren  durch  F'  gebildet. 

Betrachten  wir  insbesondere  ®t  und  ®g  etwas  näher:  Der  Mittelpunkt 
von  @g  ist  stets  Cr';  ®,  geht  durch  E^  F  (die  Doppelpunkte  der  Haupt- 
und  Nebenscheitelcurve)  und  ist  also  eine  Hyperbel  des  Büschels  ^\  näm- 
lich diejenige  ^'m^  welche  die  Berührungspunkte  des  grössten  und  kleinsten 
Kegelschnittes  des  Systemes  Z^  (E^  F)  ausschneidet.  Die  Doppelpunkte 
der  beiden  Curven  TT,  die  den  gleichen  conjugirten  Durchmessern  zu- 
gehören, werden  (ebenso  wie  die  Berührungspunkte)  von  ®,  ausgeschnitten; 
ihre  Verbindungslinie  aber  ist  die  durch  M  laufende  Sehne  des  Kreises  K, 
die  auf  EF  senkrecht  steht^  wie  man  sogleich  übersieht  Die  Axea 
von  ®g  halbiren  die  Winkel  von  E' F'  gegen  EF,  sind  also  den  Normal- 
coordinatenaxen  Xi  tj  und  den  Asymptoten  von  ®.  parallel;  dagegen  hal- 
biren die  Axen  von  ®,  die  Winkel  von  EF  gegen  E^F^.  Der  Mittelpunkt 
von  ®^  ist  die  Mitte  der  Strecke  L^N^  (vergl.  Taf.  I  Fig.  2c). 

Es  ist  ferner  klar,  dass  derjenige  Kegelschnitt  ®s  des  Büschels  ®,  der 
die  Berührungspunkte  und  Doppelpunkte  einer  zerfallenden  Curve  TT 
ausschneidet,  d.  h.  einer  solchen,  die  zwei  zusammenfallenden  conjugir- 
ten Durchmessern  oder  einer  Asymptote  der  Kegelschnitte  Q  entspricht, 
in  dessen  Berührungspunkten  die  eingehüllte  Curve  ebenfalls  berühren 
muss,  weil  eben  hier  die  beiden  einander  zugeordneten  Curven  TT  zusam- 
menfallen; d.  h.,  da  diese  vier  Punkte  die  Berührungspunkte  der  beiden 
Doppeltangenten  sind,  welche  die  endlichen  Bestandtheile  der  in  Rede  stehen- 
den Curve  TT  bilden  (vergl.  8.21):  ®s  besteht  aus  eben  diesen  beiden 
Doppeltangenten.  Der  Kegelschnitt  ®,  der  zu  der  andern  Asymptote  des 
Systemes  Z  gehört,  besteht  natürlich  aus  den  beiden  anderen  Doppeltan- 
genten.    Dies  lässt  sich  so  zusammenfassen: 

Von  den  drei  zerfallenden  Kegelschnitten  des  Büschels  0 
fallen  zwei  mit  den  zerfallenden  Kegelschnitten  zusammen, 
die  im  Systeme  Z'  vorkommen;  der  dritte  wird  von  MM'  und 
der  Senkrechten  auf  E' F'  in  Q'  gebildet 

Ehe  wir  diese  Betrachtungen  fortsetzen,  gehen  wir  zu  den  beim  con- 
jugirten  Systeme    Z'   obwaltenden  Verhältnissen   über.      Das    System   der 
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Caryen,  die  aas  entsprechenden  Punkten  der  Kegelschnitte  Z'  gebildet 
werden,  mag  mit  TT'*  bezeichnet  werden;  dann  sind  auch  die  Bezeichnungen 
®\  ®'«,  ®^ffy  ®\  yerständlich.  Zunächst  leuchtet  ein^  dass  die  Orundpunkte 
des  Büschels  ®'  erstens  die  beiden  Punkte  X^,  N^  sein  müssen,  da  deren 
Bestimmang  weder  das  System  Z  noch  Z'  bevorzugt;  und  dass  zweitens 
die  beiden  anderen  mit  den  Mittelpunkten  der  zerfallenden  Kegelschnitte  Z^ 
nSmlich  mit  L\  N'  zusammenfallen.  Insbesondere  wird  &'g  durch  E'  und 
F'  laufen  und  G  zum  Mittelpunkte  haben  [also  die  Hyperbel  ^m  sein,  s. 
35)],  ®'g  aber  die  Schnittpunkte  des  in  M'  auf  E' F'  errichteten  Lothes 
mit  dem  Mittelpunktskreise  enthalten,  übrigens  mit  @^  coaxial  sein. 

Aus  dem  oben  Entwickelten  geht  weiter  (auf  Grund  des  Satzes  S.  29,  30) 
hervor,  dass  zwei  von  den  zerfallenden  Kegelschnitten  des  Büschels  ®'  aus 
denselben  Bestandtheilen  zusammengesetzt  sind,  wie  zwei  des  Büschels  ®, 
n&mlich  diejenigen,  die  aus  den  vier  Doppeltangenten  bestehen,  und  dazu 
auch  noch  der  eine  Bestandtheil  des  dritten,  nSmlich  MM\  mit  einem 
Bestandtheile  des  dritten  zerfallenden  Kegelschnittes  im  Büschel  ®  zusam- 
menfallt.    Hieraus  aber  folgt  für  die  Punkte  X,,  N^  (vergl.  Taf.  I  Fig.  6): 

Die  vier  Doppeltangenten  schneiden  sich  zunächst  in  den 
Punkten  LNL'N'  auf  dem  Mittelpunktskreise.  Dann  werden 
sich  LL'  und  NN'  in  Xj,  LN'  und  NL'  in  N^  begegnen,  diese 
Punkte  aber  die  bisher  ebenso  bezeichneten  beiden  Orund- 
punkte sein,  die  den  Büscheln  ®  und  ®'  gemeinsam  sind.  Hieraus 
erkennt  man  auch  die  Richtigkeit  des  S.  42  über  die  Lage  von  X, ,  N^  an- 
gegebenen Satzes.  —  Wenn  also  die  Schnitte  von  X,^,  mit  LN  und 
X'^'  jB,  i2' genannt  werden,  so  sind  B,  L\  N'  die  Mittelpunkte 
der  drei  in  @,  dagegen  B\  X,  ^die  Mittelpunkte  der  in  ®'  vor- 
kommenden zerfallenden  Kegelschnitte.  Dass  X^,  N^  mit  äR^,  SSR^ 
bez.  zusammenfallen,  ward  schon  erwähnt  (s.  S.  35). 

Aus  der  grossen  Menge  von  Sätzen ,  die  sich  über  die  Curven  TT  noch 
aufstellen  lassen,  hebe  ich  namentlich  zwei,  wegen  ihrer  Analogie  mit  dem 
für  das   Kegelschnittssystem  Z  selber  geltenden   Satze  S.  10  hervor: 

Je  zwei  Cnrvenpaare  TT  gehören  dergestalt  zusammen,  dass 
der  Kegelschnitt  ®,  der  die  Doppelpunkte  und  Berührungs- 
punkte des  einen  ausschneidet,  zugleich  die  Schnittpunkte  der 
Curven  des  andern  Paares  enthält.  Zwei  derartige  Curven- 
paare  entsprechen  aber  solchen  Paaren  conjugirter  Durch- 
o^esser  der  Kegelschnitte  0,  von  denen  das  eine  in  den  Diago- 
nalen des  umgeschriebenen  Parallelogrammes  liegt,  das  in  den 
Endpunkten  des  andern  berührt. 

So  enthält  z.  B.  ®«  die  gegenseitigen  Schnittpunkte  der  beiden  Curven  TT, 
die  von  den  Endpunkten  gleicher  conjugirter  Durchmesser  beschrieben  wer- 

*  Vergl.  dazu  Taf  I  Fig.  2d. 
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den,  und  ®^  geht  durch  die  Schnittpunkte  der  Haupt-  und  Nebensdieitel- 
curve.     Dieser  Satz  aber  bildet  nur  einen  besonderen  Fall  des  folgenden: 

Der  Kegelschnitt  ®^  der  die  Berührungspunkte  eines  Car- 
venpaares  TT  ausschneidet,  ist  zugleich  der  Ort  der  Schnitt- 
punkte zweier  CurvenTT,  die  solchen  Durchmessern  der  Kegel- 
schnitte Q  zugehören,  deren  Endpunktstangenten  sich  auf  den 
beiden  zu  dem  erstgenannten  Curyenpaare  TT  gehörenden  (con- 
jugirten)  Durchmessern  schneiden. 

Der  Beweis  dieser  Sätze  ist  sehr  leicht.  —  Endlich  sei  noch  eines 
merkwürdigen  Satzes  gedacht.  Bekanntlich  sind  die  bicircularen  Carven 
vierter  Ordnung  vom  Geschlechte  Null  mit  den  Fusspunktcurven  der  Kegel- 
schnitte identisch.  Demnach  müssen  auch  die  Curven  TT  mit  Beziehung  auf 
ihre  Doppelpunkte  Fusspunktcurven  bestimmter  Kegelschnitte  sein ;  und  diese 
Kegelschnitte,  die  mit  dem  Buchstaben  @  bezeichnet  werden  sollen,  können 
folgendermaseen  ermittelt  werden.  Man  übersieht  sofort,  dass  sich  die 
Gleichung  von  TT,  55)  bedeutend  vereinfacht,  wenn  man  das  Coordinaten- 
system  (o^qi^o)  ^^  positiver  Richtung  um  den  Winkel  (co  +  V^)  dreht,  denn 
sie  kann  geschrieben  werden: 

Setzt  man  also 

wobei  nun  die  Xq-Kxq  durch  F  und  die  y\'kii%  durch  E'  geht,  so  wird 
die  Gleichung  von  TT: 

108)  +  xV  [(2^  C05(a> - tf;))«  -  r«(l-  ^)]  +y7[(2p  8ln{fo-^)y  -  t;«(l+fi)] 
+  2aj'oy'Q.2p<»s(cö  — V')-2p^»(«o  — ^)  =  0. 

Hieraus  erkennt  man,  dass  der  Mittelpunkt  des  Kegelschnittes  @  die  Co- 
ordinaten 

a;'o  =  2pco5(Q)  — ^),    yo  =  2()5m(Q)  — *) 

hat;  d.h.  dieser  Mittelpunkt  ist  der  Punkt  0\  der  Gegenpunkt  von 

0  im  Kreise  ß.     Weiter  erkennt  man:    wenn  -ör  +  ^  =  l   ^i®  Gleichung 

von  @  in  seinem  eigenen  Azensjsteme  ist,  so  muss 

109)  2l  =  i;^(l^fi),     S  =  «^*(l  +  ^) 

sein,  und  die  Azen  von  @  müssen  durch  E'  bez.  F"  gehen«  Durch  Ver- 
gleichung  mit  91  e)  erhält  man  daher  den  Satz: 

Diejenigen  Kegelschnitte  @,  deren  Fusspunktcurven  die 
Curven  TT  sind,  sind  alle  einander  und  den  Kegelschnitten  dea 
Sjstemes  £'  ähnlich,  und  ihre  Axen  laufen  durch  dieselben 
Punkte  E\  F\  wie  die  Axen  dieser. 
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tls  ergiebt  sich  weiter,  dass  zwei  Kegelschnitte  @  sogar  mit  zwei  Kegel- 
schnitten Z' zusammenfallen,  nämlich  diejenigen,  deren  Mittelpunkte  £  und 
F  sind  [vergl.  59),  91b),  c)].  Weiter  folgt  aus  dem  Werthe  von  »*,  dass  je 
zwei  Kegelschnitte  @  congruent  sind ,  nSmlich  solche ,  deren  Mittelpunkte  sym- 
metrisch zu  einander  mit  Beziehung  auf  JEF  liegen.  Endlich  beweist  man 
noch,  dass  die  gegenseitigen  Schnittpunkte  zweier  Kegelschnitte  @,  die  zu 
einem  Curven paare  TT  gehören  (s.  S.  42),  auf  demselben  Kegelschnitte  ® 
liegen ,  der  die  Doppelpunkte  und  Berührungspunkte  des  jenem  Paare  TT  z  u  - 
geordneten  Curvenpaares  bestimmt  (vergl.  den  obigen  Satz),  u.  s.  w. 

§  7.  Die  Folarenoorre. 

Welches  ist  der  Ort  3  ^^r  Polaren  eines  gegebenen  Punktes  Z  mit  Be- 
ziehung auf  alle  Kegelschnitte  0  des  Sjstemes  Z,  oder  die  Polarencurve 
von  Z  im  Systeme  Z? 

Da  eine  vollständige  Behandlung  dieser  Frage  sehr  umfänglich  sein  würde, 
so  werden  hier  nur  einige  wenige  Sätze  über  die  Polarencurve  angeführt  werden. 

Der  Punkt  Z  habe  im  bisher  gebrauchten  Coordinatensysteme  (o;,  y) 
die  Coordinaten  J,  i^.  Auch  sollen  die  Abkürzungen  A,  M  [33)]  wieder 
benutzt  werden.  Aus  der  Gleichung  des  Kegelschnittes  Q  [34)]  erkennt 
man,  dass  es  zwei  und  nur  zwei  Kegelschnitte  Q  giebt,  die  durch  den 
Punkt  Z  hindurchgehen.  Denn  denkt  man  sich  darin  a;,  y  durch  |,  17  er 
setzt,  so  erhält  man  für  0  eine  Gleichung  von  der  Form 

U  cos(i>  +  95  «in0  +  aOB  =  0, 
die  stets  zwei  und  nur  zwei  Werthe  von  0  liefert     Diese  beiden  Werthe 
fallen   zusammen,   wenn  |,  17  der  Bedingung  U*  +  SS'  =  aB*  genügen,   und 

U  93 

zwar  ist  dann  cos^  =  —  --,  m0  =  —  «7;  (daher  ist  auch  U* -f  93*  —  3B*  =  0 

die  Gleichung  der  von  Z  eingehüllten  Curve  S  20),  indem  man 
sich  wieder  o?,  ^  an  Stelle  von  |,  17  denkt].  Für  einen  durch  Z  hindurch- 
gehenden Kegelschnitt  Q  ist  aber  die  Polare  von  Z  eine  Gerade  durch  Z 
selbst.  Daher  lassen  sich  von  Z  aus  zwei  und  nur  zwei  Tangenten  an  3 
legen,  d.  h.  3  ^^t  ein  Kegelschnitt: 

Die  Polaren  eines  Punktes  Z  mit  Beziehung  auf  alle  Kegel- 
schnitte des  Systemes  Z  umhüllen  einen  Kegelschnitt  3«  (Da- 
gegen ist  der  Ort  des  Poles  einer  gegebenen  Geraden  eine  Curve  vierter 
Ordnung  mit  einem  Doppelpunkte.) 

Liegt  Z  auf  der  von  Z  erzeugten  bicircularen  Curve  vierter  Ordnung, 
80  wird  3  diese  Curve  in  Z  berühren.  Liegt  Z  auf  dem  Mittelpunkts- 
kreise des  Systemes  Z,  so  muss  3  ^^^^  Parabel  sein;  auf  der  einen 
Seite  dieser  Kreislinie  werden  dann  alle  die  Punkte  Z  liegen ,  deren  Polaren- 
curve eine  Hyperbel,  auf  der  andern  die,  deren  Polarencurve  eine  Ellipse 
ist.  Liegt  Z  innerhalb  des  von  den  reellen  Kegelschnitten  Q  überdeckten 
Baumes,  so  wird  Z  ausserhalb  3  liegen,  und  wenn  Z  ausserhalb  jenes 
Raumes  sich  befindet,  Z  von  3  umschlossen  werden. 
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Aus  34)  ergiebt  sich  zum  als  Gleichimg  der  Polare  von  Z  mit  Besdehong 

«[(A-Mcos0)|— Msin0.i?4-p(M  — AcosO)]    % 
110^    +y  [—  M Äi»0. g  +  (A  +  M  co50)i7  -  ß  A  ^n0J  I  ^ ^ 

+  [c(M~Acos0).5-pAst»0.i?  +  P(A-Mcas0)J 
-(A«-M*)(l-Xco50-r5in0)]  ' 

Darcb  Differentiation  nach  0  erh&lt  man  hieraus  eine  zweite  Gleichung. 
Multiplicirt  man  einmal  die  erste  mit  51^0,  die  zweite  mit  cosO,  und 
addirt,  dann  die  erste  mit  0050,  die  zweite  mit  »^n^  und  subtrahirt,  so 
ergeben  sich  zwei  neue  Gleichungen,  Yon  denen  die  eine  nur  5m0,  die 
andere  nur  co^O  linear  enthält.  Durch  Beseitigung  yon  0  aus  beiden 
erhält  man  die  Gleichung  von  3  ^^  folgender  Gestalt: 

[a:Mi?  +  y(MS  +  A^)  +  A()7?-(A«-M«)T]« 
111)      +[a?(M|  +  A(»)-yMi?  +  A(iS  +  PM-(A*-M«)A]« 

-[a;(A|  +  Mp)+yAi?  +  M^|  +  PA-(A*~M2)]«  =  0. 

Hieraus  erkennt  man  sofort,  dass  zwei  Punkten  der  Ebene  besondere 
Polarencurven  zukommen:  den  Punkten 

Jtf(.J  =  0.  % 5Jp)    und    ©(.,  =  0,  l  =  -^9)- 

Der  Punkt  M  ist  der  einzige,  dessen  Polarencurye  ein 
Slreis  ist,  nämlich 

„«  (.-^)V(,-^)'-(E--)'- 

Der  Mittelpunkt  dieses  Kreises  liegt  also  auf  dem  Strahle  K¥^  und  zwar 
um  — fi  von  K  entfernt.  Es  sei  beiläufig  erwähnt,  dass  der  entsprechende 
Kreis  im  conjugirten  Systeme  Z',  also  die  Polarencnrve  von  M*  mit  Be- 
ziehung auf  die  Kegelschnitte  Q\  ebenso  gross  ist  wie  jener  (sein  Mittel* 
punkt  ist  y  =  0,  a?  =  —  )• 

Andererseits  zerfällt  die  Polarencurve  des  Punktes  G  in 
zwei  zur  y-Axe  parallele  Gerade^  die  selbut  Polaren  mit  Beziehung 
auf  zwei  parallelazige  Kegelschnitte  sind: 

113a)  (a?^+M)«  =  MV*  +  2PMA  +  P«. 

Also  sind  die  Polaren  von  Q  mit  Beziehung  auf  alle  Kegel- 
schnitte Q  zu  einander  parallel  (und  zwar  senkrecht  auf  der  Axe  m* 
des  Systemes  Z).  Die  Gleichung  der  Polare  von  Q  mit  Beziehung  auf  einen 
beliebigen  Kegelschnitt  Q  wird 

113b)  «  = COB^  -{ «»0; 

die  beiden  ebengenannten  ausgezeichneten  Polaren  gehören  demnach  zu  den- 
jenigen Werthen  von  0,  die  aus  der  Gleichung  /p0==  folgen. 
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Liegt  Z  auf  dem  Mittelpunktskreise  Ä  ( J«  + 1^«  =  P) ,  so  wird  die 
Gleichung  der  Polarencurve  3  (Parabel) ,  wenn  wir  nur  die  quadratischen 
Glieder  hinschreiben, 

[«Ai?-y(M(»  +  Ag)]«  +  ...  =  0. 

Also  ist  ftir  die  Punkte  J?,  F  die  Axe  der  Parabel  parallel  zu  ET.  Die 
Gleichung  der  Parabel  selbst  ist  für  diese  Punkte 

worin  das  obere  Vorzeichen  für  jE7,  das  untere  fttr  ¥  gilt.  Für  die  Punkte, 
in  denen  das  Loth  in  M  auf  EF  den  Kreis  ft  schneidet,  ist  dagegen  die 
Parabelaxe  senkrecht  zu  EF. 

Was  die  Frage  nach  solchen  Polaren  von  Z  betrifft,  die  für  parallel- 
azige  Kegelschnitte  0,  Q^  gezeichnet  sind,  und  nach  dem  Orte  ihres 
Schnittpunktes y  so  bilden  die  drei  Kegelschnitte  K  Schnittpunktskreis,  2.  0, 
3.  0|  ein  Büschel,  die  Polaren-  von  Z  mit  Beziehung  auf  sie  schneiden 
sich  also  in  einem  Punkte.     Daher  kann  man  sagen: 

Die  Polaren  Yon  Z  mit  Beziehung  auf  zwei  parallelazige 
Kegelschnitte  jß,  Q^  sind  solche  Tangenten  von  3>  <1]0  %\^\i  auf 
der  Polare  »  von  Z  mit  Beziehung  auf  den  Schnittpunktskreis 
schneiden.  Es  giebt  also  zwei  Paare  (&,  iß,),  die  so  beschaffen  sind, 
dass  die  Kegelschnitte  jedes  Paares  dieselbe  Polare  haben;  ihre  Polaren- 
schnitte  sind  die  Schnittpunkte  von  3  ^^<^  ^* 

Für  M  als  Pol  sind  Polaren  mit  Beziehung  auf  parallelazige  Kegel- 
schnitte 9,  Q^  einander  parallele  und  zwar  zu  QQ^  senkrechte  Tangenten 
an  den  Polarenkreis;   f ür  (?  als  Pol  sind  es  Gerade  in  gleichen  Abständen 

M 
von  der  Geraden  a?  = •     Die  letztere  ist  gemeinsame  Polare  für 

P                                                                    P  +  AM 
diejenigen  beiden  Kegelschnitte,  die  sich  aus  der  Gleichung  /^0  = r-i— 

bestimmen  und  deren  Mittelpunkte  demnach  mit  denen  der  vorhin  genannten 
anderen  beiden  ausgezeichneten  Kegelschnitte  (^0  =  -}>  j  ein  Qua- 

drat bilden. 

Auch  mag  erwähnt  werden ,  dass  das  Büschel  der  Verbindungs- 
linien BB^  (wenn  unter  B^  B^  die  Berührungspunkte  mit  3  ^^n  solchen 
Polaren,  die  parallelazigen  Kegelschnitten  0,  0%  entsprechen,  verstanden 
werden)  mit  dem  Büschel  der  Geraden  QQ^  congruent  und  gleich- 
laafend  ist. 

Analoge  Sätze  ergeben  sich,  wenn  man  nicht  parallelazige  Kegelschnitte 
Oj  Qi^  sondern  congruente  Kegelschnitte  einander  zuordnet.  Insbeson- 
dere ist  der  Ort  des  Schnittpunktes  solcher  Polaren,  die  congruenten  Kegel- 
schnitten entsprechen ,  die  Polare  von  Z  mit  Beziehung  auf  die  gleichseitige 
Hyperbel  §,„  (vergl.  den  Satz  S.  13), 
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Zweiter  Abschnitt. 
Beispiele  zu  den  bieircularen  Garyen  yierter  Ordnung« 

§  L  Anfstellimg  der  BeatJTnmuTigggleiähmigen  für  den  HittelpiuiktBlcraf, 
wenn  die  Oorve  bot  x-Axe  symmetrifloh  ist. 

Wie  schon  bemerkt  wurde  (S.  36),  können  von  den  sechs  Sysiempsaren 
im  Allgemeinen  nar  die  drei  104)  reell  sein.  Ausgenommen  ist  ganx  allem 
der  Fall|  dass  die  Gunre  in  zwei  Kreise  zerftllt,  und  selbst  dann  sind  nicht 
alle  sechs  Systempaare  reell,  sondern ,  wie  auch  die  beiden  Kreise  liegen, 
immer  nur  fünf. 

Die  Qleichung  sechsten  Orades  von  P,  die  die  Halbmesser  der  sechs 
Mittelpunktskreise  liefert,  lässt  sich  fast  mühelos  aufstellen  in  dem  Falle, 
dass  die  gegebene  Cnrve  eine  Symmetrieaze  besitzt;  alsdann  zerfällt  sie  näm- 
lieh  ohne  Weiteres  in  zwei  Gleichungen  dritten  Grades.  Die  eine  dieser 
entspricht  den  drei  zu  betrachtenden  Systempaaren  104). 

Wir  nehmen  die  Gleichung  einer  zur  x-Aie  symmetrischen  bieircularen 
Curve  vierter  Ordnung  S  in  der  Form  [vergl.  52)] 

(a^+yV  +  aic*  +  by«  +  2bic  +  f  =  0. 

Dies  ist  zugleich  die  Normal  form  39),  nur  ist  e  =  0.  Demgemfiss  Crgiebt 
die  yierte  Gleichung  51)  entweder 

115)  smif^O,  also  nach  10)  t  =  0, 
oder 

116)  (A_B)-(A+B)^  =  0,    »»  =  |^- 

Im  ersten  Falle,  welcher  die  drei  besprochenen  Systempaare  I,  II,  m 
liefert  [104)],  erhält  man  aus  den  Gleichungen  53): 

A  +  B  +  2P  =  -^,  (A-B)X  =  ^,  (A-B)-(A+B)i  =  --» 
117)  ^  ^  ^ 

AB(l-A«)^P((A+B)-(A-B)X)  +  P«  =  f. 

Aus  der  dritten  folgt  durch  Multiplication  mit  l  mit  Bücksicht  auf  die 
erste  und  zweite: 

118)  (i+!+2p)i«+}i+^  =  0 

als  Gleichung  fQr  X,  wenn  g  berechnet  ist;  die  zwei  Werthe  Yon  1,  welche 
ihr  genügen,  entsprechen  den  zwei  conjugirten  Systemen,  die  den  gemein- 
samen Mittelpunktskreis  vom  Badius  q  haben.  Zur  Bestimmung  von  A,B 
hat  man  alsdann  nach  117): 

119)  A  +  B=-^-5-2P.    A-B  =  ^. 
Aus  diesen  Gleichungen  entnimmt  man 
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4AB  =  (A+B)«-  (A-  B)»  =  (^+2p)'-  {^)\ 
folglich 

"B(.-«=(^+2p)'+(^)'-(^+2p)'..-(=^)-. 

Durch  Division  von  118)  durch  k  und  Quadrirung  ergiebt  sich  aber  an- 
dererseits: 

Setxt  man  dies  in  die  yorige  Gleichung  ein,  so  folgt: 

Somit  ist  das  erste  Olied  der  vierten  Gleichung  117)  blos  durch  P  aus- 
gedruckt. 

Beim  zweiten  Gliede  ist  dies  noch  leichter.     Aus  119)  folgt: 
(A+B)-(A-B)A  =  -a-2P. 
Hieraus  erhSlt  man  nach  gehöriger  Ordnung  folgende  Gleichung  für  P: 

120)  16P»  +  8P«a  +  P(a*-4f)--.b*  =  0. 

Diese  Gleichung  ist  also  merkwürdiger  Weise  gftnzlich  frei  von  b.  —  Es 
ist  noch  zu  bemerken,  dass  die  Gleichungen  118)  und  119)  hinf&llig  werden, 
sobald  man  ^  =  0  findet,  weil  dann  zur  Erfüllung  der  vierten  Gleichung 
53)  nicht  (A- B)  — -  (A  +  B)it  zu  verschwinden  braucht.  In  diesem  Falle 
hat  man  auf  53)  selbst  zurückzugehen. 

In  dem  durch  116)  dargestellten  Falle  wenden  wir  uns  an  die  Gleich- 
ungen\51): 

A+B  +  2P=-^^  (A-B).  =  ^^  <«^»°-,KA-B)-(A+BM' 
AB(1-H»)-P[(A  +  B)-(A-B)n  +  2P(A-B)^a)s»»  +  P*=f. 
Die  Gleichnng  116)  selbst  giebt 

(A  +  B)^--(A-B),  also  (A-B)-(A+B)m  =  2(A-B); 
ferner,  wenn  man  sie  mit  (A— B)  multiplicirt  und  die  zweite  Gleichung 
121)  berttcksichtigt:  _, 

(A_B)»  =  -(A  +  B).^. 

Hat  man  also  P  bestimmt,  so  erhält  man  A  und  B  folgendermassen : 

122)    A+B  =  -5^-2P.    A-B  =  ±//^(i±-V2p)(. 

Alsdann  hat  man 

B-A  ^  b 

123)  '^^B  +  A'    "^^ 2p(A-B)^ 

A  =  |i4(2cojf*i/;-l),     T  =  ±2|»casV;/l  — a>5*i^f. 
Das  Vorzeichen  der  Wurzel  in  122)  ist  so  zu  bestimmen ,  dass  fi^  0  wird, 
d.  h.  es  muss  das  entgegengesetzte  Zeichen  von  (A  +  B)  sein.     Aber  das 
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Vorseichen  in  123)  bei  t  gilt  doppelt,  wie  ja  jedem  Werthe  von  ^  zwei 
Systeme  zngehSren. 

um  nnn  auch  hier  die  Gleichung  fdr  q  aufzustellen,  so  hat  man  ans 

den  Gleichungen  (A+B)»  =  (A+B)»,  (A-B)»  =  -(A+B)^: 


4AB  =  (A+B)[(A+B)  +  ^']  oder|^  =  -(|  +  p) 
,      ,     /'A-BV       4AB        ,       .„,.       ,.      /2ABy 


und 

l_,.=  l-rA:iBV=-iAB_,  ,,,„    ABri-a«»  =  r2ABV: 

hiernach 

AB(1-^»)  =  (|  +  P)*. 

Dies  ist  das  erste  Glied   der  vierten  Gleichung  121).     Im   zweiten  Gliede 
hat  man  nach  der  zweiten  Gleichung  121)  und  der  ersten  Gleichung  122): 

-.[(A  +  B)+(A--B)f»l  =  b  +  2P, 

Endlich  ist  im  dritten  Gliede 

««'»  =  4(A-B)»P'    (A-B)^  =  ?^, 
also 

2(A-B)H0(»«^  =  (a-b)^^^_^g,p. 

aber 

4(A-B)«  =  -2(a-b)(A+B)  =  (a-6)(a  +  b  +  4P). 

Demgemftss  ist 

^^^-^^'*^»  =  P(a+r+4P)- 
Schliesslich  erhftlt  man  durch  Einsetzen  der  gefundenen  Werthe  in  die 
vierte  Gleichung  121): 

124)  16P«  +  4P*(a  +  3b)  +  P((2a  +  3b)6-4f)  +  (a  +  b)(^-f)  +  b*=0. 

Diesen    zweiten  Fall   werden   wir  nur  beim  vierten  Beispiele  in  Betracht 
ziehen. 

Ehe  ich  zu  den  einzelnen  Beispielen  übergehe,  möchte  ich  bemerken, 
dass  von  den  Curven,  die  hier  betrachtet  werden  sollen ^  nur  zwei  eigent- 
liche Curven  vierter  Ordnung  vom  Geschlechte  1  sind:  die  Cassini' sehe 
Curve  (I.Beispiel)  und  die  Cartesische  Curve  (S.Beispiel).  Bei  den 
anderen   Beispielen  ergeben  sich  selbstverstftndlich  neben  eigentlichen  Be- 


t 


*  Bezeichnet  man  die  Wurzeln  der  Gleichung  120)  mit  P',  die  der  Gleichung 
124)  mit  P"»  80  ist  nach  einer  Bemerkung  S.  18  (die  daselbst  allerdings  ohne  Be- 
weis angeführt  worden  ist) 

pi  +  pii=-  i{a  +  h) 
oder 

pii=.pi-J.(a+b), 

wie.  man  augenblicklich  bestätigen  wird. 
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rührangskegelscbüittBsystemen  auch  ud eigentliche  (d.  h.  solche,  deren 
Kegelschnitte  alle  durch  den  dritten  Doppelpunkt  hindurchgehen,  vergl.  den 
Schluss  der  Vorbemerkungen)  aus  den  Gleichungen  120),  124). 

%  2.  ]Sr8tes  Beispiel:  Die  Oasfdni'solien  Curren. 

Bewegt  sich  ein  Punkt  so,  dass  das  Rechteck  aus  seinen  Abständen 
Yon  zwei  festen  Punkten  unveränderlich  ist,  so  beschreibt  er  bekanntlich 
eine  sogenannte  Cassini*sche  Curye.  Die  Entfernung  der  beiden  festen 
Punkte  sei  2e,  die  unveränderliche  Fläche  p^.  Dann  ist  die  Gleichung  der 
Curve 

125)  (a^+yJ)««2e«(««-y«)  +  e*-jp*  =  0. 

Die  Doppelbrennpunkte  haben  zufolge  40)  die  Coordinaten 

126)  {*=±*»      P  =  ^'. 
denn  es  ist  jetn 

127)  o  =  -2e»,    b  =  +  2e»,    b  =  e  =  0,    f  =  «»-i»*. 

Nach  43)  erhSlt  man  für  die  einfachen  Brennpunkte,  die  auf  der  :b- Axe 
liegen  (^,  =  0),  hei  einer  znr  x-Axe  symmetrischen  Corre  (c  =  e  =  0): 

(4V  +  a-b)(V^5V  +  f)-(2V-i«b-b)*  =  0 
oder 

128)  (a-b)ro*  +  4bV-  (o6-4f)V-2bba^  +  [(o-b)f-b»]  =  0, 
insbesondere,  wenn  die  Cnrve  auch  znr  y-Aze  symmetrisch  ist  (bs=0): 

129)  (a-b)V-(a6-4f)V  +  (a-B)f  =  0. 
Im  vorliegenden  Falle  ergiebt  sich  demnach 

«»V-(2c*-l>*)V  +  «*(«*-J'*)  =  0  oder  (V-e*)(«*.V-(«*-l^)  =  0, 
d.  h.  die  Axenbrennpnnkte  liegen  bei 

130)  «o=±«.    aio=±^^~^^-- 

c 

Die  oben  bei  der  Definition  der  Curven  erwähnten  Punkte  sind  also 

nicht  nur  zwei  einfache,  sondern  überdies  noch  die  beiden  reellen  Doppel- 

brennpnnkte.    Die  beiden  anderen  Axenbrennpnnkte  sind  reell  oder  imaginär, 

je  nachdem  e^>>p*  oder  ^^p*  ist;  im  letzteren  Falle  sind  dann  ihre  (auf 

der  jf-Axe  liegenden)  Antipunkte  y==  + reell.     Bei  der  Lemnis- 

kate  (p>  =  6^  fallen  diese  vier  Brennpunkte  in  den  Doppelpunkt.  Die  zwei 
anderen  Brennpunkte  der  y-Axe  (y=  +ie)  sind  stets  imaginär  und  fallen 
mit  den  imaginären  Doppelbrennpunkten  zusammen. 

Die  erste  Gleichung  fttr  P,  120),  wird  jetzt  (s.  127): 
4P«-4PV  +  Pp*  =  0; 

ihre  Wnrzeln  sind  P  =  0,   P  =  i(c«  +  /e*-i>*f). 

Die  Halbmesser  der  Mittelpunktskreise  fttr  die  zugehörigen  drei  System- 
PA&re  sind  also: 
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i3i)?t=^4l.«*+K«*-j'*ijl=«n  9,=yW^^y^^W='H, 

P«  =  0, 
wo  

.3^..-/j(i+ri-(^)l)i.  .=/i(>-r.-e)* 

gesetet  wurde.    Dabei  ist 
133)  «x'+«.'=l.    2,,.,  =  ^. 

Dagegen  erhftlt  die  andere  Oleichnng  ftlr  P,  124) ,  die  Gestalt: 

ihre  Warzeln  g^^  ^5,  g^  gehen  aus  den  Werthen  131)  durch  Vertauschang 
von  6*  mit  —  e'  hervor.  Die  zugehörigen  drei  Systempaare  sind  imaginftr. 
Den  drei  Radien  g^,  g^^  g^  gehören  die  Sjstempaare  I,  II,  III  zu. 

Wir  beschSftigen  uns  im  Folgenden  nur  mit  den  letzteren,  betrachten 
aber  zuerst  das  Sjstempaar  III  (^csQ),  für  welches  aus  119)  folgt  B  =  — A. 
Im  üebrigen  indessen  geben  die  Bestimmungsgleiohungen  118),  119)  gar 
keinen  Anhalt,  weil  gleichzeitig  PsO,  a  +  b  =  0  und  b=:0  ist.  Es  ist 
daher  nöthig,  auf  die  01.53)  zurückzugehen«  Sie  geben  wegen  A  +  B  =  0, 
T  =  0,  P  =  0: 

2AX«a(«-b)  =  -2««,  AVl«-l)=f  =  e*-i)*. 

Demgemttss  findet  man 

e*     —  «* 

A*««*    A=  +  f>'  und  weiter  A=  — —  e=4-_-. 
—  A  fr 

Also: 
134)         A«+i>»,    B  =  qFi>»,   A  =  qF-^.  t  =  0,   ^  =  0. 

Dies  ist  jedoch  nur  die  eine  Lösung  der  GL  53);  in  der  That  sieht  man 
leicht,  dass  beide  Vorzeichen  nur  ein  und  dasselbe  Eegelschnittssystem  er- 
geben, und  zufolge  eines  Satzes  S.  34  bleibt  also  die  Aufgabe  ^  das  zu  134) 
conjugirte  System  zu  suchen.  Die  Gleichungen  53)  lassen  sich  nun  aller- 
dings noch  durch  die  Annahme  A  =  B»0,  iLssoc  erftüleui  wenn  nftmlieh 
AA  und  Bk  bestimmte  Werthe  haben.     Für  diese  hat  man  aber  nach  53) 

AA-BA  =  a(=  — 6)  =  -2e«,    -  AA.BA  =  f=e*-i>*. 
Hieraus  folgt 

Al  =  -V+i?«,    BA  =  e«  +  p«. 
Also: 
135)  A  =  B  =  0,   A«=oo,   T==:0,    ^  =  0,   AA==:-c«  +  jt>«,   Bl  =  «*±j)". 

Auch  hier  giebt  das  eine  wie  das  andere  Vorzeichen  dasselbe  Eegelschnitts- 
system. Nach  23)  und  27)  findet  man,  dass  die  zu  134)  gehörigen  Brenn- 
punkte JET,  /'  und  deren  Antipunkte,  die  zu  135)  gehörigen  aber  /,  H' 
und  ihre  Antipunkte  sind.  Für  134)  hat  man  nach  4)  die  Quadrate  der 
Halbazen: 
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J36)  i4=i?*  +  c»örw05    B  =  --{p^  +  ^co$<t>), 

wobei  das  obere  Vorzeichen  in  134)  genommen  und  also  0  von  der  posi- 
tiyen  ^-Axe  aus  gerechnet  ist;  für  135)  aber: 

137)  jl==(p^-e^cos0,    B  =  (p*  +  6»)«w0. 

Von   jetzt  ab  sind  die  Falle  p*  >  e\  p*  <  c"  auseinanderzuhalten.    Im 

besteht  das  durch  die  Gleichungen  135),  137)  bestimmte  Eegelschnitts- 
system  aus  Ellipsen;  das  dazu  conjugirte  System  134),  136)  besteht  stets 
aus  gleichseitigen  Hyperbeln«  Wir  beginnen  mit  dem  letzteren  und 
nennen  es  Xg  (nach  der  im  ersten  Abschnitte  durchgeführten  Bezeichnungs- 
weise, anf  die  es  aber  im  Folgenden  nicht  mehr  ankonmnt,  müsste  es  Z, 
heissen).  Die  Hyperbel  0=0  berührt  die  Cunre  in  den  Hauptscheiteln, 
die  Hyperbel  <t>  =  n  in  den  Nebenscheiteln  (Taf.  II  Fig.  8  a).  Alle  Hyper- 
beln sind  concentrisch,  weil  ^=0  ist«  Aus  dem  Gesagten  geht  schon 
hervor,  dass  der  Schnittpunktskreis  ebenfalls  mit  der  Curye  concentrisch 
und  sein  Badius  unendlich  gross  ist;  denn  die  Hyperbeln  0  =  0,  0»9c 
schneiden  sich  ja  nur  in  ihren  unendlich  fernen  Punkten.  In  der  That 
giebt  Gl.  31)  s^co.  Dieses  System  Zg  hat  überdies  die  Besonderheit,  dass 
jeder  seiner  Kegelschnitte  von  der  Hyperbel  $,  die  seine  Berührungspunkte 
ausschneidet,  rechtwinklig  durchsetzt  wird;  denn  man  weist  nach,  dass 
für  die  letzteren  Hyperbeln  (also  die  Hyperbeln  durch  die  Doppelbrennpunkte 
der  Cunye)  die  Curve  eine  Orthogonaltrajectorie  ist. 

Was  das  System  Z'j,  135),  137)  betrifft,  so  berührt  die  Ellipse  0  =  0 

die  Curve  in  allen  vier  Scheiteln  (Taf.  II  Fig.  8b);  die  Ellipsen  0= +-s-» 

ft  ^ 

deren  Azen  also  unter  dem  Winkel  -j-  gegen  die  Coordinatenazen  geneigt 

sind,  verschwinden,  und  von  da  ab  sind  alle  Ellipsen  imaginär.  Da 
die  Hyperbeln  $,  welche  die  Berührungspunkte  der  Ellipsen  ausschneiden« 
durch  die  ausserhalb  der  Curve  (vergl.  die  Anmerkung  unten)  liegenden 

Punkte  y  =  ±^ geht,  so  muss  es  zwei  Hyperbeln  §  geben,  welche 

ß 

die  Curve  berühren,  deren  zugehörige  Ellipsen  also  in  diesen  Berührungs- 
punkten die  Curve  hyperosculiren;  von  diesen  Stellen  ab  sind  nach  der 
einen  Seite  die  Berührungspunkte  der  Ellipsen  imaginär,  nach  der  andern 
reell,  üeberdies  besteht  ein  merkwürdiger  Satz  für  jene  kritischen  Stellen. 
Bezeichnen  wir  das  Ellipsensystem  jetzt  der  Bequemlichkeit  halber  mit  Z 


*  Die  Brennpunkte  x^±- —  sind  hier  imagin&r;  ihre  reellen  (auf  der 

6 

t/-Axe  liegenden)  Antipunkte  y  =  ±-^ befinden  sich  dann  ausserhalb  der 

Curve,  weil  ^^""^'  >  Vp^-^l  ist,  wenn  i)»>  e«,  s.  Taf.  R  Pig,  8a,  8b. 

6 
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(statt  mit  £'3),  so  haben  wir  das  conjngirte  Hjperbelsjstem  134),  136) 
X'  zu  nennen.  Da  dieses  ebenso  wie  das  Büschel  der  die  Berühningspiinkte 
von  £  bestimmenden  Hyperbeln  §  aus  gleichseitigen  Hyperbeln  besteht, 
so  ist  klar,  dass  die  beiden  kritischen  Hyperbeln  ^,  die  wir  ^q  nennen 
wollen,  in  dem  Systeme  Z'  enthalten  sein  müssen;  und  zwar  sind 
^Q   diejenigen    Kegelschnitte    Z',    welche   durch    die    Punkte    x  =  0^  y^ 

+  ^-^ laufen. 

""         e 

Die  Gleichung  des  Systemes  Z^  77),  wird  nach  135): 
(a?-y«)  cosQ  +  2«^  ^nQ  —  e*  cosQ +i>«  =  0. 
Der  Winkel,  den  die  Hauptaxe  eines  solchen  Kegelschnittes  mit  der  d?-Axe 
bildet,  ist  offenbar  gleich  ij  +  ^*    Setzt  man  daher  W=2w  =  «  +  Q,  so 
ist  w  jener  Winkel,  und  die  Gleichung  von  Z'  wird: 

(o?*— y*)  cos  W+  2xy  sin  W-  e*  cos  TT— p»  =  0, 

/«*  -I-  g*  cos  w\ 
Die  Schnittpunkte  dieser  Hyperbel  mit  der  y- Axe  sind  y  =  +  7/ -^   I ; 

also  hat  man  zur  Bestimmung  von  j^q: 

^^-—^ =r;r— ==       ,       oder   cosW^ =1 

--cosW  tr  p* 

so  dass  die  Gleichung  von  ^q  wird: 

^(x^-y^  +  2iryj/^*^^+p*-^  =  0. 
Den  Asymptoten  dieser  zwei  Hyperbeln  sind  die  Axen  der  hyperosculirenden 
Ellipsen  paralleL     Um  die  Berührungsstellen  selbst  zu  finden,  suchen  wir 
die  Gleichung  dieser  Ellipsen  auf.    Der  Winkel  ihrer  Hauptaxe  gegen  die 

a;-Axe,  g),  ist  ir  — -j-»  wenn  wir  uns  auf  den  zwischen  0  und  --  liegen- 
den  Werth  von  w  beschränken.    Also  ist 

die  Gleichung  des  Systemes  Z  ergiebt  sich  nach  18)  und  135): 

«•(jj*— c*(»«0) +  y*{p*+e' CO50)  —  2a?y  «*m0  —  (p*— e*)  «>5<t>  =  0. 
Demnach  ist  die  Gleichung  der  hyperosculirenden  Ellipsen : 


_-  _ ^  yj^ 


P* 


um  die  Berührungspunkte  zu  finden ,  braucht  man  nur  diese  Gleichung 

mit  der  von  S^q  zu  combiniren.     Multiplicirt  man  aber  diese  mit  ^      | — 
und  addirt  dann  beide,  so  erhält  man  9?  +  2a?y  +  y^=^0  oder 

y= +  «. 
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D.h.:  Welchen  Werth  auch  j?  habe,  stets  liegen  die  Hyperoscu- 
lationsstellen  auf  den  Geraden,  welche  die  Winkel  der  Curven- 
axen  halbiren  (s.  Taf.  II  Fig.  8b).  Der  Winkel  w  der  Hauptaxe  der 
berührenden  Hyperbeln  $q  gegen  die  x-Axb  nähert  sich  mit  wachsendem  p 

dem  Werthe  -j-»   mit  abnehmendem  p  aber  (l>*>0  -„-;  bei  der  Lemnis- 

kate  (p*  =  e*)  fallen  die  Hyperosculationsstellen  in  den  Doppelpunkt. 

Die  Systempaare  I  und  II  sind  hier  imaginär,  wie  die  allgemeine 
Theorie  lehrt  (weil  die  reellen  Brennpunkte  kein  Ereisviereck  bilden)  und 
durch  die  Formeln  131),  132)  bestätigt  wird.  Dagegen  sind  im  Falle 
p*<6*  alle  drei  Systempaare  I,  II,  III  reell.     Wenn 

p'<(^ 
ist,  so  sind  die  Schnittpunkte  der  Curye  mit  der  y-Axe  imaginär;  sie  hat 
dafQr  auf  der  o;- Axe  vier  Scheitel,  zwei  äussere  und  zwei  innere,  denn  sie 
besteht  dann  aus  zwei  Ovalen.  Innerhalb  jedes  Ovals  liegen  zwei  von  den 
(reellen)  Axenbrennpunkten  130).  Wir  betrachten  wieder  zuerst  das 
System  134),  136),  welches,  wie  vorhin,  aus  gleichseitigen  Hyperbeln  be- 

steht.    Jetzt  sind  aber  die  zerfallenden  Hyperbeln  reell:  co50  = ^v 

also  sing>  =  -^—^ ^—^  [s.  136)].    Die  zugehörigen  Doppeltangenten  sind 

die  inneren  gemeinsamen  Tangenten  der  Ovale  und  die  Lothe  darauf  im 
Mittelpunkte  (s.  Taf.  II  Fig.  9  a). 

Das  System  135),  137)  dagegen  besteht  jetzt  aus  ungleichseitigen  con- 

centrischen  Hyperbeln.  Die  zerfallenden  Kegelschnitte  9>  =  +  x  °^^  ^^'^) 
liefern  natürlich  dieselben  Doppeltangenten;*  von  den  zerfallenden  Kegel- 
schnitten  ab  erfolgt  dann  der  üebertritt  der  Hyperbeln  aus  den  spitzen  in 
die  stumpfen  Asymptotenfelder .♦•  Die  spitzwinklige  Hyperbel  0  =  0  be- 
rührt die  Ovale  in  den  äusseren ,  die  stumpfwinklige  O  =  tc  in  den  inneren 
Scheiteln  (s.  Taf.  II  Fig.  9  b).  Der  Schnittpunktskreis  hat  (ebenso  wie  im 
Falle  p^^^)  den  Badius  0  und  föUt  mit  dem  Coordinatenanfange  zusammen. 
Die  vier  Systeme,  welche  zu  ^p  g^  gehören,  unterscheiden  wir  durch 
die  unteren  Indices  1,  2  von  einander  und  nennen  sie  also  Z,,  Z'^,  Z,,  Z',. 
Nach  131),  132),  127),  118),  119),  25)   ergiebt  sich  för  die  Systeme  I: 

Z,:     p  =  a.„    i  =  -fi    A,  =  +  6«*,(l-.i),    B,  =  -6«^,(l  +  e,), 
138)  ^ 

^^  ,  1 

— ^1 


^  8.  den  Satz  S.  29,  30. 
*•  vergl.  8.  8, 
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für  die  Systeme  II  (Z^,  Z'g)  erhält  man  dieselben  Formeln,  nnr  ist  der 
untere  Index  1  mit  2  vertauscht.  Nach  27)  sind  die  zugehörigen  Axen- 
brenn  punkte:  , ,  , . 

Iii    a?=:  +  6,   aj  =  +  ^^ — 7^—;     Ti:   «  =  -«,   a?  =  -S^ — --i--; 
139)  ,    ""      ,  ,-J_, 

Zg:    aj  =  +  e,   a;  =  ~2^ — ;     Z,:   a?  =  -«,   «  =  +  ^^ — -^-i. 

Wir  betrachten  von  beiden  Paaren  nur  die  Systeme  Z|,  Z^,  weil  die 
conjugirten  Systeme  T\ ,  Z',  zu  ihnen  symmetrisch  sind.  Bei  Z^ ,  Z^  erfaSlt 
man  nach  4)  für  die  Quadrate  der  Halbaxen: 

^      Z^:    .4  =  e»(l~«,)(«i  +  co50),    J?  =  -c>(l  +  O(fi  +  «>s0), 
^    Z,:    -ä  =  e«(l-f,)(f,  +  (»50),   B  =  -e«(l  +  fg)(f,  +  «>s0). 

Beide  Systeme  bestehen  aus  Hyperbeln. 

Im  Systeme  Z'  ist  die  Hyperbel  0s=O,  welche  das  auf  der  positiven 
Seite  der  a;-Axe  liegende  Oval  in  seinen  beiden  Scheiteln  berührt,  stumpf- 
winklig; von  den  zerfallenden  Hyperbeln  an  (cos4>  =  — (j)  aber  sind  alle 
Hyperbeln  spitzwinklig.  Die  Hyperbel  0  =  9s  berührt  das  auf  der  negativen 
xAne  liegende  Oval  in  den  Scheiteln.*  Die  zerfallenden  Hyperbeln  be- 
stehen aus  den  inneren  und  äusseren  gemeinsamen  Tangenten  der  Ovale 
(s.  Taf.II  Fig.  9c).  Nach  30)  und  31)  wird  Ä  =  c,  also  liegt  der  Mittel- 
punkt des  Schnittpunktskreises  in  einem  zum  Systeme  gehörigen  Brennpunkte 

der  Curve;  sein  Halbmesser  ist  e^y2^  =  V e^  —  j/e^—p^u. 

Im  Systeme  Zj  hat  die  Hyperbel  0  =  0  die  Halbaxen  Cfj,  «(l  +  fj); 
sie  berührt  im  äusseren  Scheitel  des  positiven  und  im  inneren  des  negativen 
Ovales;  die  Hyperbel  0  =  9s  (e(l— Cs)»  ^^i)  berührt  in  den  beiden  anderen 
Scheiteln.  Bei  den  zerfallenden  Kegelschnitten  {cos<t>  =  ^  s^)  erfolgt  wieder 
der  Uebertritt  aus  den  stumpfen  in  die  spitzen  Asymptotenfelder;  die  Be- 
standtheile  der  zerfallenden  Hyperbeln  sind  aber  die  äusseren  gemein, 
samen  Tangenten  der  beiden  Ovale  und  die  auf  den  inneren  im  Goordi- 
natenanfange  senkrecht  stehenden  Doppeltangenten  (s.  Taf.  II  Fig.9d). 
Bezeichnet  man  also  die  ersteren  durch  (a) ,  die  letzteren  durch  (u)  und  die 
inneren  gemeinsamen  Tangenten  selbst  durch  (i),  so  entsprechen  den  drei 
Systempaaren  I,  II,  III  gerade  die  drei  möglichen  Combinationen  (a)(t)i 
(a)(u),  (i)(u).     Der  Schnittpunktskreis  des  Systemes  Z,  ist  mit  dem  des 

Systemes  Zj  concentrisch,  sein  Halbmesser  ist  e  t,  ^2}  =  r  e*  +  ^c* — i>*l f. 
Ausserdem  ist  noch  folgende  Besonderheit  bei  den  System  paaren  I,  II 
vorhanden:  Bezeichnet  man  im  Systeme  Z\  oder  Z'^  die  Mittelpunkte  der 
zerfallenden  Kegelschnitte  mit  L\  N\  so  ist  L'N'  die  eine  Asymptote  der- 
jenigen Kegelschnitte,  die  mit  den  zerfallenden  Kegelschnitten  im  Systeme 
Zj  bez.  Zg  parallelaxig  sind;   die  anderen  Asymptoten  dieser  Kegelschnitte 


•  Die  Halbaxen  der  Hyperbeln  <t>  =  0,  <t>  =  «  sind  eff ,  e(H-«i)  bez.  «(!-«,),  <«f 
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aber  sind  die  Tangenten  vom  Mittelpunkte  des  Schnittpunktskreises  an  den 
Mittelpnnktskreis  des  Systemes  X,  bez.  Z^. 

Bei  der  Lemniskate  {p*=(f)  besteht  das  System  Z^  natürlich  wieder 
ans  gleichseitigen  Hyperbeln,  nur  dass  die  zerfallenden  Hyperbeln  zusam- 
menfallen und  die  Doppelpunktstangenten  bilden;  dabei  ist  ^  =  — J? 
B  6^(1  +  ^050).*  Das  System  Z',  aber  besteht  aus  den  Geraden  durch  den 
Doppelpunkt:  -i=^2«««w0,  Ä==0**  (s.  Taf.  II  Fig.  10a).  EndUch  fallen 
die  Systempaare  I  und  II  zusammen,  nämlich  Z|  mit  Z,,  Z'|  mit  Z^  ^'^^ 
bezeichnen  die  so  entstehenden  Hyperbelsysteme  kurz  als  Z,  Z'  nnd  be- 
trachten weiter  Z.  Die  Quadrate  der  Halbazen  sind  |-(^-l)  (l+^cosO), 

-^(K^  +  l)(l  +  F'2|aw0),  das  Axenverbältniss  also  ]/  ßl'^]'   Der 

Radins  des  Mittelpunktskreises  ist  -^>  des  Schnittpunktskreises  6,  so  dass 

dieser  Kreis,  da  sein  Mittelpunkt  im  Brennpunkte  x  =  e  liegt,  durch  den 
Doppelpunkt  geht^  Von  allen  Kegelschnitten  des  Systemes  gilt  dasselbe 
(s-  Tat  II  Fig.  10b). 

%  3.  Zweites  Beispiel:  Die  ICittelpunktsfaBspunktonrren  der  SUipse 

und  Hyperbel* 

x^       ifl 
Die   Gleichung  des  Grundkegelschnittes  sei    -^  +  ^  =  1 ;  j®  nachdem 

er  Ellipse  oder  Hyperbel  ist,  ist  V  positiv  oder  negativ.  Im  ersteren  Falle 
nehmen  wir  an,  es  sei  Ü>Y.  Wir  setzen  U'=u*  und  ahs.  Fs=t;*,  so  dass 
stets  u,  i;  die  Halbaxen  des  Kegelschnittes  bedeuten.  Dann  ist  die  Gleich- 
ung der  Cnrve  (die  den  Coordinatenanfang  oder  Mittelpunkt  zum  Doppel- 
punkte hat): 

141)  (a?+y«)«-  17«>-  Fy«  =  0, 

142)  a  =  ~f/,    h^-V,    c=b  =  c  =  f  =  0. 
Die  beiden  Gleichungen  für  P,  120),  124),  werden 

143)  P(4P-D')«  =  0,    (p- J)(16P«-4P{?7+2F)  +  (?7-t-r)F)  =  0. 

GL  129)  lehrt,  dass  die  Axenbrennpunkte  durch 

144)  «  =  0,    »  =  0,    x  =  ±j/^^ 

gegeben  sind.  Im  Mittelpunkte  liegen  demnach  stets  zwei  reelle  Axenbrenn- 
punkte; die  beiden  anderen  sind  für  die  Fusspunktcurve  der  Ellipse  imagi- 
när, für  die  der  Hyperbel  reell;  im  ersten  Falle  sind  ihre  Antipunkte  reell: 


145)  y  =  0,    y  =  0.    y=  +  j/^^. 


*  Ein  hierauf  bezüglicher  Satz  ist  schon  in  meiner  Arbeit  über  die  Kreis* 
fosspunktcarren  enthalten ,  L  c.  S.  343. 

^  Die  Sätze  über  die  Beziehungen  dieser  conjugirten  Systeme  I„  Z'i  zu 
einander  sind  hier  besonders  interessant 
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Die  vier  in  144)  angegebenen  Axenbrennpunkte  (F<  0)  bezeichnen  wir 

in  der  Reihenfolge  -  l/^^J»  0,  0,  +7/^^  mit  H,  J,  E\  J'; 
r       V-'U  r       v  —  u  /    ijy  I 

im  Falle  F>0  nennen  wir  ebenso'  die  Brennpunkte  y  =  — X/^^= — =Ji 

/~wn  ^ 

y  =  0,  y  =  0,  y=+7/  — — — |-   [Die Doppelbrennpunkte  liegen  nach 40) bei 

y  =  0,  «=  + ^^[/-Ff;  «  =  0,  y=  + i/7-l7|J  Da  diese  Tier 
reellen  Brennpunkte  auf  einem  Kreise  liegen  (bei  F>>0  auf  der  a;-Axe, 
bei  F<^0  auf  der  y-Axe),  so  werden  drei  Systempaare  reell  sein. 

1.  FnsgpnnktcurTe  der  Ellipse  (F>0). 
Hier  nehmen  wir  die  bisherige  y-Axe  zur  a;-Axe  und  umgekehrt,  weil 
es  bei  Anwendung  der  Gleichungen  S.  50  u.  51  bequemer  ist,  die  reellen 
Brennpunkte  auf  der  a;-Axe  zu  haben.  Die  Gleichung  der  Curve  ist  dann: 
(a;*+y*)*  — p*«*  — u'y*  =  0,  wo  u  die  grosse,  v  die  kleine  Halbaxe  der  Grund- 
ellipse  bedeutet    Die  Relationen  139)  sind: 

a  =  — »*,    b  =  — u*,    c  =  b  =  e=f  =  0; 
die  Gleichungen  143)  werden 

P(4P-r«)«=0,    (p-.^)(16P«-4P(2u«+r«)  +  t*V+O)  =  0 
und  haben  als  Wurzeln:                                                       ^^r-: — ^ri 
14b)      Pi  =  0,     p,=pg  =  — ;     p^c=^g=— ,    Q^==c — 

Qi  entspricht  dem  Systempaare  I;  die  Systempaare  II,  III  aber  faUen 
zusammen  {q^,  q^).  Mit  den  übrigen  drei  Systempaaren  beschäftige  ich  mich 
hier  nicht  weiter;  sie  sind  imaginär.* 

I.   Qi  =  0.     Die  Gleichungen  53)  werden: 

f/L^  JLn^  U^  —  V^ 

A+B  =  =-f-.   ^~^==    2Ä~'   AB(J-1»)  =  0, 
und  liefern  die  beiden  Systeme: 

147)  „,^  ,.  "+" 

I':     A'  =  ^,  B'=J.    i  =  l.*» 

Z  besteht  demnach  aus  den  Geraden  durch  den  Mittelpunkt  (Doppelpunkt) 
der  Curve,  das  System  Z' aber  aus  Ellipsen,  die  der  Grundellipse  tthn- 
lieh  sind.     Die  Quadrate  der  Halbaxen  sind  bei  Z  offenbar  [vergl.  4)]: 

*  Ueberhaupt  ist  die  ganze  vorliegende  Abhandlung  nur  als  eine  vorläufige 
(durchaus  unvollständige)  Darlegung  meiner  Untersuchungen  über  diesen  Oegen- 
stand  zu  betrachten. 

**  oder,  was  aber  genau  auf  dasselbe  hinauskommt: 

bei  I,  bez. 

beil'. 

/Google 


A=.,    B="J-, 

*■=?.  B-=f , 

1  =  -1 
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4[f«*  +  p*— (u*— t;*)co501=u*««*®  +  f>*a)S*0  und  0, 
beiT: 

{using^y  und  (vsinq))^; 

dabei  bedeutet  immer  tp  den  Winkel  der  Hauptaxe  des  Kegelschnittes  gegen 
die  x-Aze  (d.  i.  jetzt  die  Nebenaxe  der  Grundellipse).  Die  Hauptscheitel 
der  Ellipsen  T  liegen  also  auf  den  beiden  Kreisen,  deren  Durchmesser  die 
Halbaxen  u  der  Grundellipse  sind,  und  ihre  Nebenscheitel  auf  den  Kreisen, 
die  ttber  den  kleinen  Halbaxen  v  der  Gruudellipse  als  Durchmessern  be- 
schrieben werden  können.     Die  Brennpunkte  zu  Z  sind  x  =  0^  x=:0,  also 

/,  H\  die  zu  Z'  o?  =  4!  9  also  JET,  J\  nebst  ihren  Antipunkten. 

Die  Hyperbeln  ^^  die  zum  Systeme  Z  gehören,  bestehen  demnach  aus  je 
zwei  zu  einander  senkrechten  Geraden  durch  den  Coordinatenanfang.  Der 
Schnittpunktskreis  von  Z  ist  ebenfalls  ein  Nullkreis.  Dagegen  hat  man  für 
das  System  Z^ 

Der  Schnittpunktskreis  Ton  Z'  liegt  demnach  stets  gSnzlich  innerhalb  der 
Curve.  Fasst  man  daher  die  verschiedenen  Paare  parallelaxiger  Ellipsen  ins 
Ange,  so  bemerkt  man,  dass  es  darunter  solche  giebt,  deren  Schnittpunkte 
imagin&r,  und  solche ,  deren  Schnittpunkte  reell  sind ;  dazwischen  aber  zwei, 
bei  welchen  die  Schnittpunkte  paarweise  zusammenfallen,  also  die  beiden 
Ellipsen  sich  berühren.  Dies  geschieht  aber,  wenn  die  kleine  Axe  der 
grösseren   Ellipse,    vsing>y   gleich  der  grossen  Axe   der  kleineren  Ellipse, 

usin\(p'\'-^)  =  ucosqt^  und  also  beide  gleich  sind.     Das  giebt, 

wenn    dieser    Winkel    g>    mit    &q    bezeichnet    wird,     gin  0^  =  ? 

yu*+v^] 

eos^f.^     .  •    Demnach  sind  bei  zwei  solchen  Ellipsen  die  kleine  Axe 

der  grösseren  oder  die  grosse  der  kleineren  denjenigen  Linien  parallel, 
welche  die  Scheitel  der  Grundellipse  mit  einander  verbinden  (s.  Taf.  II 
Fig.  IIa).  —  Auch  ergiebt  sich  von  selbst,  dass  unter  den  Ellipsen  Z'  zwei 
sein  müssen,  deren  Berührungspunkte  mit  der  Curve  paarweise  zusammen- 
fallen, die  also  die  Curve  zweimal  hyperosculiren.  um  sie  kennen  zu 
lernen,  führen  wir  Polarcoordinaten  r,  d  ein  {x===rcos^^  y=srsin^).  Die 
Gleichung  einer  der  Ellipsen  ist 

v^{x  cosq>+y  mqp)*  +  u^{x$inq>  —  y  cosfp)*  =  u*»*  sin^g). 

Diese  Gleichung  und  die  der  Curve  sind  in  Polarcoordinaten: 

r*  [cos*^  (w*  sin^q)  + 1?*  cos^  q>)  +  8in^^{u^cos*  y  +  ©*  sin^tp)  —  u^v^  8in^<p] 
=  2r*(«*  — t;*)  «n^  C05^ «ng?  C059; 

r*  —  t;*  cos^d^  —  u*  sin^&  =  0. 
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r'— 9*                  tt'  — r* 
Aus  der  zweiten  folgt  «m*^  =  -= 5 >  cos^d^  =  -5 5 •   Setit  man  dies 

in  die  erste  ein,  so  erhftlt  man  für  den  Bertthrnngsvector  r  die  Oleichong: 

[(r*)*  -  (r«)  (uH  ©«)  5tn«g)  +  ««i;«  «i««^]«  =  0. 

Wir  haben  die  Bedingung  anftnsnchen,  unter  der  diese  Gleichung  nur  einen 
Werth  für  (H)  giebt.     Diese  Bedingung  ist: 

und  demgemSss  ist  ftbr  die  eine  hyperosculirende  Ellipse ,  wenn  wir  ihr  ^  mit 

^0  bezeichnen:  cosq>^^= -^j^ ^  ^<Po  =  'XirT'    Der  zum  BerührnugSTCC- 

tor  gehörige  Winkel  d  ist  also  gleich  dem  Complemente  des  obigen  Winkels  9^ , 
sodass  die  Berührungsvectoren  selbst  auf  den  Verbindungslinien 
der  Seheitel  der  Orundellipse  senkrecht  stehen  (s.  Taf.II  Fig.  Ha). 
Was  die  zerfallenden  Kegelschnitte  betrifft,  so  sind  sie  nur  im 
Systeme  Z'  reell;  nftmlich  hier  fallen  sie  zusammen  und  sind  mit  der 
Nullellipse  u^of  +  v^jf^^O  identisch,  wfthrend  sie  im  Systeme  Z  durch  die 

doppelt  gezählten  Geraden  —==  +  »—  dargestellt  werden. 

üeber  die  beiden  Sätze  endlich ,  die  das  Reciprocitätsgesetz  S.  29  fb 
das  gegenwärtige  Beispiel  mit  sich  bringt,  vergU  S.  64. 

Wir   kommen   nun   zu  dem   Systempaare   Z^,   Z\    (mit  welchem   das 

Systempaar   Z, ,  Z',  zusammenfallt) :    Q^i.    (s.  S.  60).     Die  Gleichungen 
118),  119)  werden:  ^ 

X=  +  «— jp-I,     A+B=2' 
Hieraus  folgt  fUr 


148) 


.)  •  . 

Demnach  sind,  wie  es  zu  erwarten  war,  die  Systeme  Zi,  Z'i  congruent, 
und   zwar  zu  einander  symmetrisch   mit  Beziehung   auf  die  Hauptaxe  der 

Grundellipse.     Zu  Zi  gehören  die  Brennpunkte  a;  =  0,  a;=  also 

H\r  {oder  J,r),  zuZ\ir  =  0,  a;  =  ---=^L— ,  d.  h.  ^,  /  (oder  F,  ff'). 
Beide  Systeme  bestehen  offenbar  aus  Ellipsen,  deren  Axenverhältnüs 
//  — , il   ist     Wir  betrachten  nur   das  System  Z,  weiter.     AD« 

Ellipsen  gehen  durch  den  Doppelpunkt  hindurch,  weil  die  Hyperbeln, 
welche  die  Berührungspunkte  ausschneiden,  diesen  enthalten.  Fflr  den 
Schnittpunktskreis  hat  man 
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er  geht  also,   wie  voransziisehen  war,   darch   den  Doppelpunkt  und  liegt 
gänzlich  innerhalb  der  Curve.     Die  zerfallenden  Kegelschnitte  bestehen,  wie 

die  Gleichungen  47),  48)  zeigen,  der  eine  aus  den  Geraden  y^i — ==:= 

und  — =3— -t  — ,  der  andere  aus  —  =  +  $—  und  «  =  — t  —  ■  Der 

XU  X  u  "^  2j^u*— »*f 

Kegelschnitt  ^=0  hat  die  Halbaxen  a==4'(**+y^***~^)»  &=9-'  da- 
gegen g>  =  ^:   ö  =  ^'   ^>=:4(w-j^^u*  — »»()  (vergl.  Taf.  II  Fig.  IIb). 

2.  FngtpunktcnrTe  der  Hyperbel  (F=  — «*). 
Die   Brennpunkte  H,  J,  Jff',  J'  sind   dann   «  = ===»  »  =  0, 

«  =  0,   a?  =  +  --==-i  wenn  die  Hauptaxe  der  Grundhjperbel  a;-Axe  ist; 

sie  liegen  also  stets  innerhalb  der  von  der  Curve  gebildeten  Schleifen. 
Man  hat  jetzt 

a  =  — tt',    6  =  »*,     c  =  b  =  c  =  f  =  0, 

und  die  Gl.  120),  124)  werden  P(4P-u«)«  =  0,  (jy  +  ^J ^pJ^^^\=,0. 
Die  erste,  auf  die  es  uns  hier  allein  ankommt,  hat  die  Wurzeln: 

149)  ^1  =  0,     ^g  =  ^8  =  |-. 

L  (Z,'Z'):  ^  =  0.     Die  Gleichungen  53)  geben 

A+B  =  -^^',   A-B  =  -^^*,    AB(1-X«)  =  0, 
mithin  fttr 

150)  ,       ,     u^  ,  »«      , 

Z':    A'=-s-'  B'=  — Tf>  A'e=— 1. 

I  besteht  wiederum  aus  den  Geraden  durch  den  Doppelpunkt,  j!  ist  stets 
ein  Hjperbelsjstem.  Die  Quadrate  der  Halbaxen  sind  bei  Z  u^cos^tp 
"-»*«n*g)  und  0,  bei  Z'  aber  {uco8q>y  und  {veosqi)^.  Bei  Z'  liegen  die 
Scheitel  der  Hyperbeln  auf  den  beiden  Kreisen ,  die  über  den  Halbaxen  der 
Curye  als  Durchmessern  beschrieben  werden  kOnnen  *  Die  zu  Z  gehören- 
den Axenbrennpunkte  sind  a?  =  0,  «  =  0,  bei  Z':  a;=+     .-'     Die 


j/u«  +  i;«f 


*  üeberhaupt  aber  bildet  ebenso,  wie  beim  Systeme  I',  S.  60,  irgend  ein 
System  entsprechender  Punkte  zwei  Kreise;  yergl.  die  angeführte  Arbeit  über  die 
Kreisfosspunktcurven  [man  findet  das  auch  durch  die  Gl.  60)  bestätigt]. 
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zerfaHenden  Kegelschnitte  des   Systemes  Z  sind  die  doppelt  zu  sShlenden 
Geraden  —  =  +  ~;  ^^^  ^^^  ^'  *^ör  fallen  zusammen  ( 9  =  +  -g-)   und  be- 

stehen  aus  den  beiden  (eben  genannten)  Doppelpunktstangenten.  —  Der 
Schnittpunktskreis  von  Z'  ist  imaginär  oder  reell,  je  nachdem  die  Grand' 
hjperbel  spitz-  oder  stumpfwinklig  (v^u)  ist;  denn  für  seinen  Halbmesser 

ergiebt  sich  aus  31)  ,;   wenn  er  reell  ist,    umschliesst  er  die 

Curve.  Vfi'-u*} 

Das  Beciprocitätsgesetz  lautet  hier  folgendermassen  (ebenso  für  Z«  T 
S.  60):  Irgend  ein  System  entsprechender  Tangenten  der  Kegel- 
schnitte Z'  bildet  ein  Geradenbüschel,  dessen  Mittelpunkt  ein 
Punkt  der  Curve  ist;  und  umgekehrt:  zieht  man  in  den  Endpunk- 
ten aller  vom  Doppelpunkte  ausgehenden  Radienvectoren  der 
Curve  unter  einem  constanten  Winkel  Geraden  gegen  die  Vec- 
toren,   so  hüllen  sie  einen  Kegelschnitt  des  Systemes  Z'  ein.^ 


u 


n.  (Z|,  Z'm  o^it  denen  Zj,  Z'^  zusammenfallen):  ^s=-^-     Aus  118), 
119)  erhÜt  man: 

151)      X=  +  ?l^^^.    A+B  =  -2'    '^""^  =  ~^- 

Die  beiden  Systeme,  die  sich  hieraus  ergeben,  haben  das  eine  die  Punkte 
a»  =z  0,  X  =-—=-,  das  andere  x  = , '  ä  =  0  als  zugehörige 

reelle  Brennpunkte.  Wir  betrachten  nur  das  erstere,  Zj,  weiter,  da  das 
andere  mit  ihm  congruent  (mit  Beziehung  auf  die  y-Axe  symmetrisch  zu 
ihm)  ist.     Für  den  Schnittpunktskreis  hat  man  nach  30),  31) 

2v  ZV 

er  geht  also  durch  den  Doppelpunkt,  ebenso  wie  alle  Hyperbeln  Z^  (denn 
Zi  besteht  aus  Hyperbeln,  weil  man  aus  den  Gl.  151)  die  Werthe 

entnimmt);  er  umschliesst  stets  die  eine  Schleife  der  Curve.  Die  beiden 
zerfallenden  Hyperbeln  Icos^^ /  ^  ,    ^m I '  ^^^  denen  jede  aus  einer 


V^^+^^ 


y 


Doppelpunktstangente  --  s  -4 und  einer  der  zur  o;- Axe  parallelen  Doppel- 

X  V 

tangenten  v  =  + —  besteht  (s,  Taf.  II  Fig.  11c),  trennen  wieder 

^  ^     —2]/u'  +  v^} 

die  spitzen  von  den  stumpfen. 


*  1.  c,  wo  die  Verallgemeinerung  dieses  Satzes  für  alle  FusspunktcorveD 
sich  findet. 
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Zn  den  Fasspanktcarren  der  Hyperbel  gehört  auch  die  Lemniskate 
(Fasspunktcurve  der  gl  eich  sei  tigen  Hyperbel).  Man  erkennt  leicht,  dass 
die  hier  entwickelten  Formeln  für  diesen  Fall  in  die  S.  59  abgeleiteten 
übergehen  (u=©  =  e}/2|). 

%  4«  Drittes  Beispiel:  Die  Cartesiaohen  Gurren  (^^aplanetisohenliinien^O- 

Es  ist  bekannt,  dass  von  den  vier  Axenbrennpnnkten  einer  Cartesisohen 
Curve  einer  im  unendlichen  liegt.  Die  drei  anderen  unterscheide  ich,  wenn 
sie  alle  drei  reell  sind,  als  äusseren,  mittleren  und  inneren;*  es  liegt  näm- 
lich der  „äussere*  ausserhalb  der  beiden  Ovale,  aus  denen  dann  die  Curve 
besteht,  der  „innere **  iunerhalb  des  inneren  Ovales,  der  mittlere  ebenfalls, 
aber  zwischen  diesem  und  jenem.  Den  Namen  „Cartesische  Curve^  fassen 
wir  im  weiteren  Sinne  ,**  d.  h,  wir  lassen  zu ,  dass  zwei  dieser  Brennpunkte 
(nämlich  der  äussere  und  mittlere,  oder  dieser  und  der  innere)  conjugirt 
imaginär  sind,  wobei  dann  ihre  Antipunkte  reell  werden.  Jede  Cartesische 
Curve  wird  femer  von  drei  Kreissystemen  eingehüllt, *♦♦  von  denen  aller- 
dings zwei  imaginär  sind,  sobald  nur  ein  endlicher  Axenbrennpunkt  reell 
ist.  Da  es  sich  zeigen  wird,  dass  diese  Ereissysteme  drei  von  den  zn  be- 
trachtenden sechs  Kegelschnittssystemen  sind  y^  so  nehmen  wir  zunächst  die 
Beduction  der  Gleichungen  22),  23),  27)  vor,  welche  im  Falle  As=B  nöthig 
wird.  Man  hat  nämlich  dann,  wenn  man  gleich  t  =  0  einfahrt,  als  Co- 
ordinaten  der  zugehörigen  Brennpunkte  im  Coordinatensysteme  (£,17): 

hi=  2,^/1  +  .  ^|.    (5.  =  -!.,    jfe  =  0.     jS,  =  0. 

also  im  ursprünglichen  Coordinatensysteme  (x,y): 

(  *.  =  Ä^[2^ÄBf/rt:i^-(A+B)], 


zl^^21/^B]J/l+x^}+{^+B)], 


•^     A 

A+B 
ai>  =  «4  =  -eÄ— R 


.WÄBf  7/,  .  ,A-B| 


*  1.  c.  (Ueber  die  Kreisfusspunktcurven)  S.  864. 
♦*  yergl.  Salmon-Fiedler,  Höhere  ebene  Cnrven,  S.  331  (2.  Aufl.). 
***  Wenn  von  dem  Systeme  der  Kreise,  deren  Mittelpunkte  auf  der  Axe  liegen, 
abgesehen  wird. 

t  Dass  ein  Kreis  für  eine  bicirculare  Curve  vierter  Ordnung  ein  viermal 
berührender  Kegelschnitt  sein  kann,  ist  selbstverständlich,  nur  sind  zwei  Berüh- 
rungspunkte uneigentliche  Berührungspunkte. 

Zeltoohr.  f.  Math.  n.  Ffajaik,  XXXV.  Jahrg.  Suppl  Ö  C^r^r^n]^ 
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Da  nun 


/'  +  ^^'l  = 


'  +  ^^1=^  +  ^^- 


nnd  ««,(A+B^2/ABf)^,, 


1=4 


(A-B) 


ist,  so  erhält  man  in  der  Grenze  für  B  =  A: 
153) 


I  «1  =  2:'      |ajj  =  oo,      Äs  =  a;4  =  oo, 

Die  Combinationen  jedes  der  endlichen  Brennpunkte  mit  dem  unendlich 
entfernten  werden  demnach  die  drei  Ereissjsteme  liefern,  die  Combinationen 
der  endlichen  Brennpunkte  unter  einander  aber  die  drei  anderen  Systeme, 
von  denen ,  wenn  zwei  dieser  Brennpunkte  imaginär  sind ,  eines  aus  Hyper- 
beln besteht,  die  beiden  anderen  aber  imaginär  sind,  die  dagegen  alle  drei 
aus  reellen  Ellipsen  bestehen,  falls  alle  drei  endlichen  Brennpunkte  reell  sind. 

Wir  schreiben  zunächst  die  Gleichung  der  Cartesischen  Curve  in  der 
Form 

154)  (««+y«)«-4U«'+y')-8na?-4m  =  0, 
haben  also 

155)  Q  =  -4Z  =  b,    b  =  -4n,    f  =  -4m,     c  =  c  =  0. 

Demnach  wird  Gleichung  120); 

156)  P»-2ZP«  +  (Z«+m)P-n»  =  0, 

und  Gleichung  118)  hat  die  Wurzeln: 

2n 

>l2«-P)' 

die  nun  für  die  erste  Wurzel  der  Gl.  156)  die  Systeme  Z,  Z',  ftlr  die  zweite 
Z|,  Z\,  für  die  dritte  Z,,  Z'^  liefern.  Für  jedes  dieser  Systempaare  hat 
man  folgende  Tabelle,  in  der  x^^  x^  die  Abscissen  der  zu  einem  Systeme 
gehörenden  Axenbrennpunkte  sind: 

A'=2l-P+-.  B'=2/-P--, 

i'=0; 


157) 


i  =  - 


l'=0. 


158) 


A  =  B  =  2J-P, 
X-         2.     . 

p(2I-P)' 


8^y2(K-p)\- 


x,=  —  . 


3^  =  00; 


j.     P(P-20      ,,        2n 
,^j/2(l-P)(4lP-'dP*-4m}l 


(•21 -P)* 


/'t  =  ^(P-2l±/4/P-3P»-4«f). 


Die  Werthe  tob  «,,0!,  ergeben  sich  aas  153),  die  von  x\,  x\  ans  22), 
23),  27).  Da  t  von  Anfang  an  Nnll  ist,  und  jetzt  ftlr  drei  Systeme  (Z*. 
^'i»  ^»)  *'^cJ>  i  verschwindet,  so  ist  Ä  und  B  ftlr  diese  constant  [s.  4)]. 
nnd  also  folgt: 
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Jede  Cartesische  CarYe  wird  von  drei  Systemen  oongmenter 
yiermal  berührender  Kegelschnitte  eingehttllt.* 

Die  Hyperbeln  ^,  welche  die  Berührungspunkte  eines  Ereissystemes 
(£,  Z|,  Zj)  ausschneiden,  werden,  weil  drei  Ton  den  Büschelpunkten  im 
Unendlichen   liegen,   zu   den  Geraden  durch   den  zugehörigen  endlichen 

Axenbrennpunkt  ^  =  — p"     Diese  Geraden   sind   überdies   parallel   den 

bez.  Verbindungslinien  der  Ereismittelpunkte  mit  dem  Coordinatenanfange  K] 
denn  aus  32)  folgt,  da  gegenwärtig  ^=^0  ist,  x  =  ^-  ^^^^  beiden  SStze 
sind  wohlbekannt. 

um   die  Betrachtungen  weiter  ins  Einzelne  zu  führen,  ist  es  zweck- 
mässig,  statt   der  Constanten  Z,  m,  n  drei  neue,  die  ich  e,  I,  K  nenne, 
einzuführen,   und  zwar  so,   dass  die  Wurzeln  der  Gleichung  156) 
rational  werden.  Dies  gelingt,  wenn  man  folgende  Beziehungen  festsetzt: 
2Z=6*(I  +  IK+K),    n-6«IK, 
'^^^  4,n  =  -e*[(l  +  IK  +  K)«-4IK(l+K+])]. 

Es  soll  also  e  eine  Strecke,  dagegen  I  ebenso  wie  K  eine  reine 
Zahl  sein.  Man  kann  nachweisen,  dass  die  geometrische  Bedeutung 
dieser  Constanten  folgende  ist:  Es  sei  P  einer  der  im  Endlichen  liegenden 
Azenbrennpunkte  JB*,  «7,  H'  (der  im  unendlichen  liegende  sei  also  7^,  so 
ist  I  das  Quadrat  des  Verhältnisses  des  Mittelpunktskreishalbmessers  zu  der 
Entfernung  des  Mittelpunktes  K  dieses  Kreises  von  P,  K  aber  das  Quadrat 
des  Verhältnisses  des  Halbmessers  eines  beliebigen  Berührungskreises  zum 
Abstände  seines  Mittelpunktes  von  P  (dieses  Verhältniss  ist  bekanntlich  un< 
▼eränderlich) ;  oder  umgekehrt*  Vergl.  die  weiteren  Entwickelungen  [Gl.  164), 
165)  und  die  zweite  Anmerkung  S.  68]. 

Die  Gleichung  für  P,  156),  wird  nun 

P»-PV(l  +  IK+K)  +  Pe*IK(l  +  K  +  l)-e*l«K«  =  0, 
hat  also  offenbar  die  Wurzeln 

160)  Pi  =  6>IK,    P,  =  e«l,    P,  =  e«K. 

Nach  158)  und  159)  sind  die  endlichen  Brennpunkte,  welche  für  die 
Ereissysteme  diesen  drei  Wurzeln  entsprechen,  gegeben  durch 

161)  05  =  — c,    Ä  =  — «K,    «  =  — eL** 


*  Ein  specieller  Fall  dieses  Satzes,  nämlich  für  die  Ereisfdsspunktcnrye,  ist 
in  der  Arbeit  über  die  Ereigfusspunktcarven  enthalten  und  hat  den  Ausgangspunkt 
Ar  die  gegenwärtige  Abhandlung  gebildet.  1.  c.  S.  360,  vergL  auch  die  Vorbemer- 
l"»gen  S.  1. 

**  Der  vierte  Brennpunkt  ist  dann  nach  129)  a;  =  oo.  Die  Ol.  128)  wird  in 
nxMerem  Falle,  wo 

a  =  b  =  -2««(l  +  IK  +  K),  b  =  -4«»IK,  f  =  c*[(l  +  IK  +  K)«-4IK0  +  K  +  l)] 
ist: 

O.Äö*-16«'IK[V  +  V«(l  +  K  +  l)  +  a:o'«(l  +  IK  +  K)  +  e»IK]  =  0 

^d  giebt  also  genaa  die  vier  Brennpunkte,  wie  sie  auf  anderem  Wege  gefanden 
wurden. 
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Bezeichnet  man  also  die  drei  Systempaare,  dio  ans  den  Wurzelwerthen 
Pj,  Pj,  P3  hervorgehen,  der  Reihe  nach  wieder  mit  Z,  Z';  Z,,  Z'j;  Zj,  Z',, 
wo  Z,  Zj,  Zg  die  drei  Ereissysteme ,  Z',  Z'j,  Z',  die  drei  Systeme  con- 
gruenter  Kegelschnitte  sind  (s.  S.  66) ,  so  zieht  man  folgende  Tabelle  IHr 
die  sechs  Systeme  aus  den  Gleichungen  158)  und  159),  wobei  noch  zur 
Abkürzung  die  positiven  Quadratwurzeln 

162)  /rf  =  *,    ^Kf  =  x 

gesetzt  worden  sind.* 


163) 


1.    Q=:eiK, 


A  =  B  =  cni  +  K), 

I  +  K' 
*  =  »>     {»  =  oo;' 


2,  ^  =  e« 


Z': 


A  =  [e(«  +  x)]«,    B  =  [e(i-«)]^ 


,_     2elK 

* — r+K' 


•  =  «/(l+^y('-«K+K)| 


2:,: 

r,: 

A=B  =  e«(l  +  l)K, 

*~      l+l' 

fx  =  — eK, 

fc  =  0, 

A  =  [e(.+l)x]*,  B  =  [e(.-l)x]«, 
i  =  0; 

»  =  «//(}^)Vl  +  IK  +  K)(. 

5  =  e)K-l  +  IK+K/. 

3.  q  —  e». 


A  =  B  =  e»l(K+l), 
1 2^.- 

K+r 

»  =  0, 

s  =  e^l  +  IK-Kf. 


I',: 


A=[e.(*+1)]»,  B  =  [e.(x-1)]« 


»  =  -2e 


K+1' 


■=«/(^)' 


(l  +  IK-K) 


*  <  und  X  sind  also  die  obengenannten  zwei  Verhältnisae  selbst. 
**  Bezeichnet  man  die  Entfernung  eines  beliebigen  Berührungskreises  0 
vom  Brennpunkte  a:  =  -€K  im  Systeme  I|,  bez.  a;  =  -el  im  Systeme  Z,  mit  i. 
den  Radius  des  Kreises  mit  a,  so  erhält  man  im  ersten  Falle 
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166) 


So  lange  gleichzeitig  l>0,  K>0  ist,  sind  alle  sechs  Systeme  reell, 
und  zwar  ofenbar  F,  Z',,  J.\  Ellipsen.*  Sobald  diese  Bedingungen 
nicht  erfüllt  sind,  sind  alle  sechs  Systeme  163),  164),  165)  und  demnach 
auch  die  Curve  selbst  imaginär  —  einen  einzigen  Fall  ausgenommen,  für 
welchen  die  Beziehungen  159)  einen  Anhalt  gewähren:  denn  sie  zeigen, 
dass  die  Curve  reell  sein  kann,  wenn  t  und  x  conjugirt  imaginär 
sind,  weil  ^ann  sowohl  l  +  K,  als  auch  IK  reelle  Grössen  sind.  Demgemäss 
setze  ich  für  diesen  Fall: 

t  =  Vi  +  iv2,     x  =  vi  — ivg 

wobei  ich  unter  Vj,  Vj  reelle  Grössen  verstehe.  Der  Fall  l>0,  K>0 
stellt  die  eigentlichen  aplanetischen  Linien  dar,  der  in  166)  aber  diejenigen 
Curven,  für  welche  zwei  der  Axenbrennpunkte  conjugirt  imaginär  sind. 
Denn  jetzt  sind  die  vier  Brennpunkte: 

167)  a?  =  — e,    a?  =  — e(Vi*  — v,*  +  2iviV2),    a?  =  oo. 

Die  vier  Systeme  164),  165)  sind  dann  imaginär,  aber  die  beiden  ersten, 
163),  sind  reell.     Für  sie  erhält  man  folgende  Beziehungen: 

Z:  r: 


8' 


168) 


Ä  =  QO, 


\  x=co 


i  =  0; 
Ä  =  -e(v,»-r,»), 


und 


a.=  K3[/  =  KA(1  -i  co«0)f  =  eK^(l  +  l)  +  2i  co«0| 


Demnach  hat  man 


im  Systeme  Tt  aber  umgekehrt 


-  =  K, 


*  Man  erkennt  aus  163),  164),  165),  dass  stets  die  Schnittpunktskreise  wenig- 
stens zweier  Ereissysteme  reell  sind;  dass  aber  alle  drei  reell  sind,  wenn  dbs, 
(l-K)<IK<l  +  K  ist.    Auch  folgt,  dass  die  Schnittpunktskreise  zweier  conjugirter 
Systeme  stets  gleichzeitig  reell  oder  imaginär  sind. 
**  Die  Gleichung  der  Curve  ist  dann: 

(x«  +  yt)t  _  2 (rc«  +  y*)  c«[(f,«  +  V)«  +  2(1.,«  -  r,«)]  -  8aJC»(v,«  -f  V)* 
+  c*  \  [{vx^  -f  t'«»)»  +  2  (v,«  -  v,*)J«  -  4  (Vi«  + 1^,«)« [-i  (V,*  -  V,«)  + 1] }  =  0. 
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Die  Formeln  rechts  ftlr  die  Goordinaten  x,  y  der  zngehOrigen  reellen 
Brennpunkte  ergeben  sieh  aus  der  zweiten  Gleichung  167).  Die  Äntiponkte 
der  beiden  durch  sie  dargestellten  Äxenbrennpnnkte 

ly=o 

and 

ly  =  o 

haben   n&mlich   gerade   die  jetzt  hingestellten    Coordinaten   x^=\(J+x\ 

+  ys=-(j(x  — 1).     Man  sieht,  dass  jetzt  das  System  Z'  aus  (congruenten) 

Hyperbeln  besteht,  so  dass  also  seine  zerfallenden  Kegelschnitte  imagi- 
när sind  (ebenso  wie  die  der  Systeme  Z',  Z\,  Z',  S.  68).  Wfthrend  aber 
die  zerfallenden  Kegelschnitte  des  Kreissystemes  Z  (ebenso  wie  der 
Kreissysteme  Zi,  Z,)  im  Falle  I  >  0,  K  ^  0  imaginär  sind  [dies  folgt  sofort 
aus  den  Gleichungen  für  X  und  aus  45) ,  da  jetzt  ^  ^  dba.  l  ist] ,  sind  sie 
jetzt  reell  und  fallen  mit  den  reellen  zu  Z'  gehörenden  Brennpunkten  za- 
sammen,  wie  man  leicht  auf  Grund  der  Gl.  168)  nachweist,  und  wie  anch 
Yon  selbst  einleuchtet,  da  diese  Brennpunkte  die  einzigen  ausserhalb  der 
Axe  liegenden  reellen  Nullkreise  sind,  die  die  Curre  doppelt  berühren  (za- 
folge  der  Definition  der  Brennpunkte).     In  der  That,    fQr  die  genannten 

y   8  y   « 

Nullkreise  hat  man  1  — Aco5<t>  — 0,  d.  h.  aw<t>  = V- — \%  und  weil  sie 

auf  dem  Hittelpunktskreise  g  =  j/aj*+y*f  =r  e(vi'  +  Vg")  liegen,  die  rechte 
unter  Z'  in  168)  angegebenen  Coordinaten.  —  Weiter  bemerkt  man,  dass 
stets  einer  von  den  beiden  Schnittpnnktskreisen  imaginär  ist,  der  andere 
aber  reell.  —  Die  Hyperbeln  Z'  sind  spitzwinklig  oder  stumpf- 
winklig, je  nachdem  Vs'^Vi^  ist.  Für  den  mittleren  Fall  V|S=vj  =  f 
erweisen  sich  die  Gl.  168)  als  unzureichend.  Im  Kreissysteme  Z  hat  man 
für  die  Quadrate  der  Halbmesser 

J?  =  ^  =  A(l-X(jo«<l>)  =  2c«(vi«-v,«  +  (vi«+Vg«)cw<t>), 

daher  bei  Vi=VgS=v:  Ä  =  B  =  Ae* v* C084>,  Im  Systeme  Z  wird  8  ima- 
ginär, aber  für  Z',  das  nun  aus  gleichseitigen  Hyperbeln  besteht,  sowohl 
8  als  k  unendlich  gross;  d.  h.:  der  Schnittpunktskreis  zerfällt  hier  in  die 
unendlich  ferne  und  eine  auf  der  ^-Axe  senkrecht  stehende  Gerade.  Die 
Gleichung  der  letzteren  sei  x=:Xf  Dabei  ist,  indem  man  von  der  Annahme 
Vi>Vg  ausgeht, 

Für  die  Wurzel  kann  man  setzen  v.^  +  vJ V- — =^7  und  dann  erhiltmaa 
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Die  Sehnittpanktsgerade  geht  demnach  durch  den  im  Endlichen  liegenden 
reellen  Azenbrennpankt.  Die  ausserhalb  der  a;-Axe  liegenden  reellen  Brenn- 
punkte rücken  zufolge  168)  auf  die  y-Axe,  und  man  erhält  also  im  Falle 

wo  »        1        » 

169)    (a;«+y«)««8(ic>+y«)cV-32a?e»v*  +  16e*v*(v*-.l)=:0 
die  Gleichung  der  Curve  ist,  folgende  üebersicht: 


Z': 

Ä  =  B  =  4^v*co8<i>] 

il  =  (2ev)»,   B  =  -(2ev)»; 

170)    ^              tx  =  -e,         ^ 

Ä  =  0,       «  =  0,    y=+2«v»; 

»  =  0,   «  =  ».2ev». 

l;  =  Ssoo,    x,  =  —  e. 

Je  zwei  parallelazige  Hyperbeln  Z'  haben  nur  zwei  endliche  Schnitt- 
punkte, die  eben  auf  der  Geraden  x  =  —  e  liegen;  in  der  That,  da  sie 
gleichseitig  sind,  so  sind  dann  ihre  Asymptoten  parallel,  so  dass  zwei 
Schnittpunkte  ins  unendliche  fallen. 

Die  Gleichung  der  Cartesischen  Curve  läset  sich  in  den  zwei  hier  be- 
trachteten Fällen  schreiben 

171a)   [ic»+y«-e«(l  +  IK  +  K)]«-8e»IK[^+|-(l+K+l)]=0, 

woraus  man  ersieht,  dass  die  Gerade 

a?  =  -|-(l+K  +  l)  bez.  Ä  =  -e(v,«-v,*  +  i)] 

Doppeltangente  ist  (bei  Vj  =  Vi  =  y:  »=3  — -^j-'  Was  die  Schnitt- 
punkte mit  der  x-Axe  betrifft,  so  sind  sje  identisch  mit  den  Schnittpunkten 
der  Berührungskreise  <l)  =  0  und  <t>  =  w,  also  wenn  man  die  Systeme  Z,  Z' 

a?^  — 6(nc  +  *  — «)i    a?  =  — e(tx  — i  +  x), 
fl5  =  c(ix— i  — x),    a?  =  e(nc+t-}-Ä), 

wenn  im  letzteren  Falle  nur  die  reellen  Schnittpunkte  (<t>  =  0)  berücksichtigt 
werden.  Hier  (i  =  Vj-|-ivg,  x  =  Vj  — ivj)  nun  sind  drei  Formen  zu  unter- 
scheiden: die  Curve  kann  ganz  convex  sein,  oder  einen  Flachpnnkt  oder 
eine  Einbiegung  haben.     Der  mittlere  Fall  erfordert  nach  dem  Obigen 

v,»  +  V  +  2v, v,«  +  v,«_^, 

also  unabhängig  von  v,:  V|*  =  ^.  Sobald  Vi'<^  ist,  ist  die  Curve  ganz 
convex.  Falls  die  Curve  aus  zwei  Ovalen  besteht  (l>0,  K>0),  so  hat 
das  äussere  einen  Flachpunkt,  wenn  ((+m)'  =  1  oder  f-f-x=sl  ist  u.  s.  w 
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Entsprechende  Tangenten  der  Kreise  eines  Kreissjstemes  hüllen  einen 
Kegelschnitt  des  conjngirten  Systemes  congruenter  Kegelschnitte  ein.  Der 
Begriff  „entsprechender  Tangenten '^  der  Kreise  ergiebt  sich  aus  dem  Begriffe 
der  Axen  der  Kreise;  und  als  Axen  eines  Kreises  sind  dabei  die  Linien  la 
betrachten,  welche  seinen  Mittelpunkt  mit  den  Schnittpunkten  des  zugehö- 
rigen Mittelpunktskreises  und  der  a;-Axe  verbinden.  Umgekehrt  hüllen  ent- 
sprechende Tangenten  in  einem  Kegelschnittssjsteme  einen  Kreis  ein.  Be- 
merkenswerth  ist  noch,  dass  die  Schnittpunktskreise  zweier  sol- 
cher conjugirter  Systeme  sich  auf  derjenigen  Geraden  schnei- 
den, die  in  dem  zum  Kreissysteme  gehörigen  endlichen  Brenn- 
punkte auf  der  fl;-Axe  senkrecht  steht.  So  hat  man  z.  B.  für  die 
Schnittpunktskreise  der  Systeme  Z,  Z',  163): 

a?«+y*-e«(l-IK  +  K)  =  0, 

(-  +  2eii^)V-^(|^/(|.|K  +  K)  =  0, 

mithin  ftlr  ihre  Schnittpunkte: 

»  =  — c. 

ü.  s.  w.  —  Es  ist  femer  leicht,  diejenigen  Kreise  oder  Kegelschnitte  der 
verschiedenen  Systeme  zu  ermitteln,  welche  die  Curve  hyperosonliren,  ins* 
besondere  bei  den  Kreissystemen.  Alle  Kreise  des  Systemes  Z  z.  B.,  wenn 
wir  die  61.  168)  nehmen,  werden  bekanntlich  Von  einem  Kreise  um  den 
zugehörigen  Brennpunkt  a?  =  — a  rechtwinklig  geschnitten.  Der  Halb- 
messer dieses  Kreises  ist  offenbar  [nach  168)]  e  y[v^ + v^*)*  •"  2  [v^  -  v»*) + 1  ( ; 
der  Kreis  mnss  natürlich  auch  durch  die  Null  kr  eise  gehen,  wie  dnreh 
die  GL  168)  (rechts)  bestätigt  wird,  und  überdies  müssen  auf  ihm  die 
Hyperosculationspunkte  der  beiden  Hyperosculationskreise  liegen,  n&nlich 
an  den  Berührungsstellen  der  Tangenten,  die  sich  von  seinem  Mittelpunkte 
aus  (a?~-*e)  an  die  Curve  legen  lassen.  Da  aber  die  Gerade,  welche  die 
Berührungspunkte  eines  Kreises  ausschneidet,  dem  betreffenden  Halbmesser 
des  Mittelpunktskreises  parallel  ist,  so  hat  man  folgende  Construction:  man 
ziehe  die  gemeinsamen  Tangenten  des  Mittelpunkts-  und  des  Orthogonal- 
kreises; der  Berührungspunkt  einer  solchen  Tangente  am  ersteren  Kreise 
ist  der  Mittelpunkt,  der  am  letzteren  der  Berührungspunkt  eines  Hyper- 
osculationskreises.  In  jedem  Kreissysteme  giebt  es  also  vier  hyperosca- 
lirende  Kreise.* 

Aehnliches  gilt  im  Falle  l>>ü,  K>>0,  nur  dass  hier  mit  Beziehung 
auf  den  mittleren  Brennpunkt  an  Stelle  des  Orthogonalkreises  ein  Kreis 
tritt,  der  von  jedem  Kreise  des  zugehörenden  Kreissystemes  unter  einem 
Durchmesser  geschnitten  wird.  Die  Gleichungen  der  drei  Kreise  sind 
[163),  164),  165)]: 

*  Dies  giebt  zusammen  12;  rechnet  man  noch  dazu  die  vier  Scheitelkreiae 
(deren  Mittelpunkte  auf  der  Curvenaze  liegen),  so  hat  man  die  16  hyperoscaliren- 
den  Kreise  (vergl.  Clebsch,  Ebene  Curven  o.  s.  w.,  Crelle*8  J.  Bd.  64  8.  S67flg.). 
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(a;  +  e)«  +  y*-e«(l-l)(l-K)  =  0, 

172)  (a;  +  eK)»  +  y*-e>(l-K)(l-K)  =  0, 

(«  +  el)«+y*  +  eM-K)(l-l)  =  0. 

Diese  drei  Orthogonalkreise  sind  mit  den  drei  übrigen  Brennpnnktskreisen 
(s.  S.  15)  identisch;*  denn  jeder  enthält  die  Antipunkte  zweier  endlichen 
Axenbrennpunkte  und  die  Antipankte  des  dritten  endlichen  und  des  unend- 
lich fernen  Azenbrennpanktes,  die  ja  mit  den  unendlich  fernen  Ereispankten 
jetzt  zusammenfallen.  Daher  muss  nach  einem  früheren  Satze  (S.  40)  der 
erste  die  Schnittpunktskreise  Ton  Z  und  Z',  der  zweite  die  von  Z|  und  Z\ 
der  dritte  die  yon  Zg  und  Z'^  rechtwinklig  schneiden,  was  man  leicht  be- 
stStigt.  Je  zwei  schneiden  sich  mit  zwei  Schnittpunktskreisen  in  denselben 
beiden  Punkten,  n&mlich  der  erste  und  zweite  in  den  gemeinsamen  Punkten 
der  za  Z,  und  Z',  gehörenden  Schnittpunktskreise,  der  erste  und  dritte  in 
denen  der  zum  zweiten  Sjstempaare  Z^,  Z^^  gehörenden  Schnittpanktskreise 
u.  s.  f. ,  alles  in  üebereinstimmung  mit  früheren  Sätzen  im  I.  Abschnitte. 
Einer  von  ihnen  ist  stets  imaginär;  wenn  z.  B.  I<C1,  K<Cl,  K<CI  voraus- 
gesetzt wird  (und  das  ist,  wie  eine  einfache  XJeberlegung  einleuchtend 
macht,  keine  Beschränkung  der  Allgemeinheit  im  Falle  l>0|  K>0), 
so  ist  0?  =  — 6  der  äussere,  d;  =  — el  der  mittlere,  d?«»—- eK  der  innere 
Brennpunkt;  dann  ist  nach  den  obenstehenden  Gleichungen  der  dritte,  zu 
x=a  —  el,  also  zum  mittleren  Brennpunkte  gehörende  Orthogonalkreis 
imaginär.     Dafür  ist  aber  dann  der  Kreis 

(a?  +  eI)^  +  y«-e«(l-K)(l--l)  =  0, 

der  nun  von  den  Kreisen  des  entsprechenden  Kreissystemes  Z,  nicht  mehr 
rechtwinklig,  sondern  unter  lauter  Durchmessern  geschnitten  wird,  reell. 
Dieser  Kreis  und  die  beiden  reellen  Orthogonalkreise  schneiden  sich  nun  in 
nur  zwei  Punkten,  die  auf  der  zur  y-Aze  parallelen  Geraden 
durch  den  mittleren  Brennpunkt  liegen,  was  man  sofort  bestätigt. 
Die  Coordinaten  dieser  Punkte  findet  man  a?  =  —  el,  y  =  +  e)/(l— l)(l  — K)f. 

Endlich  möge  noch  daran  erinnert  werden,  dass  hier,  nämlich  bei  den 
Systemen  Z',  Z'j,  Z's,  der  einzige  mögliche  Fall  yorliegt,  in  dem  die 
Hyperbel  ^,  welche  die  Berührungspunkte  zweier  beliebiger  parallelaziger 
Kegelschnitte  ausschneidet,  zugleich  ihre  Mittelpunkte  enthält  (vergl.  S.9). 

Wenn  im  Falle  l>0,  K>0  K  =  l  ist  (oder  im  Falle  *  =  Vi-fivg, 
H  =  v^  — tvj  V2  =  0),  so  ergeben  sich  nur  zwei  verschiedene  Systempaare, 
indem  die  Paare  Z|,  Z\  und  Zg,  Z',  zusammenfallen: 


*  Der  erste  Brennpunktskreis  fällt  mit  der  a;-Aze  zusammen. 
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Q  =  e\ 


173) 


A=B  =  2c*l,   A  =  -l; 
A;  =  0,     5  =  6*^2^. 


^  =  Ct. 


Z.  =  I,: 


A  =  B=e«l(H-l),   A  =  - 


174) 


1  +  1' 


j.  fa!  =  — el,  „ 


A  =  4e«l,   B  =  0,   A  =  0; 

Ä;  =  — el,    5  =  0. 


A  =  [«i(.+1)]*,  B  =  [e.(t-1)]«,  i=0. 


Die  Gleichung  der  Curve  ist  dann 
175)  [a^+y^^^\{^+2)Y^8^\'[x+e{\  +  \)]^0, 

die  Ereisfosspunktcarve.  und  zwar  ist  sie  von  der  ersten  (mit  iso- 
lirtem  Doppelpunkte),  zweiten  (Kardioide),  dritten  Art  (mit  Schleife),  je 
nachdem  ^ 

'5' 

ist.  Das  System  Z  besteht  aus  den  doppelt  berührenden  Kreisen,  Zj  aber 
aus  den  Berührungakreisen  durch  den  Doppelpunkt;  Z'  stellt  eine  bekannte 
Construction  der  Curye  dar,  Z\  besteht  aus  congruenten  Ellipsen,*  die  aber 
bei  der  Kardioide  ebenfalls  ausarten. 

Zu  den  gewöhnlichen  aplanetischen  Linien  (I  >  0,  K  >0)  vergl.  Taf.  III 
Fig.  12a,  b,  c,  wo  i  =  T^,  n^^  gewählt  ist;  was  den  Fall  t  =  v,  +  tv„ 
«  =  Vi  — »vg  betrifft,  Taf.  III  Fig.  13a,  b,  wo  Vi==i,  Vg^l,  bez.  v,=», 
=  4  (gleichseitige  Hyperbeln  1);  endlich  zu  den  Kreisfusspunktcuryen  in  der 
oft  citirten  Arbeit  Fig.  5  c. 

LSsst  man  den  inneren  Brennpunkt  einer  aplanetischen  Linie  ins  Un- 
endliche rücken,  so  geht  sie  in  eine  Hyperbel  über;  wenn  man  den  Äusseren 
ins  Unendliche  wirft,  dagegen  in  eine  Ellipse.  Von  den  sechs  Systemen, 
die  wir  betrachtet  haben,  bleiben  dann  nur  zwei  verschiedene  übrig:  das 
eine ,  bestehend  aus  den  einzelnen  Tangenten ,  jede  mit  der  unendlich  fernen 
Geraden  zusammen  genommen,  das  andere  aus  den  Paaren  paraUeler  Tan- 
genten gebildet.  In  Beziehung  auf  das  Letztere  ergiebt  sich  dann  folgender 
Satz  (vergl.  S.  10): 

*  Vergl.  die  Arbeit  über  die  Kreisfusspunktcurven,  S.  350.  Die  Curven  TT  ffir 
dieses  EUipsensystem  Bind  EreisfuBspunktcurven,  wie  auch  ans  der  dort 
(S.  360  1.  Absatz)  ffir  sie  angegebenen  Construction  hervorgeht.  Irrthümlich  ist 
dort  gesagt,  es  wären  Curven  anderer  Art. 

Digitized  by  LjOOQIC 


—    75    — 

Gegeben  sei  ein  Kegelschnitt  mit  einer  beliebigen  festen 
Tangente.  Bewegen  sich  dann  zwei  andere  Tangenten  so,  dass 
sie  gegen  die  feste  bestSndig  entgegengesetzt  gleich  geneigt 
sind,  80  beschreibt  ihr  Schnittpunkt  die  (gleichseitige)  Hyper- 
bel durch  die  vier  Brennpunkte  des  Kegelschnittes  und  den 
Berührungspunkt  der  festen  Tangente. 

Dies  ist  die  Verallgemeinerung  eines  bekannten  Parabelsatzes.* 
Der  Satz  vom  Schnittpunktskreise  wird  zu  dem  bekannten  Lehrsatze, 
dass  alle  Tangentenrechtecke  eines  Kegelschnittes  einem  und  demselben 
Kreise  eingeschrieben  sind  u.  s.  w.  Für  die  Ellipse  vergl.  Taf.  III  Fig.  14. 
Da  hier  (wie  überhaupt  bei  den  Cartesischen  C^unren)  ^  =  0  ist,  so  hat 
man  x  =  4>  [s.  32)];  dabei  ist  offenbar  jetzt  ^4>  =  q>  der  Winkel  eines  Tan- 
gentenpaares gegen  die  Hauptaxe,  %  der  Winkel  der  Hyperbel,  welche  die 
Berührungspunkte  ausschneidet,  in  den  reellen  Brennpunkten  gegen  dieselbe 
Aze.  Jener  ist  demnach  die  Hälfte  Ton  diesem.  Yergl.  das  Nähere 
Ende  des  III.  Abschnittes. 

%  5.  Viertes  Beispiel:  Das  Ereispaar. 

Eine  besondere  Beachtung  verdient  die  in  zweiKreise  zerfallende 
bicirculare  Curve  vierter  Ordnung.  Einen  Satz,  der  sich  auf  sie  bezieht, 
habe  ich  schon  aufgestellt  (S.  34);  es  wird  sich  zeigen,  dass  jede  solche 
Curve  von  zwei  Systemen  eingehüllt  wird,  von  denen  jedes 
sieh  selbst  conjugirt  ist;  alle  Kegelschnitte  dieser  Systeme 
laufen  durch  die  Schnittpunkte  der  gegebenen  Kreise;  sie  be- 
stehen aus  Ellipsen,  wenn  der  eine  Kreis  innerhalb  des  ande- 
ren liegt,  aus  Hyperbeln,  wenn  die  Kreise  ausserhalb  einander 
liegen,  und  das  eine  aus  Ellipsen,  das  andere  aus  Hyperbeln, 
wenn  die  Kreise  sich  in  reellen  Punkten  schneiden.  Die  in  Bede 
stehenden  Doppelsysteme  gehören  also  zu  den  uneigentlichen  Berüh- 
rungskegelschnittssystemen  (s.  S.  53).  —  Dies  nur  vorläufig. 

*  Bei  der  Parabel  also:  Der  Schnittpunkt  zweier  Tangenten,  die  gegen 
eine  gegebene  Tangente  der  Parabel  entgegengesetzt  gleich  geneigt  sind,  liegt 
aof  dem  Brennstrahle  durch  den  Berührungspunkt  der  festen  Tangente.  YergL 
z.  B.  Steiner,  Vorlesungen  üb.  sjnthet.  Geom.,  I.  Theil  (herausgeg.  v.  Geiser), 
8. 117.  —  Die  Asymptoten  der  Hyperbel  sind  der  Basis  und  Höhe  des  umgeschrie- 
benen Dreieckes  parallel.  DieBerührungssehnen  der  verschiedenen  Schen- 
kelpaare, die  zu  derselben  Basistangente  gehören,  hüllen  ebenfalls 
eine  Hyperbel  ein;  diese  berührt  nämlich  die  vier  Tangenten,  die  an 
den  gegebenen  Kegelschnitt  parallel  den  Asymptoten  der  gleich- 
seitigen Hyperbel  gezogen  werden  können,  und  ihre  Asymptoten 
sind  die  Durchmesser  des  gegebenen  Kegelschnittes,  die  zu  den  Asym- 
ptoten der  gleichseitigen  Hyperbel  conjugirt  sind.  Ist  der  gegebene 
Kegelschnitt  eine  Parabel,  so  gehen  jene  Berührungssehnen  alle 
durch  einen  Punkt,  nämlich  den  Pol  der  Ortsgeraden,  die  dann  an 
Stelle  der  gleichseitigen  Hyperbel  tritt,  mit  Beziehung  auf  die  Pa- 
rabel 
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Die  Doppelbrennpunkte  der  Curve  sind  offenbar  die  Mittel- 
punkte der  Kreise  und  ihre  Antipunkte.  Was  die  sonstigen  Brennpankte 
betrifft,  so  liegen  nach  ihrer  Definition  vier  in  jedem  Schnittpunkte  der 
Kreise,  ebenso  wie  die  Antipunkte  auf  der  Centrale  vierfach  zählen.  Von 
den  sechs  Kegehchnittssytemen  müssten  demnach,  wie  man  wohl  erwarten 
könnte,  yier  zusammenfallen  zu  einem,  das  sich  selbst  conjugirt  ist  und 
dessen  Berührungspunkte  von  den  Hyperbeln  durch  die  Schnittpunkte  der 
Kreise  und  ihre  Antipunkte  ausgeschnitten  werden;  indessen  zeigt  sich,  dass 
sie  blos  paarweise  zusammenfallen,  dass  also  dasselbe  Hyperbelbdschel 
die  Berfihrungspunkte  zweier  verschiedener  Kegelschnittssjsteme  be- 
stimmt. Alsdann  bleiben  in  dem  gegenwärtigen  Falle  aber  immer  noch 
vier  hyperbolische  Quadrate  und  also  vier  HyperbelbOschel  übrig:  nftmlich 
die  aus  je  zwei  zu  einander  senkrechten  Geraden  bestehenden  Hyperbeln 
durch  jeden  Schnittpunkt  der  Kreise,  sowie  jeden  ihrer  Antipunkte.  In  der 
That  werden  wir  uns  deshalb  hier  nicht  vorläufig  mit  den  61.  118),  119), 
120)  begnügen,  sondern  die  61.  122),  123),  124)  mit  berücksichtigen  und 
dabei  zugleich  erkennen,  dass  jedes  der  zuerst  genannten  beiden  Doppel- 
systeme (Systeme,  die  sich  selbst  conjugirt  sind)  wiederum  doppelt  zu 
zählen  ist. 

Sind  die  Schnittpunkte  der  Kreise  imaginär,  so  sind  die  auf  der  Cen- 
trale liegenden  Brennpunkte  reell«  Ist  d  die  Entfernung  des  Mittelpunktes 
eines  Kreises  von  einer  6eraden ,  ist  der  Endpunkt  von  d  Coordinatenanfang 
(die  6erade  y-Axe,  die  Richtung  nach  dem  Kreismittelpunkte  ^-Axe),  r  der 
Radius  des  Kreises,  und  r^dy  so  sind  die  Schnittpunkte  des  £[reises  und 
der  6eraden  a;  =  0,  y=  +  j/r*--^*/,  demnach  ihre  reellen  Antipunkte 
yssQ,  05=  +  j/d*— r*|.  Liegt  auf  der  negativen  Seite  der  a;-Axe  ein 
anderer  Kreis,  der  dieselben  Schnittpunkte  mit  der  6eraden  hat,  wie  der 
erste,  so  ist  also  f/r^-d'^l  =  /r*  — d*f,  mithin  auch  /d'*  — r*f  =  j/^P^^. 
D.  h. :  Die  Tangenten  vom  Coordinatenanfange  an  beide  Kreise  sind  gleich. 
Dabei  ist  die  y-Aze  die  Potenzlinie  (Badicaiaxe)  der  beiden  Kreise.    Also: 

Die  Axenbrennpunkte  einer  aus  zwei  Kreisen  bestehenden 
Curve  werden  von  dem  gemeinsamen  Orthogonalkreise  der 
beiden  Kreise  ausgeschnitten;  sie  liegen  symmetrisch  zur  Fö- 
ten zli  nie.  Sie  sind  zwei  Ecken  des  den  gegebenen  Kreisen  gemeinsamen 
Polardreiecks. 

Durch  ebenso  einfache  Betrachtungen  weist  man  nach: 

Liegen  die  Kreise  ausserhalb  einander,  so  werden  die  Axen- 
brennpunkte von  den  zur  Centrale  senkrechten  Verbindungs- 
linien der  Schnittpunkte  der  gemeinsamen  Tangenten  aas- 
geschnitten,    und: 

Die  Axenbrennpunkte  werden  von  den  6eraden  bestimmt, 
welche  die  zu  einem  und  demselben  Kreise  gehörenden  Berüh- 
rungspunkte je  einer  inneren  und  einer  äusseren  gemeinsamen 
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Tangente  Terbinden;  oder  Ton  einem  Kreise,  der  durch  die  Be- 
rührnngspankte  einer  gemeinsamen  Tangente  gebt  und  seinen 
Mittelpunkt  auf  dieser  (oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  auf  der 
Potenzlinie)  hat.  Diese  Kreise  schneiden  sich  bekanntlich  paarweise  recht 
winklig,  desgleichen  die  soeben  genannten  Verbindungsgeraden.*  —  Die 
Potenzlinie  ist  als  Doppeltangente  vierfach  zu  zählen. 

unter  Zugrundelegung  des  oben  näher  bezeichneten  Coordinatensystemes 
{Xjy)  nehmen  wir  an,  dass  der  Mittelpunkt  des  grösseren  Kreises  auf 
der  positiven  a;-Axe  liege.  Die  Länge  der  Centrale  sei  2e,  so  dass 
xc=±e  die  Mittelpunkte  (Doppelbrennpunkte)  der  Kreise  sind.  Die  Halb- 
messer der  Kreise  seien  r^,  r,: 

Zur  Abkürzung  möge 

176)  !l-^==r,,     ^*g^'  ==r8     {r^^^h^-x^,  ^2  =  ti-t,) 

gesetzt  werden;  dabei  ist 

177)  ri>r,>0,    rj*  + V  =  i(r,«  +  r,«),     4r,r,  =  r,«~r,«. 
Die  Gleichungen  der  gegebenen  Kreise  sind 

„OS  f(x-e)«  +  y«-n»  =  0, 

und  demnach  findet  man  die  Qleichnng  der  Cnrve  durch  Mnltiplication : 

(»»+y«)»  -«*(2e«+r,«  +  r,«)  +  y»(2««-(r,«+r,«)) 
'  -  2xe(r,«-r,«)  +  («*-r,*)(e«-rg«)  =  0 

oder  nach  176),  177) 

lonx    (** +y*)*  -  2««(e«  +  r,»  +  r,«)  +  2y\e*  -  (r,»+ r,»)) 
^^^  -  Sxexix,  +  e«  - 2e«(r,»+rj*)  +  (r/-r,«)»  =  0. 

Hieraas  bestätigt  sich  nach  39),  40),  41)  alles,  was  S.  76  aber  die  Brenn- 
pnnkte  gesagt  wurde.    Die  Coefficienten  sind: 

a 2««-(r,«+r,«)^ 2e»-2(t,«  +  r,'), 

^^'■'  b  =  2e«-(ri«+r,»)  =  2«»-2(r,«+r8»),    c  =  0; 

b  =  — e(ri*— r,')  =  — 4erir„    e  =  0, 
f  =  (e«_r,«)(e»-r3«)=.c*-2e»(tj*  +  r,»)  +  (r,»-r,»)«. 

Nennt  man  die  Abscisse  der  Potenzlinie  oder  der  Schnittpunkte  beider 
Kreise  Xq^  so  ist  für  die  Schnittpunkte  selbst  nach  178) 

l<5^»)«  =  ^o  = 4^'   yo  =  ±  4^ 

oder 

182b)       *.=-i^,  y,=  +  }^EJfEiMEM. 


•  Üeber  die  im  Folgenden  zu  Tage  tretenden  Sätze  von  den  gemeinschaft- 
lichen Tangenten  zweier  Kreise  vergl.  auch  Reinhardt,  Zeitscbr.  f.  Math.  u.  Vhys. 
Bd  32  S.  ISdflg. 
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Die  Kreise  schneiden  sieh  (die  Schnittpunkte  sind  reell),  wenn 

Ti>«>t8 

ist  [die  Möglichkeit  T2>e>ri  ist  ausgeschlossen  nach   177)].     Es  findet 
Süssere  oder  innere  Berührung  statt  bei 

e==t|  bez.  e  =  r8; 
die  Kreise  liegen  ausserhalb  einander  oder  der  kleinere  befindet  sich  inner- 
halb des  grösseren  9  je  nachdem 

6>ti  oder  e<t, 

ist.     Dann  hat  man  für  die  reellen  Brennpunkte: 

Das  eine  Ton  diesen  zwei  Brennpunktsquadrupeln  föllt  mit  dem  Coordinaten- 

anfange  zusammen,  wenn  

r,t,  =  ?/(e»-0(6«-T,«)f 
ist,   oder   (abgesehen  yon  e  =  0,  wobei  die  Kreise  concentrisch  wären  und 
das  eine  Quadrupel  in  den  gemeinsamen  Mittelpunkt,  das  andere  ins  unend- 
liche rttcken  würde)  «__    j  ,      ^ 

X  X 

dann  liegt  das  andere  bei  «=>  —  2-^-^  =  2za.    Es  iSsst  sich  nachweisen, 

e 

dass    hierbei    die   inneren   gemeinschaftlichen   Tangenten  auf 
den  äusseren  senkrecht  stehen  (s.  nnten). 

Die  Gleichungen  120)  nnd  124)  werden  zufolge  161): 

16P»  -  16P«(e*  +  r,«  +  ri*)  +  16P(e»(ti»+V) +  r,»t,«)-16c»r,»T,*  =  0. 

16P»-  16P«(2(r,«+rj»)-e'')  +  16P((r,»  +  r,»-c»)(r,»+r,»)  +  t,»V) 

-16(t,»  +  t,»-e«)r,V  =  0- 
Beiden  Gleichungen  siebt  man  unmittelbar  an,   welche  Wurzeln  sie  haben: 
die  erste  P  =  fl*,   P  =  r,*,  Ps=r,*;   die  zweite  P  =  r,'+r,*— «*,   P  =  r,*, 
P  =  r,*  oder,  wenn  man  auf  q  selbst  zurttckgeht: 

184)  *  =  ri,   ?  =  r„   ?  =  e; 

185)  ?  =  t„   p  =  r„   ^  =  ^r,«  +  r,»-c*|. 

Die  Bestimmungsgleichungen  für  A  (bez.  ft,  tf»),  A,  B  sind  bei  184) 
nach  107),  108): 

[P-(r.*+V)]l«-^i  =  e*,     ^^  =  r,«  +  r.«-P, 
^86)  A-B  e« 

bei  185)  aber,  s.  122),  123): 
187)  '     2er,v.  ^^^ 
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I.  ^  =  r,,  Z  =  r.    Aus  186)  folgt  (lr,  +  c)»=0,  also 
188a)  i==--i 


Z'  zasammenfallen.    Weiter:  —^i —  =  rj*,  — s —  =  «t,,  also 


als  Doppelwarzel,  was  eben  bedeutet,  dass  die  conjugirten  Systeme  Z, 

A  +  B  A-^B 

2     '"^»'      2 
A  =  tjCrj+e) ,    B  =  r,(r2-c). 

Endlich  erh&lt  man  mit  Hilfe  Ton  23)  xuid  27)  die  zugehörenden  Brenn - 
pankte,  nach  30),  31)  den  Schnittpnnktekreis : 

188b)  Ä=-^  =  iCo 

(die  beiden  Schnittpunkte  der  Kreise  und  ihre  Aniipunkte  sind  die  Grund- 
poskte  des  die  Berührungspunkte  ausschneidenden  Hjperbelbüschels) , 


188c)  Ä=.-^^^.   _?^(^'-V)(V-V)/. 


r/  tg 


ITebrigens  sind  die  Quadrate  der  Halbaxen  der  Kegelschnitte: 
188d)      -4=:(r,  +  c)(r,  +  ca)5<t)),    J?  =  (r,-e)(r2+c«)5<t)). 

Das  so  bestimmte  Kegelschnittssystem  besteht,  wenn  e^x^^  also  der  klei- 
nere Kreis  innerhalb  des  grösseren  liegt,  aus  Ellipsen  mit  imaginären 
Kullellipsen ;  wenn  e^x^,  also  entweder  die  Kreise  sich  schneiden,  oder 
aber  ganz  ausserhalb  einander  liegen,  aus  Hyperbeln  mit  reellen  zerfal- 
lenden Kegelschnitten  (a)«<t>  =  — -h  Da  die  Hyperbeln,  welche  die  Be- 
rührungspunkte bestimmen,  durch  zwei  Punkte  der  Curve  selbst  hindurch- 
gehen, so  liegen  in  diesen  (nämlich  den  Schnittpunkten  der  beiden  Kreise) 
stets  zwei  (uneigentliche)  Berührungspunkte,  d.  L:  alle  Kegelschnitte  des 
Sy Sternes  Z  gehen  durch  die  Schnittpunkte  der  beiden  Kreise,  so  dass  für 
jeden  nur  zwei  eigentliche  Berührungspunkte  übrig  bleiben.  Hieraus 
folgt  sofort,  dass  die  Potenzlinie  der  eine  Bestandtheil  jedes  der  beiden 
zerfallenden  Kegelschnitte  ist;  der  andere  ist,  wie  sowohl  die  blosse 
Anschauung,  als  die  abgeleiteten  Gleichungen  lehren,  eine  äussere  ge- 
meinsame Tangente  der  beiden  Kreise.  Besteht  das  System  aus  Ellip- 
sen, so  ist  der  Schnittpunktskreis*  imaginär,  im  anderen  Falle  reell; 
sein  Mittelpunkt  ist  stets  der  äussere  Aehnlichkeitspunkt  der  beiden 
Kreise.  Der  Mittelpunktskreis  wird  von  den  beiden  äusseren  Tangenten 
berührt,  selbstverständlich  in  den  Punkten,  wo  sie  von  der  Potenzlinie 
geschnitten  werden ,  da  diese  Punkte  als  Mittelpunkte  der  zerfallenden  Kegel- 
schnitte auf  ihm  liegen  müssen.  —  Vergl.  Taf.  III  Fig.  15  a,  Taf.  IV  Fig. 
16a,  17a. 


*  der  durch  die  Schnittpunkte  der  Kreise  laufen  muss,  weil  alle  Kegelschnitte 
des  Systemes  dies  thun. 
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—  so- 
ll. (f  =  t3,  Zj  =  Z',.     Man  findet  genan  wie  vorhin  als  Doppelwnnel 
189a)  i  =  --. 

A+B        ,    A-B  , 

femer  — 5 —  =  Vi   — 0 —  =  «*u  ™80 

A  =  r,(ri+e),    B  =  ri(t,-«), 
189b)     ^  =  (ri  +  e)(r,  +  ec(W0),    5  =  (r,-e)(r,  +  ecos0); 

189c)  A  =  _lii!!  =  »o 

(die  Brennpunkte  sind  dieselben  wie  bei  Z); 

189d)  »c=-e^,   ,=  /WESZE^. 

Der  Mittelpnnktskreis  wird  von  den  beiden  inneren  gemein- 
schaftlichen Tangenten  der  Kreise  berührt  (wiedemm  in  ihren  Schnitt- 
punkten mit  der  Potenzlinie).  Z|  besteht  aus  Ellipsen  mit  imaginftren  Knll- 
ellipsen,  wenn  e<CXi  ist,  also  die  Kreise  sich  schneiden  oder  der  eine  den 
anderen  umschliesst;  aus  Hyperbeln,  wenn  ^^r^  ist,  also  die  Kreise 
ausserhalb    einander   liegen,    wobei    die  zerfiEdlenden  Hyperbeln  reell  sind 

lco$<i>  = ^y    Alle  Kegelschnitte  des  Systemes  gehen  wiederum  durch 

die  Schnittpunkte  der  Kreise,  jeder  zerfallende  Kegelschnitt  besteht  aas 
der  Potenzlinie  und  einer  inneren  Tangente  der  Kreise.  Der  Schnitt« 
punktskreis  ist  reell  oder  imaginär,  je  nachdem  das  System  aus  Ellipsen 
oder  Hyperbeln  besteht.  Er  geht  durch  die  Schnittpunkte  der  Kreise  und 
sein  Hittelpunkt  ist  der  innere  Aehnlichkeitspunkt  der  letzteren. 
Vergl.  Tat  III  Fig.  15  b,  Taf.  IV  Pig.  16  b,  17  b. 

Die  Gleichungen  187)  ergeben  für  p==r,   bez.  ^^r^  [185)]: 


A+B        8    A-B  e 

005^=3  —  1; 
folglich  weiter  [vergL  123)] : 


A+B        ,    A-B  e 

CMl(>c=  — 1, 


r, 


Somit  werden  für  diese  Systeme  die  Quadrate  der  Halbaxen 


-4.  =  (tg — e)  (r, — c  a>«<t)') , 


-ä  =  ( rj  —  e)  (tj — e  cos  <t>') , 
5  =  (ti  +  e)  (rj  —  e  aw<t)')- 


Setzt  man  ((>'=»— -<t>,  so  gehen  diese  Gleichungen  in  die  vorigen  über, 
die  bereits  für  Z  und  Z|  gefunden  wurden ,  abgesehen  von  der  Yertauschong 
von  Ä  und  B.  Jedes  dieser  Doppelsysteme  ist  also  wieder  doppelt  zu  zfthlen. 
Die  Yertauschnng  von  A  und  B,  sowie  die  Beziehung  <t)'=3c  — <t>  erklSrt 
sich  sehr  einfach  aus  den  Festsetzungen  S.  3flg.;  da  n&mlich  in  l88a)T 
189a)   k  negativ   gefunden  wurde,   und   t  =  0  ist,   so  war  dort  V  =  » 
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(cos  Y=-.  =  — 1),  und  also  hätte  nach  jenen  Festsetzungen  <t>  eigentlich 

Yon  der  negativen  a;-Aze  ans  gerechnet  werden  müssen,  jetzt  aber,  wo 
A^O  ist,  von  der  positiven  ans.  Auch  die  Yertauschnng  von  Ä  und  B^ 
A  nnd  B  wird  durch  diese  Ueberlegung  yerst&ndlich. 

Nach  dem  Satze  S.  30  über  die  Asymptoten  müssen  bei  jedem 
Systeme  Z,  Z^  die  Asymptoten  aller  Kegelschnitte  durch  die  Mittel- 
punkte der  beiden  zerfallenden  Kegelschnitte  laufen.  Ausserdem  giebt 
es  noch  eine  Menge  von  Einzelheiten,  die  nimmermehr  alle  aufgezählt 
werden  kOnnen.  Bios  eine  sei  noch  erwähnt:  Fasst  man  die  vier  wirklichen 
Berührungspunkte  von  zwei  parallelaxigen  Kegelschnitten  ins  Auge,  so 
können  diese  durch  sechs  gerade  Linien  mit  einander  verbunden  werden.  Je 
zwei  davon  laufen  stets  durch  den  inneren  und  den  äusseren 
Aehnlichkeitspunkt  der  gegebenen  Kreise,  so  dass  die  beiden 
übrigen  parallele  Durchmesser  der  Kreise  sind. 

Merkwürdig  ist  nun  die  Configuration ,  die  die  Systeme  Z,  Z|  dar- 
bieten: Irgend  ein  System  entsprechender  Tangenten  hüllt  einen  Kegel- 
schnitt desselben  Systemes  ein;  und  zwar  die  Tangenten,  die  unter  einem 

n 
gegebenen  Winkel  ö"I~  ®  gegen  die  Hauptaxen  der  Kegelschnitte  gezogen 

sind,  erzeugen  denjenigen  Kegelschnitt,  dessen  Hauptaxe  unter  o>  gegen  die 
Centrale  der  Kreise  geneigt  ist,  wie  aus  73)  (und  der  Definition  von  o» 
S.  19)  hervorgeht 

Endlich  sei  noch  bemerkt,  dass  Z  und  Z|  zu  Kreissystemen  werden, 
wenn  e  =  0,  also  die  gegebenen  Kreise  concentrisch  sind;  und  zwar  be- 
steht dann  Z  aus  den  Kreisen,  welche  den  inneren  Kreis  von  aussen,  Z^ 
aus  denen,  die  ihn  einschliessend  berühren. 

Wir  haben  nunmehr  noch  zwei  Wurzeln  der  61. 120),  124)  weiter  zu 
verfolgen,  nämlich  ^=ae  und  ^=^ri'  +  r,*  — c*f,  die  je  zwei  verschie- 
dene conjugirte  Systeme  liefern,  s.  184),  185). 

m.  Q^e:  Der  Mittelpunktskreis  geht  durch  die  Mittelpunkte  der  ge- 
gebenen Kreise.    Aus  186)  erhält  man: 


,_-r,r,±/(e»-t,«)(e«~r,»)f 
h'  +  x^-^ 


190a)  ^^  =  t,>  +  r,«-e«. 


A-B 


demnach 
190b) 


2^  =  t,t,±/(6«-r,«)(6«-^^, 
B  =  ti«  +  t,«-c^-riV  +  »/(e»-r,^)(e«-r,»)r. 


Ztittohr.  f.  Mmth.  n.  Phjdk.  ZXXV.  Jahrg.  SnppL  6  C^r^r^n]r> 
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Die  Quadrate  der  Halbaxen  sind  folglich: 

.     t.'  +  r,«-e'  +  r.r,  +  K(e«-r.')(<*-r,»)r 

'^~  V  +  V-e« 

190c)    X  k*  +  r,«  -  e«  +  (r, t,  +  yV^^^*)  {^  -  V)  ()  cos  »] . 
„_rt«  +  V-e«-t.r»  +  y^(e*-r.«)(e'-r,«)f 
r.'  +  r,«-e« 
X  [ri«  +  r,»-e»  +  (tiT,  +  K(«*- V)(«*-t,*)|)«»<t)]. 
oder  auch: 

190d)        ^  =  A  +  (e»  +  t,t,+^(e«-ri«)(e»'^^V)D«>g<f. 
B  =  B  -  (e»  -  r^r,  +  ^(e«  -  r,»)  («*  -  r,")  l)  cos  <P. 
Das  obere  Vorzeichen  liefert  das  System  Zj,  das  untere  Z',. 
Aus  23)  und  27)  folgt: 

ft_-r.r,±?^(g'-r,»)(e'-V)f 
e 
(vergl.  183),  und  dass  die  Brennpunkte  des  System  es  in  dem  Punkte  «s=^ 
y  =  0  alle  vier  vereinigt  liegen,  so  dass  die  Hyperbeln,  welche  die  Be- 
rührungspunkte ausschneiden ,  aus  je  zwei  zu  einander  senkrechten  Geraden 
durch  den  genannten  Punkt  bestehen,  üebrigens  sind  offenbar  beide 
Systeme  imaginär,  wenn  Ti>e>r2t  also  die  beiden  Kreise  sich 
schneiden. 

Für  den  Schnittpunktskreis  hat  man  nach  30),  31): 

=  j/Jy,*+rt*-^ih'+x,*)  +  2x,x,}/{e'-x,*)  (e--r,»)|]  (r,'+r,«-2^|. 
r  (ri»  +  r,»-c«)»  I' 

Der  Schnittpunktskreis  geht  wieder  durch  die  Schnittpunkte  der  ge- 
gebenen Kreise;  denn  num  übersieht  leicht,  dass 

ist  (s.  182b).     •  «"-(*-«o)*=yo* 

Im  Systeme  Tl\  kann  man  A  und  B  folgendermassen  schreiben: 
A'=  (r.»  +  V  -  e«)  +  (r,r,  -  y/(r,r.)»-e«(rt»  +  r,*-e«)f), 
B'=(r,*  +  r,«-e»)-(r,r,-nTir,)"'-e«(r,»  +  t,»-e»)f);« 
woraus  man  erkennt,  dass  A^  und  B'  gleichzeitig  für 

e«  =  r,«  +  r,« 
verschwinden.    Dann  werden  also  die  dem  unteren  Vorzeichen  entspreefaes* 
den  Gl.  190)  abzuändern  sein,  ebenso  aber  auch  die  Gleichungen  mit  dem 
oberen  Vorzeichen.     Durch  Umformung  bez.  Differentiation  nach  t?  findet 

♦  Es  mögen  die  eu  I't  gehörenden  Grössen  durch  obere  Striche  von  den 
Grössen  des  Syatemes  Zt  unterschieden  werden. 
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man  leicht  die  wirklichen  Werthe.  Dahei  erhält  man  insbesondere  beim 
Systeme  Z,  Ä;  =3  oo,  5  =  co;  der  Schnittpanktskreis  wird  hier  also  unendlich 
gross,  mnss  aber  dabei  die  Potenzlinie  der  gegebenen  Kreise  zur  Grenze 
haben,  weil  er  nnter  allen  umständen  durch  die  Schnittpunkte  dieser  geht 
(s.  oben.).*    Man  konmit  zu  folgender  üebersicht: 

e*  =  ti»  +  t,»,    ?  =  e  =  f/V  +  t,»f. 
I,:  r,: 


191) 


»  =  0; 


*  =  s  = 


:<». 


x,  =  lm{k-s)=Xt=- 


tlT, 


B  =  —  (r,  —  r,)*  cos  0 ; 


Ä  =  - 


.=!i!- 


2rir, 


Die  beiden  zerfallenden  Kegelschnitte 


yvTrT?. 


[CO8  0: 


bestehen,  wie  eine  einfache  Rechnung  lehrt,  aus  je  einer  inneren  und 
einer  äusseren  gemeinsamen  Tangente  der  Kreise,  und  zwar  im 
Falle  e>r|  (wo  jeder  Kreis  ausserhalb  des  anderen  liegt)  im  Systeme  Z^ 
ans  zwei  solchen  Tangenten,  deren  Schnittpunkt  von  der  Potenzlinie  aus 
auf  Seiten  des  kleineren  Kreises,  bei  Z'2  aus  zwei  solchen,  deren  Schnitt- 
punkt auf  Seiten  des  grösseren  Kreises  liegt.  Hieraus  folgt  weiter,  dass  das 
System  Z',  niemals  aus  gleichseitigen  Hyperbeln  bestehen  kann,  ausser  im 
Grenzfalle  e=!T|,  Tg^O,  wo  die  beiden  Kreise  gleich  gross  sind  und  sich 
von  aussen  berühren;  dass  es  yielmehr  stets  sonst  aus  spitz-  und  stumpf- 
winkligen Hyperbeln  zusammengesetzt  sein  muss.  Dagegen  wird  Zg  allemal 
ans  gleichseitigen  Hyperbeln  bestehen ,  wenn  die  inneren  gemeinsamen  Tan- 
genten auf  den  äusseren  senkrecht  stehen;  dies  wird  also  durch  die  Gleich- 
ung 6*=ri*+r2*  ausgedrückt,  und  dann  gelten  die  Formeln  191)  (vergl.S,  78). 
Betrachtet  man  A  und  B  [190  b)]  als  Functionen  von  ^  and  stellt  sie 
graphisch   dar  mittels  einer  (e')-Aze  und  einer  A-  oder  B-Axe,  die  auf 

•  Direct  findet  man,  wenn  man  von  der  Annahme  e*>  ri*  +  rt*  ausgeht  und 
ti r,  +  K(c* - n») («» - rt«) r  =  e,  «•-ri*-r,«  =  9l  setzt, 

.=!^£3Le±s=/(D'_i|.K?™=(|.j|)(,.») 

«=o  2«      «      y^7Ti?\ 
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einander  senkrecht  stehen  mOgen,  so  erh&lt  man  zwei  congrnente  Hjperbek 
(s.  Tat  IV  Fig.  18a);  ftlr  c«=oo   wird  /(?~^  (^-t,«)f=e«-^ä!+lL, 

also  A'=ao,  B'=oo  hei  Z'„  dagegen  A^^^^^^^,    B  =  ^^^^*  in  I,, 

wohei  im  ersten  Falle  Um  -«  eaUm-ses:  — 2  isi    A  und  B  sind  beide  im 

Intervalle  ri*>e*>rj*  imagin&r,  ausserhalb  desselben  reell,  jedesmal  mit 
zwei  Zweigen,  von  denen  der  eine  Z^,  der  andere  Z'^  entspricht;*  die  Ver- 
einigung beider  Zweige  findet  auf  der  Grenze  e*s=rj*  bei  A  =  rx(ri  +  r,), 
bez.  B==ri(ri  — tj)  statt,  auf  der  Grenze  e*  =  ri*  aber  bei  A  =  r,(ri+rj), 
bez.  B«-r,(ri-r2).  Für  e»«0  ist  A  =  (r^+r8)^  B  =  {ri-r,)«,  bei. 
A'«=B'=ri*+r8*.  Die  Verschiebung  der  beiden  Hyperbeln  (A,  AO  nnd 
(B,  B')  gegen  einander  betrfigt  2ritj.  Bei  c^^rj^  +  r,*  verschwinden,  wie 
oben  schon  auseinandergesetzt  wurde,  gleichzeitig  A'  und  B\  Aus  Alledem 
nun  erkennt  man: 

Im  Intervalle  0<e<t,  ist  A>0,  B>0,  ebenso  A'>0,  B'>0;  im 
Intervalle  ri<e<oo  A>0,  B<0;  im  Intervalle  x^<e<}/xJ+T/^  A'>0, 
B'<0,  im  IntervaUe  j/x^+x^<e<oo  A'<0,  B'>0. 

Auf  aUe  Ffille  besteht  im  Intervalle  0<e<T3  Z^  ebenso  wie  Z',  a^ 
Ellipsen,  im  Intervalle  Ti<«<qo  aus  Hyperbeln.  Dass  im  ersten 
Falle  die  Nullellipsen  imaginär  sind,  erhellt  schon  aus  dem  allgemeinen 
Satze  S.  31. 

Für  e's=0  geht  Z^  in  das  System  von  congruenten  Ellipsen  tlber,  die 
den  äusseren  Kreis  von  aussen,  den  inneren  einschliessend  berühren,  Z'i 
aber  in  das  System  von  Kreisen,  die  mit  den  gegebenen  concentrisch  sind 
und  zwischen  beiden  liegen. 

Durch  weitere  Betrachtung  von  Taf.  IV  Fig.  18  a  mit  Zugrundelegung 
der  GL  190d)  erhält  man  folgende  üebersicht,  welche  zeigt,  wann  die 
Hyperbel  (t>==0  (falls  die  beiden  Systeme  überhaupt  aus  Hyperbeln  he- 
stehen)  spitzwinklig  {äbs.B<dbs.Ä,  B<0)  und  also  die  Hyperbel  0s=s 
stumpfwinklig  ist: 


It: 


0<c<t, 


V^J+^<e<<^ 


0=oLi>o,5>o 

0=w[^>O,5>O 
0=o|^>O,5<O 


0=01 
<t>=9ri 


^>0,5<0 
^<0,B>0 


A>B 


abs,A>db8.B 


ab8,A<,db8.B 


r. 


A>B 


ah8,A>äb8.B 


äb8,A>ab8.B 


A>0,B>0 
A>0,B>0 


0=0 
0=« 


0<e<ri 


A>0,B<0 
A<0,B>0 


cD=0 
0=« 


A>0,B<:0 


0=0 


r.<e<K?S 


K??+3<'<- 


^<Ot5>O|0=« 

Der  Schnittpunktskreis  des  Systemes  Z',  umschliesst,  wenn  er  sammt 
Z'2  selbst  reell  ist,  stets  den  kleineren  Kreis  (e>ri);  der  des  Systemes  I| 

*  In  Taf.  IV  Fig.  18a  sind  die  zu  It  gehörenden  Zweige  ausgezogen,  die  m 
£'t  gehörenden  punktirt. 
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dagegen  umschliesst  den  grosseren  im  Falle  ^ri*  +  r2*|<e,  den  kleineren 
im  Falle  Xi<e<j/x^+xJ^.  Der  erstere  ist  nur  im  Ausnahmefalle  rjÄtj 
(r^ssO)  mit  dem  kleineren  Kreise  selbst  identisch,  und  andererseits  im  Falle 
t2  =  0,  e=Xi  mit  der  Potenzlinie  und  der  unendlich  fernen  Geraden. 

In  jedem  der  conjugirten  Systeme  T,,  T^  giebt  es  vier  Kegelschnitte, 
die  den  einen  oder  anderen  Kreis  hyperosculiren  (d.  h.  bei  denen  zwei 
Bertlhrungspunkte  zusammenfallen);  dies  kann  natürlich  nur  in  einem 
Scheitel  des  Kegelschnittes  stattfinden.  Man  findet  diese  vier  Berührungs- 
punkte, indem  man  von  dem  Mittelpunkte  des  Oeradenbüschels,  das  die 
Berührungspunkte  ausschneidet,  die  vier  Tangenten  an  die  Kreise  zieht.  Da 
die  Azen  des  Kegelschnittes  den  Asymptoten  der  ausschneidenden  Hyperbel 
parallel  sind,  so  sieht  man  wieder,  dass  die  Hyperosculation  in  einem 
Scheitel  stattfindet,  und  zwar  in  dem  Falle,  wo  alle  yier  Hyperosculations- 
stellen  reell  sind  [nämlich  im  Systeme  Z'^,  falls  es  aus  Ellipsen  besteht 
(e<Cx^],  bei  zwei  Kegelschnitten  in  den  Hauptscheiteln ,  bei  zweien  in  den 
Nebenscheiteln.  Im  Systeme  Z,  sind,  falls  e<,X2  ist,  alle  vier  Hyperos- 
colationsstellen  imaginär;  falls  e>T|,  sind  in  jedem  Systeme  zwei  reell.  — 
Die  Systeme  Zj,  Z'j  sind  bei  e>Xi  in  Taf.  IV  Fig.  16 c,  16 d,  bei  e<rj| 
in  Taf.  III  Fig.  15  c,  15 d  dargestellt. 

IV.  ^  =  j/ri«  +  r2«-eV-    Aus  187)  folgt: 
ioo\  A+B      o    A  — B  .  ^  rit, 

weiter  nach  123) 

e«(r,«  +  r,«-e«)        ' 

A  =  0,    B  =  2A 
Beide  Systeme  bestehen  also  aus  Doppellinien  und  sind  nur  reell, 
wenn  sich  die  Kreise  schneiden  (ri>e>t2)»    Da  jetzt 

nach  182b)  ist,  so  geht  der  Mittelpunktskreis  der  Systeme  durch  die 
Schnittpunkte  der  Kreise  selbst  hindurch.  Die  Aze  des.  einen  Systemes 
ist  um  den  positiven,  die  des  anderen  um  den  negativen  Winkel  tf;  gegen 
die  a;-Axe  geneigt;  und  nach  192)  gehen  diese  Systemazen  gerade  durch 

die  Schnittpunkte  der  Kreise,   da  0051/;=-^  ist.     Die  beiden  anderen 

Q 
Punkte  des  Mittelpunktskreises ,  durch  die  sie  laufen,  findet  man  hiemach, 

wenn  man  durch  die  Schnittpunkte  die  Parallelen  zur  Centrale  zieht.    Wir 

betrachten  nur  das  System  weiter,   das   dem  positiven  Winkel  ^  entspricht 

(s.  Taf.  IV  Fig.  17c),  da  beide  Systeme  offenbar  zu  einander  mit  Beziehung 

auf  die  Centrale  symmetrisch  sind.  —  Dann  ist  der  nach   der  positiven 

I^-Aze  zu  liegende  Schnittpunkt  der  Kreise   als  /*,   sein  Oegenpunkt  im 
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Mittelpunktskreise  als  E^  der  andere  Schnittpunkt  als  F\  dessen  Gegen- 
punkt  als  E'  zu  bezeichnen.  Das  Eegelschnittssjstem  besteht  dann  ans  den 
durch  F  laufenden  Sehnen  der  beiden  Kreise.  Dabei  ist  LFKF'=^^, 
Rechnet  man  gemäss  dieser  Bezeichnungsweise  den  Winkel  O  TOn  der  posi- 
tiven Systemaxe  KF  aus  in  der  Bichtung  FF\  so  hat  man  ftlr  die  Quadrate 
der  Halbazen 

Weiter  erhält  man  nach  23)  h^Q^  und  also  ist  F zugleich  der  Punkt 
G ;  nach  27)  sind  die  Orundpunkte  der  ausschneidenden  Hyperbeln  ebenMs 
dort  vereinigt,^  die  Hyperbeln  bestehen  also,  wie  es  ja  selbstverständlich 
ist,  aus  je  zwei  zu  einander  senkrechten  Geraden  durch  F. 

Nach  30)  und  31)  endlich  wird  h  =  Qj  «  =  0,  wie  es  sich  ebenfalls  von 
selbst  versteht.  Für  die  zerfallenden  Kegelschnitte  erhält  man  nach  45), 
46),  da  fi  =  l  ist,  (t>  =  V;  sie  fallen  zusammen  {F')^  und  jeder  besteht 
aus  der  doppelt  zu  zählenden  Potenzlinie.  Dass  die  grösste  Sehne  der 
beiden  Kreise  der  Centrale  parallel  ist,  ist  ein  bekannter  Satz  der 
Elementargeometrie  (s.  S.  7) ;  aus  dem  Satze  S.  7  folgt  noch ,  dass  zwei 
Sehnen 9  die  entgegengesetzt  gleich  gegen  die  Centrale  geneigt  sind,  ein- 
ander gleich  sind  u.  s.  w.  —  Vergl.  Taf.  IV  Fig.  17c 

Endlich  bemerke  ich  noch,  dass  sich  auch  aus  den  Entwicklungen 
S.  18  —  21  u.  41  fLgg.  für  jedes  einzelne  Beispiel  eine  Menge  von  Sätzen  er- 
giebt,  die  aber  immerhin,  so  merkwürdig  sie  zum  Theile  sind,  nicht  soviel 
Theilnahme  beanspruchen^  als  die  hier  hervorgehobenen. 

Im  Anschlüsse  hieran  möge  noch  Einiges  Erwähnung  finden  betrefi 
eines  anderen  Systemes  von  viermal  berührenden  Kegelschnitten,  das  ein 
gegebenes  Kreispaar  einhüllt.  Dabei  mag  gleich  ein  Kegelschnittspaar 
@^,  @2  A^  Stelle  des  Kreispaares  treten  (s.  Taf.  IV  Fig.  18  b). 

Es  sei  2>|  eine  Ecke  des  den  gegebenen  Kegelschnitten  Sj ,  ©,  gemein- 
samen Polardreieckes,  D^i  I^s  ^^®  anderen  Ecken,  8^  T  die  auf  DfJ^s 
liegenden  Schnittpunkte  der  gemeinsamen  Tangenten  von  €|,  @i;  P,  Q  die 
Schnittpunkte  der  sich  in  2>^  kreuzenden  gemeinschaftlichen  Sehnen  von 
@j,  @2  mit  D^D^.  Die  Sehnen  selbst  mögen  |>,  q  heissen.  Die  Schnitt- 
punkte der  Tangenten  an  ©^  und  €,  in  den  gemeinsamen  Schnitten  von 
@i,  6s  mit  p  seien  Pj,  P,;  ebensolche  Bedeutung  sollen  Qj,  Q^  mit  Be- 
ziehung auf  q  haben.  Dann  werden  P^ ,  P,  (die  Pole  von  p  mit  Beziehang 
auf  @i,  ©s),  Qj,  Q^  (die  Pole  von  q  in  Beziehung  auf  S^,  @,)  eben&Us 
auf  D^Dft  liegen.  Der  vierte  harmonische  Punkt  zu  Q,  Q^Q^  sei  (7,  der 
zu  P,  PiP^  sei  E.     Zunächst  gilt  folgender  Satz: 

Es  seien  m,  n;  m',  n  zwei  Paare  harmonischer  Strahlen  m 
l>,  q.    Fasst  man  in  jedem  Paare  die  Punkte  ins  Auge,  die  sein 
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erster  Strahl  mit  dem  einen,  sein  zweiter  mit  dem  anderen 
Kegelschnitte  gemeinsam  hat,  so  kann  durch  diese  acht  Punkte 
ein  Kegelschnitt  St  gelegt  werden.  Da  jeder  Strahl  aher  jeden  der 
beiden  gegehenen  Kegelschnitte  in  zwei  Punkten  schneidet^  so  werden 
dnrch  zwei  gegehene  Strahlenpaare  m,  n;  m\  n  jedesmal  vier 
Kegelschnitte  %  einander  zugeordnet  Irgend  zwei  von  diesen 
(zweifach  unendlich  vielen)  Kegelschnitten  %  hahen  zwei  gemeinschaftliche 
Sehnen,  die  sich  in  D^  schneiden  und  wiederum  zu  |>,  g  harmonisch  sind. 
Fällt  m  mit  m  und  n  mit  n  zusammen,  so  werden  aus  jenen  vier 
Kegelschnitten  £,  die  durch  m^n\  m^n  bestimmt  sind^  zwei  Berührongs- 
kegelschnitte  @,  &^  deren  Berührungspunkte  mit  @i,  ®2  auf  m,  n  liegen 
(s.  Taf.  IV  Fig.  18  b).  Alle  diese  Kegelschnittspaare  @,  ®'  bilden  für  die 
ans  @i,  @,  zusammengesetzte  Curve  ein  System  viermal  berührender  Kegel- 
schnitte. Zwei  ebensolche  Systeme  ergeben  sich  mit  Beziehung  auf  D^  und 
1>3 •  In  dem  Falle  aber,  dass  @|,  ©g  zwei  Kreise  sind,  ist  nur  das  eine  stets 
reell,  und  dann  liegen  die  Mittelpunkte  der  dieses  bildenden  Kegelschnitte 
auf  der  Centrale  der  Kreise.  —  Es  soll  weiterhin  von  dem  zu  D^  gehören- 
den Systeme  der  Kegelschnitte  @  die  Rede  sein.  Je  zwei  von  diesen  Kegel- 
schnitten sind ,  wie  bemerkt  wurde ,  einander  zugeordnet  (@ ,  @').  Für  diese 
Zuordnung  gelten  nun  folgende  Sätze: 

1.  Die  Schnittpunktsvierecke  der  Kegelschnittspaare  (®»@') 
sind  alle  demselben  Kegelschnitte  @Q  eingeschrieben.  Dieser  ge- 
hört dem  durch  @j,  @g  gegebenen  Büschel  an;  die  Pole  von  p  bez«  q  mit 
Beziehung  auf  ihn  sind  E,  (7,  seine  Schnittpunkte  mit  D^JD^  sind  diejenigen 
Punkte,  die  zugleich  zu  CQ  und  EF  harmonisch  liegen« 

2.  Zwei  einander  zugeordnete  Berührungskegelschnitte 
®j&  sind  so  beschaffen,  dass  die  Pole  von  |>  mit  Beziehung 
auf  sie  harmonisch  zu  EQ  liegen,  und  gleichzeitig  die  Pole 
Yon  qm\i  Beziehung  auf  sie  harmonisch  zu  OP  (diejenigen  gemein- 
schaftlichen Sehnen  von  ®,  @',  die  durch  D^  laufen,  sind  harmonisch  zu  j?,  g). 

Das  System  der  Kegelschnitte  ®  enthält  vier  zerfallende  Kegelschnitte, 
nSmlich  die  Geraden  p,  q  (jede  doppelt  gezählt)  und  die  beiden  Paare 
gemeinschaftlicher  Tangenten  von  @,,  ®2*  ^^^  vierte  harmonische  Punkt 
zu  STjQ  sei  0,  der  zu  ST^F  sei  S.    Dann  gelten  weiter  die  Sätze: 

3.  An  irgend  einen  Kegelschnitt  ®  des  betrachteten 
Systemes  lege  man  von  jedem  der  auf  q  sich  befindenden 
Schnittpunkte  von  @i,  ©^  die  Tangenten.  Diese  vier  Tangen- 
ten haben  vier  neue  gegenseitige  Schnittpunkte.  Diejenigen 
von  den  letzteren,  die  nicht  auf  D^JD^  liegen,  bilden  für  die 
verschiedenen  Kegelschnitte  @  einen  neuen  Kegelschnitt  @^, 
der  dem  Büschel  (@^,  ©g)  ai^gohört  und  mit  Beziehung  auf  den 
der  Pol  vong  0  ist.  —  Einen  entsprechenden  Satz  erhält  man  hieraus 
durch  Yertauschung  von  g»  0,  ®f  mit  bez.  p,  J3,  @p. 
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4.  Sämmtliche  Tangenten  der  Kegelschnitte  @  in  ihren 
Schnittpunkten  mit  q  hüllen  den  Kegelschnitt  9  ein,  welcher 
der  durch  (@|,  ©,)  bestimmten  Eegelschnittsschaar  angehOrt 
und  überdies  die  Geraden  j>,g  (in  Pf  Q)  berührt.  Dasselbe  gilt 
von  den  Tangenten  an  die  Kegelschnitte  ®  in  ihren  Schnitt- 
punkten mitp.  Oder:  Diejenigen  Tangentenvierecke  der  Kegel- 
schnitte @,  die  in  den  Schnittpunkten  der  letzteren  mit  p,  q 
herühren,  sind  alle  demselben  Kegelschnitte  S  umgeschrieben. 

Dabei  ist  noch  folgende  Beziehung  zwischen  93  und  @q  bemerkens- 
werth:  Die  gemeinschaftlichen  Tangenten  Ton  S  und  S^  schnei- 
den sich  in  C  und  E  und  berühren  also  &q  gerade  in  den  Grundpunkten 
des  Büschels  (@i,  @,,  6^). 

Alle  diese  Sätze  sind  leicht  zu  beweisen  und  ebenso  leicht  auf  das 
Kreispaar  zu  übertragen. 

5.  Der  Ort  der  Polaren  eines  gegebenen  Punktes  Z  mit 
Beziehung  auf  alle  Kegelschnitte  @  ist  wiederum  ein  Kegel- 
schnitt 3*  ^^^  selbstverständlich  die  Geraden  p  und  q  berühren  muss. 
Sein  Berührungspunkt  Bp  mit  p  wird  gefunden,  indem  man  p 
mit  J^Z  zum  Schnitte  bringt,  Zp,  und  den  vierten  harmonischen 
Punkt  zu  Zp\  P\  P"  sucht  (dabei  bedeuten  F\  P"  die  gemeinsamen 
Punkte  von  ©^ ,  @,  auf  p).  Analoges  gilt  für  den  Berührungspunkt  Bq  von 
3  mit  q*  Der  Kegelschnitt  3  artet  in  eine  Doppelgerade  ans, 
sobald  Z  auf  p  oder  q  liegt.  Ist  z.  B.  Z  ein  Punkt  auf  jp,  und  Z' 
der  vierte  harmonische  Punkt  zu  Z]  P\  P";  schneidet  ferner  Z(7 
die  Gerade  q  in  Z^,  und  ist  Z"  der  vierte  harmonische  Punkt 
zu  Zq]  Q\  Q"  (unter  Q\  Q"  die  gemeinsamen  Punkte  von  @j,  @,  auf  g  ver- 
standen), so  geht  Z'Z"  durch  JE7,  und  EZ'Z"  ist  die  Polare  vonZ 
mit  Beziehung  auf  p  selbst,  während  die  Polaren  von  Z  mit 
Beziehung  auf  alle  übrigen  Kegelschnitte  ®  die  Geraden  durch 
Z"  sind.  Oder:  Die  Polaren  eines  Punktes  Z  auf  p  mit  Bezieh- 
ung auf  die  Kegelschnitte  ®  schneiden  sich  in  einem  Punkte  Z" 
auf  (2!.  Dabei  sind  die  Polaren  mit  Beziehung  auf  einander  zu- 
geordnete Kegelschnitte  @,  <S'  solche  Geraden  durch  Z",  die 
harmonisch  zu  q  und  Z'Z"  liegen.  Analoges  gilt,  wenn  Z  auf  q 
liegt.  Im  Allgemeinen  aber  (wenn  Z beliebig  gewählt  ist)  sind  die 
Polaren  mit  Beziehung  aufeinander  zugeordnete  Kegelschnitte 
@,  &  solche  Tangenten  von  3)  ^'^^  sich  auf  der  Geraden  BpBq 
schneiden;  diese  Gerade  ist  zugleich  die  Polare  von  Z  mitBe- 
Ziehung  auf  @0. 

Nachträgliche  Anmerkung.  Ich  hahe  leider  erst  ^^hrend  des  Drucket 
der  vorliegenden  Abhandlung  entdeckt,  dass  die  speciellen  Systeme  I,  Z|,  S.  79, 80 
(sowie  das  damit  im  Zusammenhange  stehende  System  @ ,  8. 87)  bereite  von  Steiner 
behandelt  und  die  Steiner'scheu  Sätze  von  Fiedler  bewiesen  worden  sind  (Steiner's 
gesammelte  Werke,  Bd.  II  S.463flgg.;  Fiedler,  Ueber  die  Durchdringung  gleichr 
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seitiger  Botationshyperboloide  mit  parallelen  Axen,  Acta  mathem.,  Bd.  V).  Aber 
abgeBehen  davon,  dass  diese  Systeme  in  dem  Zusammenhange,  worin  sie  in  der 
Torliegenden  Abhandlung  vorkommen,  in  anderem  Lichte  erscheinen,  ergeben  sich 
auch  durch  Spedalisirung  der  allgemeinen  Sätze  des  I.  Abschnittes  ffir  sie  viele 
neue  Sätze,  die  ich  aber  nicht  besonders  ausgesprochen  habe.  Ich  gedenke  die  in 
Rede  stehenden  höchst  interessanten  Systeme  in  einem  besonderen  Aufsatze,  und 
zwar  synthetisch,  ausführlich  zu  behandeln. 


Dritter  Abschnitt. 

Uebertragnng  der  Theorie  aaf  die  circularen  CnrTen 
dritter  Ordnang« 

Eine  bicircolare  Curve  vierter  Ordnung  kann  insbesondere  auch  aus 
einer  circularen  Curve  dritter  Ordnung  und  der  unendlich  fernen  (Geraden 
zusammengesetzt  sein.  Es  ist  also  klar,  dass  auch  für  die  circularen  Cunren 
dritter  Ordnung  Shnliche  SStze  gelten  müssen,  wie  die  ftlr  die  bicircularen 
Curven  vierter  Ordnung  im  ersten  Theile  dieser  Abhandlung  entwickelten. 
Da  aber  die  acht  Berührungspunkte  je  zweier  parallelaziger  Kegelschnitte 
eines  Systemes  Z  von  einer  gleichseitigen  Hyperbel  ausgeschnitten 
werden,  so  sieht  man,  dass  bei  einer  circularen  Curve  dritter  Ordnung  alle- 
mal ein  derartiges  Kegelschnittssystem  aus  Parabeln  bestehen  muss;  denn 
zwei  von  den  acht  erwähnten  Berührungspunkten  kommen  jetzt  auf  die  un- 
endlich ferne  Gerade:  und  diese  kOnnen  nicht  einem  der  beiden  Kegelschnitte 
allein  angehören ,  weil  sonst  der  andere  acht  Punkte  mit  der  Curve  gemein- 
sam hfttte;  jeder  von  beiden  muss  demnach  die  unendlich  ferne  Gerade, 
und  zwar  an  einer  Stelle,  berühren. 

Man  kann  also  von  vornherein  den  Satz  aufstellen: 

Jede  circulare  Curve  dritter  Ordnung  wird  von  sechs 
Systemen  dreimal  berührender  Parabeln  eingehüllt;  die  Be- 
rührungspunkte je  zweier  auf  einander  senkrechter  Parabeln 
eines  solchen  Systemes  sammt  ihren  unendlich  fernen  Punkten 
werden  von  einer  gleichseitigen  Hyperbel  ausgeschnitten, 
deren  Asymptoten  also  den  Azen  der  Parabeln  parallel  sind, 
und  die  zu  jedem  Systeme  gehörenden  Hyperbeln  bilden  ein 
Büschel,  dessen  Grundpunkte  vier  Brennpunkte  der  Curve  sind. 
Je  zwei  Systeme  sind  conjugirt,  d.h.  entsprechende  Tangenten 
der  Parabeln  des  einen  Systemes  hüllen  eine  Parabel  des  an- 
deren ein. 

Da  der  Mittelpunkt  einer  Parabel  im  Unendlichen  liegt,  so  folgt  sofort 
weiter,  dass  der  Mittelpunktskreis  unendlich  gross  ist:  ^  =  od,  und 
also  im  Allgemeinen  in  die  unendlich  ferne  und  eine  im  Endlichen  liegende 
Gerade  zerßlllt  Dies  folgt  auch  daraus,  dass  gegenwärtig  der  Mittelpunkt 
K  des  von  den  Doppelbrennpunkten  gebildeten  hyperbolischen  Quadrates 
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im  unendlichen  liegen  muss;  denn  zwei  von  den  Doppelpnnktszweigen  (in 
den  nnendlich  fernen  Ereispnnkten)  fallen  in  die  unendlich  ferne  Oerade 
hinein,  so  dass  aach  drei  von  den  Doppelbrennpnnkten  auf  dieser  liegen 
und  nur  ein  endlicher  Doppelbrennpunkt  übrig  bleibt,  nämlich  der  Sohnitfc- 
pnnkt  der  Tangenten  in  den  Zweigen  der  Carve  dritter  Ordnung,  die 
.durch  die  unendlich  fernen  Ereispunkte  gehen.  Da  zwei  von  den  Doppel- 
brennpunkten in  diesen  Punkten  selbst  liegen ,  so  müssen  die  beiden  anderen, 
insbesondere  der  eben  erwähnte  Schnittpunkt,  nothwendig  reell  sein,  wenn 
die  Curve  selbst  reell  ist.     Diesen  Punkt  bezeichne  ich  mit  C. 

Eine  reelle  circulare  Curve  dritter  Ordnung  hat  nothwendig  einen  und 
nur  einen  reellen  unendlich  fernen  Punkt,  und  demgemSss  auch  unter  allen 
umständen  eine  reelle  Asymptote.  Die  Beziehung  zwischen  der  Geraden 
von  dem  reellen  Doppelbrennpunkte  0  nach  dem  Punkte  K  (oder  dem  anderen 
unendlich  fernen  reellen  Doppelbrennpunkte)  und  dieser  Asymptote  wird  so- 
gleich abgeleitet  werden.  —  Im  üebrigen  sei  noch  daran  erinnert,  dass  die 
Mittelpunkte  der  vier  Brennpunktskreise  (s.  S.  35),  9)t,  SDli,  3)?,,  Wt^ 
Punkte  der  circularen  Curve  dritter  Ordnung  selbst  sind,  und  zwar  die  Be- 
rührungspunkte der  vier  Tangenten,  die  an  die  Curve  parallel  ihrer  reellen 
Asymptote  gelegt  werden  können.* 

Wir  schreiben  zunächst  die  Gleichung  der  allgemeinen  circularen  Curve 
dritter  Ordnung  mit  Zugrundelegung  eines  Coordinatensystemes  {x^^y^  in 
der  Form: 

(«i*  +  yx')(^fl?i-yi)  +  a»i«  +  26x,yi-hcyiH2ba?i+2eyi+f  =  0. 

um  die  Asymptote  zu  finden,  setzen  wir  y^s^ja;^ 4.«,  und  erhalten  für 
i  und  s  die  Gleichung 
«i'(l+«')(^-Ä)-iC4«[(l  +  d«)c-2Ä(d-6)«-a-2t«-ca«]  =  0, 

also  «  =  ^,    a  = 1  +  ^— ' 

80  dass  die  Gleichung  der  reellen  Asymptote  ist: 

«'1  =  ^*1+ 1+^ 

Ist  also  ^sstgQ^  und  dreht  man  das  Coordinatensystem  um  den  Winkel 

g-  +  6  nach  (»',  y'):  x^^-^x  sinQ—ycosQ,  y^^xcosQ^ysinQ^  so  wird 

die  Asymptote  der  y'-Aze  parallel,   oder  steht  senkrecht  auf  der  x-An^ 
Alsdann  gewinnt  die  Gleichung  der  Curve  folgendes  Aussehen: 

194)    (a;'«  +  y'«)ic'-aV«--2bxy-cy«+2bV+2ey+r==0, 

wobei  c'=[aco»*0-t-2bfiin6co59  +  c5W*e].co50  ist,  also 

c  =  acos'G  -f2b  cosQsinQ  +  csin^G  =«  — — , 


*  Salmon- Fiedler,  Höhere  ebene  Curven,  S.  809. 
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80   dass  €C08&=sc'  das  Stück  ist,  das  jetzt  von  der  Asymptote  aaf  der 
(positiven)  x'-Azq  abgeschnitten  wird.  Demnach  ist  in  der  Gleichungsform  194) 

195)  »'=c' 
die  Gleichung  der  reellen  Asymptote. 

Mit  anderen  Worten:  ist  die  ^-Aze  mit  der  reellen  Asymptote 
identisch,  so  ist  die  Gleichung  der  Curre  von  der  Form 

196)  2x{x*  +  t>«)  +  3l):*  +  2SBx))  +  26T  +  25Dt)  4-6  =  0. 

Mit  Hilfe  des  S.  14  angegebenen  Verfahrens  erhält  man  bei  der  Gleich- 
ungsform 194)  fdr  den  im  Endlichen  liegenden  Doppelbrennpunkt  C 

197)  y'=b',    x=^. 

Wenn  man  nun  die  Gleichungen,  die  für  die  Parabelsysteme  bei  einer 
circularen  Curve  dritter  Ordnung  gelten ,  aus  den  für  die  bicircalaren  Curven 
▼ierter  Ordnung  giltigen  Entwickelungen  S.  6  flg.  ableiten  will ,  so  ist  es 
zunächst  nöthig,  eine  Coordinatentransformation  vorzanehmen ,  weil  der  dort 
gewählte  Coordinatenanfang  K  jetzt  im  unendlichen  liegt.  Wir  wählen  den 
Punkt  E  als  Anfangspunkt  eines  Coordinatensystemes  {x\  y')^   setzen  also 

(s*  Taf.  I  Fig.  1).     Dann   geht   die   Gleichung   eines   Kegelschnittes   des 
Sjstemes  Z,  18),  in  die  folgende  über: 
.oQx  a;'»(Aö«  +  BH«)-2a;y(A-B)xöihy«(A»«+Bö«)^4a;VBH« 
'         -4y>Bxö  +  4PBÄ«-AB(l-Acos<t>-Tsin0)  =  O. 
Dabei  gehen  die  Azen  aller  Kegelschnitte  durch  den  Coordinatenanfang 
E\  und  zwar  ist  die  Axe  des  vorliegenden  Kegelschnittes  unter  dem  Winkel 
tp  gegen  die  d;'-Axe  geneigt.    Da  nun,  wie  gezeigt  wurde,  jetzt  alle  Kegel- 
schnitte Parabeln  sind,  so  müssen  gleichzeitig  A  und  B  unendlich  gross 
gesetzt  werden,  aber  so^   dass  B  nur  in  demselben  Grade  unendlich  wird, 
wie  die  Quadratwurzel  aus  A.     Denn  a  =  J^+ AJ  und  j3  =  ]^+ B|  sind  die 
Halbaxen  der  beiden  congruenten  oder  „mittleren^  parallelaxigen 
Kegelschnitte  [s.  14)  S.  7];  die  halbe  zur  Axe  senkrechte  Brennpunkts- 
sehne oder  der  halbe  Parameter  ist  bei  diesen  Kegelschnitten  aber  bekannt- 

e^  B' 

lieh  ^*  also  das  Quadrat  des   halben  Parameters  -r-;  der  Parameter  aber 

CK  A 

wird  beim  ITebergange  wieder  zum  Parameter  der  Parabel.  Da  q  von  der- 
selben Ordnung  unendlich  gross  wird  wie  a  (dies  ist  augenscheinlich),  so 
werden  demnach  B  und  q  von  gleicher  Ordnung  sein.  Alles  das  erkennt 
man  übrigens  auch  sofort  aus  198).  Vernachlässigt  man  demgemäss  B 
gegen  A,  so  lässt  sich  in  198)  ans  den  quadratischen  Gliedern  A  heraus- 
heben, und  wenn  man  jetzt  die  Gleichung  durch  A  dividirt,  so  steht  im 

Coefflcienten  Ton  x  und  y  die  Grösse  ^>   deren  Grenz werth  wir,  weil  er 

eine  Strecke  bedeutet,  mit  ^q  bezeichnen: 

199a)  Um2qjj=q. 
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Die  Gleichung  erhftit  dann  die  Form: 

Dabei  ist  f  ftlr  den  Grenzwerth  von  4P^— B(l— A),  A,  E  für  den  von 

Br  bez.  —  B(l+il)  gesetzt  worden,  da  owO  in  C05*g>  — »n*^,  sin^  in 
2mgpco99?  aufgelöst  werden  muss.  Daraus  erkennt  man,  dass  der  Grent- 
übergang  die  Bedingungen 

199b)  A  =  -l,    T«0,  Km2^«l 

stellt,  weshalb  sich  die  Grössen  f,  A,  E  auch  so  definiren  lassen: 

199c)  Jtm2B(2^-l)  =  r,    KiiiBt^A,    JtmB  (-X-1)  =  E. 

Der  Punkt  K  (ebenso  der  reelle   unendlich  ferne  Doppelbrennpunkt, 
mit  dem  er  zusammenfällt)  liegt  jetzt  auf  der  a;'-Aze  im  unendlichen.    Die 
Gleichung  der  Parabel  aber  läset  sich  schreiben,  wenn  wir  das  bisher  ge- 
brauchte Coordinatensjstem  {x\  y^  einfach  (o;,  y)  nennen: 
200)      (a?<y-yx)«-2gje(aJx  +  yo)  +  rx«  +  2Axö  +  Eö*  =  0. 

Es  könnten  nun  alle  weiteren  Ergebnisse  aus  den  ftlr  die  bicircularen 
Curven  yierter  Ordnung  im  ersten  Theile  abgeleiteten  Gleichungen  mit  Hilfe 
Ton  199a),  b),  c)  gewonnen  werden;  indessen  ist  es  fast  einfacher,  gleich 
alle  Beohnungen  von  Frischem  durchzuftlhren. 

Die  Differentiation  von  200)  nach  g>  liefert  die  gleichseitige  Hyperbel, 
die  die  Berührungspunkte  der  Parabeln  g>  und  9  +  9  ausschneidet: 

9()\\      («ö-y*)(«»+y<»)  +  a(2«Ktf-y(H*-ö*))-rxtf 

^  +A(x»-o«)  +  EK(f  =  0. 

um  aus  200)  und  201)  g>  zu  beseitigen,  multiplioiren  wir  die  entere 
Gleichung  mit  n,  die  letztere  mit  —0,  darnach  jene  mit  0,  diese  mit  x, 
und  addiren  jedesmal.  So  ergeben  sich  die  in  x  und  a  linearen  und  homo- 
genen Gleichungen 

y{xa  —  yK)  +  q{2xn  +  yo)  —  Vx  —  A<y  =  0, 

»(«tf  — yx)  — ^yx  +Ax  +  Etf  =  0, 

oder  auch 

{xy  +  qy-A)a=:(i^'-'2qx+r)%, 

{xy+qy-A)x={a?  +  E)ii. 

Die  Ausstossung  von  x  und  a  liefert  die  gewünschte  Gleichung  der 
Ton  den  Parabeln  200)  eingehüllten  circularen  Curve  dritter  Ordnung: 

202)  ,(a-  +  y^-^a^-^.,-if-«-V  +  .E-yA  +  ^!^  =  a 

Zufolge  194)  und  195)  ist  die  Gleichung  ihrer  reellen  Asymptote: 

203)  0?==^^. 

2q 

nach  194)  und  197)  ihr  endlicher  Doppelbrennpunkt  C: 
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204)  «  =  ^.    y=^. 
wobei  *2  -^2 

205)  Z  =  2«  +  r-E 
gesetzt  wurde. 

Der  endliche  Schnittpunkt  der  Curre  mit  ihrer  Asymptote  203)  liegt  bei 
qA       Z(E  +  g«)^(2gA)«-Z(E +  (?*)» 


y=i 


^^^  ""^E  +  q^         4qA      ^         AqA{ß+q^) 

Zagleich  hat  man  den  Satz:    Die  Bichtnng,  in  welcher  bei  einer  cir- 
cnlaren  Cnrre  dritter  Ordnung  der  Punkt  K  oder  der  unendlich  ferne  reelle 
Doppelbrennpnnkt  liegt,  steht  auf  ihrer  reellen  Asymptote  senkrecht. 
Die  Schnittpunkte  der  Curre  mit  der  y-Aze  sind  {x=aO) 

Sie   fallen  zusammen,  wenn  E  =  0  oder  A'  —  r(E-' 2^)^=0  ist;  im 

A  r 

ersten  Falle  ist  dann  y  =  — ,  im  zweiten  ys=z  —  —  q    und  hier  findet  eine 

^  ,.  A 

Berührung  statt     Im  ersten  Falle  dagegen  ist  der  Punkt  «  =  0,  y=^  — 

ein  Doppelpunkt  der  Curve,  denn  ftlr  ihn  yersch winden  die  ersten 
Differentialquotienten  der  linken  Seite  Ton  202);  auf  diesen  Punkt  als  Co- 
ordinatenanfang  reducirt  ist  die  Gleichung  der  Curve  2ga;(a^  +  |^')— fo^ 
+  2Axy  +  q*y^  =  0.    Der  Doppelpunkt  ist  ein  gewöhnlicher,  eine  Spitze 

oder  ein  isolirter,  je  nachdem  '"<'('")   ^^    Im  Falle  der  Spitze  ist  die 

eben  erwfthnte  Gleichung  der  Curre  2^x{3i?+y^)  +  A^a^  +  2Ag^xy  +  q^y* 
=  0.     Führt  man  hier  Polarcoordinaten  ein,   und  nennt  den  Winkel ,  den 

A 

die  Spitzentangente  mit  der  X'Äxe  bildet,   v,  so  findet  man  tgv  = 1 

=  i  (vergl.  S.  94  und  98). 

Dreht  man  das  Coordinatensjstem 
(Xj  y')  um  den  Winkel  (p  nach  {x\  y")\ 
X = x'% — y"<r,  y = x'a + y'% ,  so  wird  die 
Gleichung  der  Parabel  202): 


-2g»(/'-''-'+^f;+^''):^o* 


y 

oder 

207)  y'«-2(zxic"+rx«+2Axtf  +  Eö«=0. 

Mithin  ist  der  Parameter 
208)  2p  =  2q%. 

Je  zwei  Parabeln,  die  entgegengesetzt  gleichen  Winkeln  g> 
entsprechen,   sind  congruent  [yergl.  den   Satz  S.  7;  jetzt  ist  t  =  0, 


*  In  dem  Coordinatensjstem,  dessen  x'"-kit  mit  der  x"'Aze  zusammenfällt, 
dessen  y'"'Axe  der  y"-Aze  parallel  ist,  ist  die  Gleichung  der  Parabel 

y"'*  =  2q%x"\ 
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8.  199b),  und  also  f&llt  E'KF*  mit  EKF  zusammen].  Die  gr($88ie 
Parabel  ist  die,  deren  Aze  mit  der  a;-Axe  zusammenfällt  (9=0), 
die  kleinste,  zugleich  die  ausartende  (zerfallende)  die,  deren 
Aze  der  j^-Aze  parallel  ist.  Die  Entfernung  des  Scheitels  der  Parabel 
von  JE7,  sie  mOge  t  heissen,  hat  die  Grösse 

209)  ,  =  [!5!+l^f£±Ii^, 

insbesondere 

210)  ((^  =  0)    «,=  i^. 

t  ist  unendlich  gross  ftlr  die  zerfallende  Parabel,  so  lange  £=1=0 

ist;  alsdann  zerflQlt  diese  in  die  beiden  zur  reellen  Asymptote  parallelen 
Oeraden 

211a)  x=±/^^, 

ist  also  nur  reell,  wenn  E<0  ist.  In  Taf.  IV  Fig.  19a  ist  ein  Parabel- 
system mit  reeller»  in  Taf.  IV  Fig.  19b  eines  mit  imaginärer  zerfallender 
Parabel  dargestellt  —  Ist  aber  E  =  0,  so  ist  ^  für  die  zerfallende  Parabel 

gleich  —9  und  diese  selbst  besteht  aus  der  doppelt  gerechneten  jf-Aze. 
Dann  hat  die  Curve  in  diesem  Punkte  la?  =  0,  y=— j  einen  Doppel- 
punkt, wie  S.  93  näher  erörtert  wurde. 

Im  Allgemeinen  (E  =N  0)  sind  die  Berührungspunkte  der  beiden  Geraden 
211a),  aus  denen  die  zerfallende  Parabel  besteht,  gegeben  durch 

Die  beiden  übrigen  zerfallenden  Kegelschnitte  erhält  man  auf  dieselbe 
Weise;  wie  bei  den  bicircularen  Curven  vierter  Ordnung,  nämlich,  indem 
man  cos  g>^=co^  sin  g>  =  cOj  tg(p=  :ti  setzt  Man  findet  so  aus  200)  ihre 
Gleichungen: 

212)  (»  +  *y)«  +  2ff(ic  +  *y)-r+2Ai  +  E  =  0 
oder 

213)  «*-y«  +  2»a;y  +  2^aj  +  2»gy-(r-E)  +  2A»:=0. 

Jeder  besteht   aus    zweien   der  Tangenten,    die    sich  von    einem  der 
beiden  Ereispunkte  im  unendlichen  an  die  Curve  legen  lassen.     Die  durch 
Trennung  des  Beeilen  vom  Imaginären  aus  213)  hervorgehenden  Gleichungen 
05*  — y*  +  2ga?  — (f— E)  =  0,  »y  +  gy  — A  =  0  müssen  demnach  die  mm 
Systeme  Z  gehörenden  Brennpunkte  ergeben  [vergl.  217),  218)]. 
Für  zwei  zu  einander  senkrechte  Parabeln  hat  man  nach  202): 
(a;tf-yx)«-22x(a;x+yö)  +  rx«  +  2Ax<F  +  Eö«  =  0, 
(fljjc +yö)«  -  2gö  (»(f-yx)  +  To«  -  2Axtf+ Ex*  =  0; 
durch  die  Schnittpunkte  beider  geht  also  der  von  g>  unabhängige  Schnitt- 
punktskreis: «*  +  y*  — 2gÄ  +  r+E  =  0  oder 

(«-(Z)*  +  y'-«*-r-E; 
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die  Entfemnng  seines  Mittelpunktes  M  von  E  auf  der  positiven  x-Aze 
ist  also  fu 

214)  fc  =  2,  ^t        T^ 
sein  Halbmesser 

215)  5  =  /g»-r-Ef. 
Der  Mittelpunkt  6  des  Hyperbelbüschels  201) 

bat  dagegen  die  Abscisse 

216)  Ä  =  -(Z;  ^  ^ 
die  Beziehung  ä;£=  — %  ist  eine  Folge  des  ersten  Satzes  S.  12,  weil  jetzt 

F  im  Unendlichen  liegt.    Besondere  Hyperbeln  sind  {(pz=--y  g^cO] 

«*-y*  +  2ga?-r+E  =  0,    Äy  +  gy-A  =  0, 
oder,  wenn  man  auf  den  Punkt  Q  als  Anfang  eines  Coordinatensystemes 
(J,  17)  zurückgeht: 

217)  ?-i?«  =  Z,    |iy  =  A; 

Z  ist  in  205)  angegeben.  Aus  diesen  beiden  Gleichungen  berechnen  sich  die 
Grundpunkte  des  Büschels,  die,  wie  schon  gesagt  wurde,  Brenn- 
punkte der  Curve  sind,  wie  folgt: 

Dabei  sind  die  Vorzeichen  derart  zu  wShlen,  dass  I17  das  Vorzeichen 
Ton  A  bekommt  Im  Coordinatensysteme  (£,  ti)  ist  die  Gleichung  des 
Hyperbelbüschela  201): 

219)  {J*-i2»)x<T-gi7(««-o«)«Zxa  +  A(x«-o«)«0. 

Die  Gl.  32)  S.  12  und  das  dort  Gesagte  gilt  unverändert  auch  hier. 

Wir  gehen  nun  über  zu  dem  conjugirten  Systeme  Z".  Seine  System- 
axe  muss  nothwendig  der  Axe  von  Z  (der  d;-Axe)  parallel  sein,  denn  beide 
gehen  durch  K,  Ferner  waren  im  allgemeinen  Falle  beide  entgegengesetzt 
gleich  gegen  die  Verbindungslinie  der  reellen  Doppelbrennpunkte  [d.  i.  jetzt 
die  Parallele  zur  d;-Axe  durch  0,  204)]  geneigt  [s.  S.  29];  jetzt  also  müssen 
die  beiden  Systemaxen  gleich  weit  von  0  abstehen. 

Man   kann    demgemäss    voraussagen,    dass    die   Axe    des   conjugirten 

Systemes  I!  die  Gleichung  y  =  --  haben  wird  [vergl.  204)];  der  Punkt  JP', 

durch  den  alle  Axen  der  Parabeln  Z'  laufen ,  muss  überdies  auf  dem  gemein- 
samen Mittelpunktskreise  des  Systempaares  Z,  Z';  also  auf  der  j^-Axe 
liegen,  mithin  die  Coordinaten 

220)  «  =  0,    y  =  - 

haben.  Wir  bezeichnen  diesen  Punkt  mit  F'  und  nicht  mit  E\  weil  beim 
Grenzübergange  8.  92t  =  0,  jl=3  — 1  gefunden  wurde,  demgemäss  Vs=n; 
(oosVss  — 1)  ist,  d.  h.  ^  und  F'  einerseits,  E'  und  F  andererseits  an 
einander  rücken  (s.  Taf.  I  Fig.  1  oder  2). 
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Die  unter  dem  Winkel  oo  gegen  die  x'^'^Axe  geneigte  Tangente  der 
Parabel  (s.  Fig.  und  Anm.  S.  93)  hat  die  Gleichung 

oder  im  Coordinatensysteme  {x\  y")i 

y  cotgm-x+ — ^    g^^ yöa^^«)  =  0, 

oder  endlich  im  Coordinatensysteme  (o?,  y)(a?''=a;je  +  yö,y"=  —  «ö  +  3f»): 

«(xöco^w  +  x*)  — y{x'co<S^«)  — xa) ^ ^ h^oo^a  =  0; 

durch  die  Differentiation  nach  q>  erhiüt  man: 

X  [(x*  —  tf*)  (»<;^ai  —  2x0]  +  y  [2x0  eo^o  +  x*  —  o*] 
^2rx0  +  2A(x»-a>)  +  2Ex0     2qn6 
2^^ ^co/^ta)=0. 

um  aus  beiden  Gleichungen  q>  ausznstossen,  multipliciren  wir  einmal 
die  erste  mit  2«,  die  zweite  mit  x;  darauf  die  erste  mit  2x,  die  zweite 
mit  —  0  und  addiren  das  eine  wie  das  andere  Mal.  So  ergeben  sich  die 
einfacheren  Gleichungen: 

,  xA  +  0E     ^ 

Q 

X  (0  catg  CD  +  2x)  —  y  {2x  cotgm  —  0)  — h  q%  cotg^co  =  0 

oder 

(a?C(rf^i»  +  y--jx  =  -0, 

(gco^a>+y---)0=r-2a?  +  2y0O^(0  +  '"""^^^^*'"1x  =  O. 

Auf  diese  Weise  wird  die  Endgleichung»  welche ,  wie  es  vorauszusehen  war, 
eine  Parabel   darstellt: 

(«««»+(y-^)«»»y 

^     ET  o    ..    .0    .  j^rs»»»»-a»oos»«-|    . 

i  —  2xstn'a  +  2yamaoo8m-\ 1  =  0. 

Ihre  Aze  ist  unter  dem  Winkel  -a+n  gegen  die  a;-Aze  geneigt: 

222)  «p'^J  +  o)  {cosip'==^%\  8mg>=^fs). 

Die  Gleichung  der  Parabel  221)  im  Coordinatensysteme  {Xy  y)  Ifisst 
sich  nun  auch  schreiben  (mi»  =  — x^  oOBm^o): 

(aj0'-yx')«+  — [Ä(A0'+Ex')-y(Ax'-E0')] 

^^^^  ,  (A«-rE)x«  +  Eg«0-»_^ 

-r  ^2  ^• 

Die   zerfallende   Parabel  des   Systemes  Z'  f  g^'s^j   hat   denmacb 
die  Gleichung  , 
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d.  h.  [vergl.  211a)]  sie  fällt  mit  der  ausartenden  Parabel  des 
Sy Sternes  Z  zusammen  (s.den  Satz  S.29, 30).  Die  Oeraden,  aus  denen  sie 
besteht  y  sind  natürlich  nicht  mehr,  wie  bei  der  bicircularen  Cnrve  vierter 
Ordnung,  eigentliche  Doppeltangenten,  sondern  (wie  im  Systeme  J)  zwei 
von  den  vier  Curventangenten ,  die  der  reellen  Asymptote  parallel  sind. 

Um   die  Gleichung  der  Parabel  auf  die  Aze  zurückzufahren,   drehen 
wir   das   Coordinatensystem    {Xy  y)   um   den  Winkel  (p+n  nach  {x^^  y^\ 

Dann  erhält  sie  die  Gestalt: 

2% 

yi*-  — (a?iE-yiA) 


(A«-rE)x'«  +  Eg«<f'« 


=  0. 


Setzt     man     daher    x^=^x^ 
-7«^»  yi^^-y«»  so  folgt: 

224)         y«*-2ir,-x' 

+^(2»0«-rx«+2AxO=O 

als  Gleichung  einer  Parabel  im  Systeme  Z'. 

Der  Punkt  F\  durch  den  alle  Axen  der  Parabeln  Y  gehen,  hat  also 
thatsächlich  die  Coordinaten  x^O,  y^—  [8.220)]. 


Aus  der  letzten  Gleichung  folgt  noch 
225) 


'= 2^7 


i^'-D- 


wobei  hier  t'  in   der  Richtung  der   positiven  o^-Axe,   also  z.  B.  t'^  in  der 
Bichtung  der  negativen  a;-Axe  gerechnet  ist.     Der  Parameter  ist 


226) 


2p'=2-x'. 


Dabei  ist  zu  bemerken^  dass  die  hohle  Seite  der  Parabel  der  positiven 
oder  negativen  ar^-Axe  zugekehrt  ist,  je  nachdem  p'^0  ist  [eine  ähnliche 
Bemerkung  wäre  zu  208)  zu  machen].  Die  Gleichung  der  Parabel  im  Co- 
ordinatensysteme  (2;^,  y^)  ^^^^  ^^^^  ^^^^  schreiben: 

227)  y^'  ~  2-  x'a?,  -  C|/«+  2^xV  +  Ea'«  =  0. 

Nennt  man  die  Grössen,  welche  im  Parabelsysteme  Z'  den  Grössen  ^, 
!">  A,  E  entsprechen,  bez.  q\  T,  A',  E',  so  wird  man  die  61.227),  ent- 
sprechend 207),  schreiben  können: 

y,«  -  2  q'n%  +  rV«  +  2  AV<f'  +  eV«  =  0. 

Zeifohr.  f.  Math.  u.  Phyik,  XXXV.  Jahrg.    Soppl.  ^1  GoOSk 


>8i 
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Die  Vergleichnng  mit  227)  giebt  folgende  Beziehungen   an  die  Hand: 

228)  3'=f,    r=-!J.    A=^.    £•=£. 
und  umgekehrt  (woraus  schon  die  Beciprooität  folgt)  genan  so: 

229)  g  =  |;.    r=-^,     A  =  ^,     E  =  E'. 

Wir  legen  den  weiteren  Betraohtnngen  des  Parabelsjstemes  T'  das 
Coordinatensystem  {x\  y')  zu  Gronde,  dessen  Axen  der  x-  nnd  y-Axe 
parallel    sind,    und    dessen  Anfang   F'   ist    (s.    die    Pig,    S.  97):    ä  =  », 

y  =  y'H — .     Die  Gleichung  der  Parabel  Z'  in  221)  wird  dann: 

(rc'ctwa)  +  y'Wn»)*  +  2— (««»*»  — y  «in»  «w») 

j(r«n*i»  +  2  A  sinm  cosm  —  q^cos^m)  =  0. 

9 
Durch  Differentiation  nach  cd  erhält  man  die  Hyperbeln ,  die  die  Berührungs- 
punkte bestimmen: 

—  2  (a?'(505  w  +  psinm)  {xsinm  —  ycosn) 

+  2— (2ä  «m»  öMw — y' (oos*»  —  «n*c9)) 

j  [2 A  {cos?m  —  «i»*«)  +  2 (r+  q^sinmooam]  =  0. 


Besondere  Hyperbeln  sind  (a)  =  0,   aa=-jj 


9      r  IT 

Der  Mittelpunkt  &'  des  BOschels  liegt  bei  y'=  0,  x^  — •    Nennt  man  also 

die  Abscisse  von  Qr\  aber  in  der  Richtung  der  negativen  %  -  Aze  gerechnet, 
Vf  so  hat  man 
230)  Ä'=--. 

Geht  man  auf  ihn  zurück :  y  =  17',  o?  =  |'H —  *  so  werden  jene  beiden  Hyperbehi : 

80  dasB  die  Onmdpimkte  des  Bttsohels  dnroh  die  folgenden  Formeln  ge- 
geben sind: 


231) 


Die  Vorzeichen  sind  so  zu  wählen,  dass  gf;  das  Vorzeichen  Ton  —-^erhtli* 
T 

*  Es  liegen  wieder  die  Tier  von  den  acht  Brennpunkten  818),  231),  die  die 
unteren  Zeiger  1  und  2  haben,  auf  einem  Ei^eise,  ebenso  die  mit  den  Zeigen  8,  4. 
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Der  Mittelpunkt  des  Schnittpanktskreises  M'  ist  gegeben  darch 
232)  Ä'(=-a?')  =  i-, 

und  sein  Halbmesser  wird  gefunden 


233)  «  =  ?//»~r-E'f  =  jf/-^(^«-r-E)f 

[vergl.  214),  215),  228)].     Hieraus  folgert  man: 

Die  Schnittpunktskreise  zweier  reeller  conjugirter  Para- 
belsysteme sind  nur  dann  gleichzeitig  reell  oder  gleichzeitig 
imaginär,  wenn  E<0,  d.  h.:  wenn  die  zerfallende  Parabel 
reell  ist. 

Im  Falle  E  =  0  werden  nach  228)  alle  Constanten  des  conjugirten 
Systemes  Z'  Null ;  die  Gleichung  einer  Parabel  Z^  auf  die  Axe  und  Scheitel- 
tangente zurückgeführt  \[x^y  ^3),  s.  die  Fig.  S.  97],  wird  aber  (s.  die  Anm. 
8.  93)  y^'=^^q'%x^  sein,  so  dass  in  diesem  Falle  das  System  Z'  aus  den 
doppelt  gezählten  Geraden  durch  den  Doppelpunkt  der  Cnrye  besteht  (^3^  =  0) 
(vergL  S.  93).* 

Differenzirt  man  221)  nach  co,  multiplicirt  die  entstehende  Gleichung 
das  erste  Mal  mit  — «tnoi,  das  zweite  Mal  mit  eo^oo,  221)  selbst  aber  mit 
00(90»  bez.  5tMa>,  nnd  addirt  beide  Male,  so  gehen  die  neuen  Gleichungen 
henror: 

f  —  ajyH —  »H —  yjma)  =  (Ä*  +  E)cosa>, 

Beseitigt  man  o,  indem  man  diese  Gleichungen  mit  einander  multiplicirt, 
80  ergiebt  sich  genau  wieder  die  Gleichung  der  von  Z  eingehüllten  Cnrye, 
nämlich  202). 

Die  Zuordnung  der  Brennpunkte  zu  den  verschiedenen  Systempaaren 
ist  dieselbe,  wie  bei  den  bicircularen  Curven  vierter  Ordnung.  Insbesondere 
erkennt  man  noch,  dass  mit  Beibehaltung  der  Bezeichnungsweise  S.  35 
z.  B.  die  Berührungspunkte  der  zerfallenden  Parabel  des  Systempaares  I 
mit  den  Mittelpunkten  SD,,  SRs  der  Brennpunktskreise  SBj,  Ss  zusammen- 
fallen (vergl.  eine  Bemerkung  S.  90)  u.  s.  w. 

Um  202)  auf  einen  beliebigen  Punkt  der  reellen  Asymptote 
als  Coordinatenanfang  zu  reduciren,  muss  man  zufolge  203) 


*  Das  Bedprocitätsgeeets  giebt  dann  sofort  den  folgenden  Satz: 
Hat  eine  circulare  Curve  dritter  Ordnung  einen  Doppelpunkt,  nnd 
zieht  man  von  diesem  die  Badienvectoren  nach  der  Gurve,  so  werden 
die  in  ihren  Endpunkten  unter  einem  gegebenen  Winkel  gegen  sie 
gezogenen  Geraden  eine  Parabel  einhüllen;  alle  diese  Parabeln 
bilden  ein  System  Z  (z.B.  ihre  Axen  schneiden  sich  in  einem  Punkte). 

7* 
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setzen.    Alsdann  wird  die  Currengleichung: 


J=o. 


.  (E~^«)«     r(E~g«)»     E(E-y»)  ,  A'-TE     E  +  q\ 

Ist  nun  eine  allgemeine  circulare  Curve  dritter  Ordnung  vorgelegt,  so 
kann  sie  zunächst  auf  ihre  reelle  Asymptote  als  ^-Aze  reducirt  werden, 
so  dass  die  Gleichungsform  196)  entsteht.  Durch  Yergleichung  findet  man 
auf  diesem  Wege  gerade  ftlnf  Bedingungen  ftlr  die  fünf  Unbekannten  g^  u^ 

ö«  — E 
r,  A,  E.     Die  Abscisse  des  Punktes  E  ist  dann  Xj5  =  — ^ — >    mithin   die 

von  a  nnd  M  nach  216)  und  214): 

^)    "-'-i^'  "='-^'  »=^- 

Eine  circulare  Curve  dritter  Ordnung  kann  insbesondere  aus  einem 
Kegelschnitte  und  der  unendlich  fernen  Geraden  bestehen;*  und  dieser 
Fall  muss  selbstverständlich  in  den  abgeleiteten  Gleichungen  mit  enthalten 
sein.  In  der  That,  man  sieht  sofort,  dass  202)  eine  Eegelschnittsgleichung 
wird,  wenn  man  ^=3  0  macht: 

rfl?«  +  2Aa?y  +  Ey«  +  rE-A^  =  0. 
Dabei  ist  ^  =  0,  Z  =  r— E,  Q-  fällt  mit  E  zusammen,  die  Punkte  194) 
werden  zu  den  Brennpunkten  des  Kegelschnittes;  wie  denn  E^  der  Co- 
ordinatenanfang,  wirklich  der  Mittelpunkt  des  Kegelschnittes  ist.  Auch  t 
ist  SS  0,  und  5  =  ^— (r+E)f  der  bekannte  Kreis,  von  dessen  Peripherie^ 
punkten  auf  einander  rechtwinklig  stehende  Tangenten  an  jenen  gezogen 
werden  können.  Die  einhallenden  Parabeln  200)  bestehen,  wie  schon  früher 
(S.  74)  gezeigt  wurde,  aus  den  Paaren  paralleler  Tangenten  des  Kegel- 
schnittes: , , 

Das  conjugirte  System  besteht,  wie  die  Gleichung  221)  lehrt,  aus 
lauter  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  zusammenfallenden  Kegelschnitten, 
wie  denn  auch  die  zugehörenden  Brennpunkte  231)  alle  im  Unendlichen 
liegen,  und  zwar  in  denselben  Richtungen,  in  welchen  die  endlichen  Brenn- 
punkte 218)  liegen,  d.  h.  in  den  Richtungen  der  Axen  des  zu  Grunde  ge- 
legten Kegelschnittes.  Auch  die  acht  noch  ttbrigen  Brennpunkte  liegen  des- 
halb im  Unendlichen.  Aber  durch  die  Combination  der  unendlich  fernen 
Brennpunkte  mit  den  vier  endlichen  ergeben  sich  vier  andere  einhüllende 

*  Auch  aas  einem  Kreise  und  einer  beliebigen  im  Endlichen  liegendes 
Geraden;  vergl.  Beispiel  2,  S.  108. 
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Systeme,  nämlich  jedem  entspricht  ein  CDdlicher  and  drei  uneDdlich  ferne 
Brennpunkte;  die  beiden  Systeme,  die  so  den  reellen  endlichen  Brenn- 
punkten entsprechen,  müssen  dabei  conjugirt  sein,  ebenso  die  den  imaginären 
Brennpunkten  entsprechenden  (yergl.  den  2.  Satz  S.  29).  Einem  solchen 
Systeme  gehören  als  ausschneidende  Hyperbeln  offenbar  die  Geraden  durch 
den  betreffenden  endlichen  Brennpunkt  zu,  als  einhüllende  Kegelschnitte 
aber  die  einfachen  Tangenten  des  gegebenen  Kegelschnittes  (jede  combinirt 
mit  der  unendlich  fernen  Geraden).  Je  zwei  Tangenten,  deren  Berührungs- 
punkte auf  demselben  Brennpunktsstrahle  liegen,  müssen  demnach  als 
parallelazige  Kegelschnitte  gelten,  die  Curve  ihres  Schnittpunktes  aber  als 
Schnittpunktskreis;  d.  h.  der  Schnittpunktskreis  eines  solchen 
Systemes  ist  die  Leitlinie  des  Grundkegelschnittes,  die  zu 
dem  betreffenden  endlichen  Brennpunkte  gehört  (zusammen  mit 
der  unendlich  fernen  Geraden).  Alles  das  lässt  sich  auch  aus  der  Gl.  234) 
ableiten. 

Im  Allgemeinen  gelten  dann  auch  alle  übrigen  Sätze  vom  Systeme  Z, 
die  im  1.  Theile  enthalten  sind.    So  z.  B.  (vergl.  S.  19,  20  und  Anm.  S.  27): 

Irgend  ein  System  entsprechender  Punkte  der  Parabeln  Z 
hüllt  eine  circulare  Curve  dritter  Ordnung  TT  ein,  deren  reelle 
.Asymptote  derjenigen  der  von  Z  eingehüllten  Curve  parallel 
ist;  und  alle  diese  Curven  hüllen  die  eben  genannte  ein,  indem 
jede  sie  dreimal  berührt.  Ihre  endlichen  Doppelbrennpunkte 
erfüllen  eine  Parabel,  deren  Axe  auf  den  erwähnten  Asymptoten 
senkrecht  steht,  nämlich  in  der  Mitte  zwischen  der  Systeroaxe  von  Z 
und  der  des  conjugirten  Systemes  Z'  liegt,  also  durch  den  endlichen  Doppel- 
brennpunkt der  eingehüllten  Curve  geht.  Die  auf  dieselbe  Weise  dem 
Systeme  Z'  zukommende  Parabel  ist  mit  jener  confocal. 

um  diese  Verhältnisse  näher  zu  untersuchen ,  so  ist  zunächst  klar,  dass 
sich  entsprechende  Durchmesser  der  Parabeln  Z  in  einem  Punkte  0  der 
^-Axe  (die  jetzt  der  endliche  Bestandtheil  des  Mittelpunktskreises  ist) 
schneiden.  Diesen  Punkt  nehmen  wir  wieder  als  Anfang  eines  Coordinaten- 
systemes  (Xq^  ^q):  Die  y^-Axe  falle  mit  der  ^-Axe  zusammen,  die  Xq-Axq 
sei  parallel  der  a;-Axe.  Der  Punkt  0  habe  die  Coordinaten  a;  =  0,  y  =  d. 
Die  Gleichung  des  durch  0  laufenden  Durchmessers  der  Parabel  200)  ist 
dann  Xo(i  =  yQiiy  während  diese  Parabel  selbst  jetzt 

{x,a--y,n)^-2xo{dö  +  qK)K  +  2y,{dK^qa)K  +  {r+d^)x^ 
+  2{£i-^qd)xa  +  Eo^^0 

wird.  Für  den  Schnittpunkt  (Endpunkt  des  Durchmessers)  erhält  man 
demgemäss 

und  also  ist  der  Ort  dieser  Punkte,  die  Curve  TT: 

2^aJo(V  +  yo*)-(r+^)V-2(A-g(i)a?oyo-Eyo*  =  0, 
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woraus  man  erkennt,  dass  0  ein  Doppelpnnkt  ist.  ■  Im  arsprttnglichen 
Coordinatensysteme  «,  y  wird  TT  dargestellt  durcli: 

^'^^  +2E(ly-Ed«  =  0. 

Ihr  Doppelbrennpankt  ist  x  =  — . »  y  =  — s >    der   Ort   der 

Doppelbrennpunkte  also  (y~ö-)  =2(* j — )»  ©ine  Parabel,  deren 

Scheitel  der  Doppelbrennpunkt  derScheitelcnrve  [c?  =  0,  also  der  Cnrve 
2^a;(ir*  +  y*)  — ffl?*— 2Afl?y  — Ey*  =  0]  ist,  deren  Axe  mit  der  Mittel- 
senkrechten von  EF'  zusammenföllt,  und  deren  Parameter  gleich  q  (also  halb 
so  gross  als  der  Parameter  der  Parabel  g)  =  0)  ist. 

Die  reelle  Asymptote  ist  allen  Curyen  TT  gemeinsam:  x=^^r-i  also  die 

Gerade,  die  in  der  Mitte  zwischen  der  y-Axe  und  der  Parallele  dazu  dureh 
G'  liegt. 

Den  Kegelschnitt  @,  der  die  Berührungspunkte  einer  Curve  TT  aus- 
schneidet, erhält  man^  wenn  man  die  Gleichung  von  TT  236)  nach  d 
differenzirt: 

237)  d««  +  gfl?y-Aa?-Ey  +  Ed  =  0. 

Dies  ist  stets  eine  Hyperbel  durch  ü.  Die  beiden  Asymptoten  sind 
a;=—  (diese  ist  also  allen  Kegelschnitten  des  Büschels  @  gemein:  die 
ParaUele  durch  &  zur  y-Axe),  und  dx  +  qy =  0  (diese  geht 

stets  durch  M').  Die  beiden  aus  der  Gleichung  des  Büschels  ®  abzulesenden 
besonderen  Hyperbeln  sind  für  (1=0:  grry  —  Ag  — Ey  =  0,  eine  gleich- 
seitige Hyperbel;  für  d  =  Qo:  a;=  + j/—  E|,  d.  i,  die  zerfallende  Parabel 
des  Systemes  Z.  Zwei  von  den  Grundpunkten  fallen  also  ins  Unendliche; 
die  beiden  anderen,  L^y  N^^  sind 
288)  .=  ±^^11,    ,._^. 

d.  h.  [s.  211)]  die  Berührungspunkte  der  beiden  eben  erwShnten 
Curventangenten  o?  =  +  j^— E|  . 

Man  übersieht  sofort,  dass  diese  Punkte  harmonisch  zu  Jf,  M'  und 
symmetrisch  zum  Schnitte  von  MM'  mit  der  y-Axe  liegen.  Alles  das 
stimmt  mit  den  früheren  Entwickelungen  betreffe  der  allgemeinen  bicircularen 
Curven  vierter  Ordnung  überein.  Die  zu  irgend  einer  Cnrve  TT  zu- 
geordnete (d.  h.  dem  conjugirten  Durchmesser  der  Parabeln  Z  entsprechende) 
Curve  TTi  muss  jetzt  stets  die  unendlich  ferne  Gerade  enthalten;  ihre  end- 
lichen Bestandtheile  sind,  wie  man  nun  erkennt,  eben  die  Tangenten 
Ä  =  +  ^— Ef.  So  bleiben  von  den  sechs  Schnittpunkten  von  @  mit  der 
eingehüllten  Curve  nur  noch  drei  übrig  (nachdem  nSmlich  L^  N^  und  der 
ins  Unendliche  fallende  Schnittpunkt,  die  fOr  TT,  gelten,  abgesondert  sind), 
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das    sind    die    Berührungepankte  von  TT  mit   der   eingehtlllten    Curve.  — 
Uebrigens  gilt  der  letzte  Satz  S.  45  und  der  erste  S.  46  unverändert  auch  hier. 

Bei  deoEk  conjugirten  Curyensysteme  TT^  wird  selbstverständlich  das  Mittel- 
loth  -von  EQ  als  gemeinsame  Asymptote  erscheinen;  ferner  werden  wieder 
L^j  N^  Büschelpunkte  von  ®'  sein,  die 
gemeinsame  Asymptote  aller  @'  mit  der 
Parallele  durch  Q  zur  j^-Axe  zusammen- 
fallen und  die  andere  stets  durch  M  laufen.       G'^ 

Die  Hauptsätze  über  die  Systeme  Z     (7 . 

lassen    sich  offenbar,   da  die  Curve  vier 
zur  Asymptote   parallele  Tangenten  hat,        ^^"^"N 
die   sich   demnach  zu   sechs  Paaren'  an-     ^ 
ordnen,  so  ausdrücken: 

Eine  circnlare  Curve  dritter  Ordnung  wird  von  zwölf 
Systemen  dreimal  berührender  Parabeln  eingehüllt;  je  zwei 
Systeme  sind  zu  einander  conjugirt,  d.  h.  sie  gehören  so  zu- 
sammen, dass  ihnen  die  zerfallende,  nämlich  aus  zwei  zur 
reellen  Asymptote  der  Curve  parallelen  Tangenten  bestehende 
Parabel  gemeinsam  ist  und  entsprechende  Tangenten  der 
Parabeln  des  einen  Systemes  eine  Parabel  des  anderen  ein- 
hüllen. In  jedem  Systeme  gehen  die  Azen  aller  Parabeln  durch 
einen  Punkt,  die  Berührungspunkte  der  Parabeln  aber  werden 
von  einem  Büschel  gleichseitiger  Hyperbeln  bestimmt,  dessen 
Grundpunkte  Brennpunkte  der  eingehüllten  Curve  sind.  Ins- 
besondere werden  in  jedem  Systempaare  die  Berührungspunkte 
der  beiden  genannten  Tangenten  von  zwei  Hyperbeln  durch  je 
vier  Brennpunkte  der  Curve  bestimmt;  im  Ganzen  giebt  es 
also  zwölf  solche  gleichseitige  Hyperbeln,  von  denen  je  sechs 
durch  einen  der  vier  Berührungspunkte  der  vier  Tangenten 
laufen. 

Eine  circulare  Curve  dritter  Ordnung,  die  von  einem 
Parabelsysteme,  das  sich  selbst  conjugirt  ist,  eingehüllt  wird, 
zerfällt  nothwendig  in  einen  Kreis  und  eine  Gerade. 


Vierter  Abschnitt, 
Beispiele  ron  eireularen  Garven  dritter  Ordnung. 

%  1.  AnÜBtellung  der  Bestimmungsglelohimgen,  wenn  die  Curve 
symmetrisoh  ist« 

Ist  die  gegebene  circulare  Curve  dritter  Ordnung  zur  x-Axe  sym- 
metrisch, so  erhält  man  aus  234)  für  die  Unbekannten  zunächst  folgende 
zwei  Gleichungen:  .  a  /r-  •     t\ 

239)  2.-^  =  0,    ^^(^±^  =  0. 
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Die  zweite  ist  erfüllt,  wenn  A  =  0,  oder  E  =  —  (zS  woraus  dann  auf  Onind 
der  ersten  folgt:  w  =  0,  bez.  uss-^r— . 

Die  Gleichung  der  Curye  sei 

240)  2):(T*  +  ^?*)  +  8l):«  +  2(5r  +  e  =  0; 

und  man  beachte,  dass  die  übrigen  Coefflcienten  in  234)  sich  wie  folgt  schreiben 

'""'"^        ^^2(E-g«)  +  (E-r-g') 

241)  ,g^2(E-,«)(E-r-.')  +  (E+,.y^^^_A)^ 

Im  ersten  Falle  nun  (A  =  0,  waO)  führe  man  statt  g*,  f,  E  die  neaen 
ünbeloumten  t,  y,  v  ein  vermöge  der  Oleichnngen: 

SO  dass  rückwärts  die  Beziehungen 

243)  eZ  =  t;(l-0,     E  =  i;«(l-€«),     r=2i;«(l- «)(« -y) 
stattfinden.    Dann  gestalten  sich  die  Bedingungen  241)  folgendermassen: 

t;(2f  +  y)      =^51, 

244)  t;«(2£y  +  l)«6, 
v»y      #  =  ^@. 

Setzt  man  aus  der  dritten  dieser  Gleichungen  den  Werth  von  y  in  die 
beiden  ersten  und  entfernt  darauf  aus  diesen  c,  so  bleibt  folgende  Gleich- 
ung für  t;*«Y: 

245)  4Y«-4Y«6+Yae-e«  =  0; 

das  Weitere  wird  bestimmt  durch  die  Gleichungen 

246)  .  =  ±^Y|.    r=^.    .  =  |(S-Y)  =  ^^(?l-|), 
oder  nach  243): 

0.7V  ,Y(Y-6)  ./„     e\ 

r=|(9l-?^).    t;  =  ±/Yf;    A  =  0,  «  =  0. 

Zwei  conjugirte  Systeme  sind  dabei  solche,  die  den  Werth  yod  Y 
gemeinsam  haben,  die  sich  also  nur  durch  das  Vorzeichen  von  v  unter- 
scheiden. .  .  . 

Im  zweiten  Falle  (E  +  (Z*  =  0,  <*  =  ■§—)  »ötze  man 

248)  2y  +  I  =  l; 

dann  werden  die  Bestimmungsgleichnngen 

249)  -43-1  =  «,     2l-w«=(S,    4gt*«  =  e. 
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Aas  ibnen  ergiebt  sich  die  Gleichang  fttr  l: 
250)  P  +  2P«+(9l«  +  46)i  +  4(3lC-e)  =  0. 

Dabei  ist  nach  248),  249): 

8  2.  Erstes  Beispiel:  Die  verall£;emeinerte  Klssoide. 

Auf  der  x-Aze  liege  der  Mittelpunkt  eines  Kreises  (Halbmesser  r)  im 
Abstände  e  vom  Coordinatenanfange.  Vom  Punkte  )r  =  e4'^>  9  =  0  mögen 
die  Badienvectoren  nach  dem  Kreise  und  der  Geraden  gezogen  und  auf  jedem 
das  Stück  von  jenem  bis  zu  dieser  mit  Berücksichtigung  der  Richtung  vom 
genannten  Polpunkte  aus  abgetragen  werden.  Die  so  bestimmten  Endpunkte 
bilden  eine  circulare  Curve  dritter  Ordnung,  die  den  Pol  zom  Doppelpunkte 
hat  und  im  Falle  6  =  r  in  die  gewöhnliche  Kissoide  übergeht;  im  Falle 
e^=  —  r  aber  aus  der  ^-Axe  und  dem  Spiegelbilde  des  Kreises  mit  Be- 
ziehung auf  sie  besteht  Sobald  e<— r  ist,  kommt  die  Construction  offen- 
bar daraof  hinaus,  die  Kreissehne  jedes  Vectors  auf  diesem  von  seinem 
Schnittpunkte  mit  der  ^-Aze  aus  nach  der  Seite  der  positiven  x-Axe  ab- 
zutragen. 

Es  sind  also  die  Fälle  e>r,  e=^r^  r"^  e>^r^  6  =  — r,  c<— r  zu 
unterscheiden.  Im  ersten  und  letzten  ist  der  Doppelpunkt  isolirt,  im  dritten 
hat  die  Curve  eine  Schleife;  vergL  Taf.  IV  Fig.  20. 

Mit  Hilfe  des  Verfahrens  S.  15  findet  man  für  die  Axenbrennpunkte 
der  Curve,  deren  Gleichung 

252)  r(x«  +  i>«)-2x«(6  +  2r)  +  x(6+r)(e  +  5r)-2r(e  +  r)«  =  0 
ist,  folgende  Abscissen: 

253)  XM  =  -(6  +  f)  +  2j/2f(e  +  r)f,    x^^x^^e  +  r, 

so  dass  also,  wie  es  selbstverst&ndliöh  ist,  vier  Brennpunkte  im  Doppel- 
punkte liegen.  Die  ^-Axe  ist  zugleich  die  reelle  Asymptote  der  Curve,  da 
in  der  GL  252)  das  Glied  mit  9*  fehlt  [s.  196)].*  Der  endüohe  Doppel- 
brennpunkt hat  [s.  194),  197)]  die  Coordinaten 

254)  y  =  6  +  2r,    ^  =  0. 

Die  Axenbrennpunkte,  die  nicht  im  Doppelpunkte  liegen,  sind  nach  253) 
nur  so  lange  reell,  als  6>  — r,  ist;  wenn  6  =  — r,  fallen  sie  mit  jenem  zu- 
sammen, wenn  6<  — r,  sind  sie  imaginär,  dafür  aber  dann  ihre  Antipunkte 

255)  x  =  -(e  +  f),    ^  =  ±2j/2r(-e-r)| 
reelL 


*  Unter  den  drei  Brennpunktakreisen  (von  der  x-Aze  abgesehen)  sind  zwei 
zosammenfallende,  also  Nullkreise,  nämlich  im  Doppelpunkte  der  Curve;  der  dritte 
ist  der  Kreis  durch  den  Doppelpunkt,  dessen  Mittelpunkt  der  Scheitel  der  Curve 
r  =  2r  ist;  er  schneidet  sie  selbstverständlich  in  den  Berührungspunkten  der 
Tangenten,  die  von  dem  Scheitel  an  die  Curve  gehen. 
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Jedenfalls  mOflsen  unter  den  zwei  Systempaaren,  die  von  den  Gleich- 
ungen 245),  246),  247)  geliefert  werden ,  zwei  zusammenfallen,  und  dieses 
Doppelpaar  wird  nur,  so  lange  6>  — r  ist,  reell  sein,  wogegen  das  dritte 
Sjstempaar  stets  reell  ist.  Dieses  bezeichnen  wir  durch  Z ,  Z',  jenes  durch 
Z.    Z.  (=Z,.  Z',). 

Es  ist  jetzt  (s.  S.  104)  nach  252) 
2l  =  -4(e+2r),    6=(e  +  r)(«  +  5r),    e  =  -4f(e  +  f)». 
Also  folgt  fBr  Y  nach  Massgabe  von  245): 

Y»-Y*(e  +  r)(c  +  5r)  +  4Yf(e  +  r)»(«  +  2r)-4r»(e  +  r)*  =  0 
(Y-  (e  +  r)«)(Y-  2r(e  +  r))«  =  0, 
Y=(e  +  r)»,    Y,^=Y,)  =  2r(e  +  r). 

Fflr  das  Systempaar  Z,  Z'  erhSlt  man  demgemSss  nach  246),  247)  folgende 
Constanten: 


oder 
d.h. 


Z: 


t>  =  -(c  +  r), 
2r 


Y  = 


«=1, 


e  +  r 
2  =  0, 
r=0,    E  =  0; 


Z': 


y  = 


2r 


t'=-l. 


e  +  r 
i=2{e  +  r), 
r=4(r«-e»),  ^=0, 


so  dass  beide  Systeme  [TergL235),  215),  208),  209),  218)]  durch  folgende 
üebersicht  vollstftndig  dargestellt  werden:* 

Z:  Z': 


256) 


3  =  0,    r=A  =  E  =  0, 

Xs  =  e  +  r,     XM='X6  =  e  +  r', 

I 

«=0,  (=(r— e)x-(r+c)-. 
Azenbrennpunkte:  |    H    T    ' 


g'=2(6  +  r),     r-4(r«-e«), 
A'=E'=0, 

TG=-(e  +  r); 

8  =  2j/2e(e  +  r)],    <'=(r-c)» 

(nur  für  x  =  0  unbestimmt), 

p^2(e  +  r)K', 

jt«-(e  +  r)  +  2^2r(e  +  r)f. 


Der  zerfallende  Kegelschnitt  ist  in  beiden  Systemen  die  doppelt  ge- 
zählte zur  ^-Aze  parallele  Gerade  durch  den  Doppelpunkt.  Z  besteht  aus 
den  doppelt  gezählten  Geraden  durch  diesen;  die  Scheitel  der  Parabeln  Z 
liegen  auf  dem  Kreise,  der  die  Strecke  vom  Doppelpunkte  bis  zum  Schnitte 
der  Curve  mit  der  T-Aze  (d.  h.  bis  zu  ihrem  Scheitel)  zum  Dureh- 
messer hat. 


*  Man  musB  hierbei  beachten,  dass  zufolge  248)  —  =  t;(l+  c),  —  =  29(t~7)iBt 
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Oenaa  ebenso  «rgiebt  sich  für  das  Doppelpaar  Z, ,  T\:* 

ZT  ' 


r  = 


v  =  -j/2r{e  +  r)1, 
e  +  r  c+3r 


:>  »= 


/2r(e+r)f        2/2r(c+r)(' 


257) 


'"=(*-^)C-^-^27(;^). 


r«' 


«  +  3r 


2 


t*  =  c  +  3r->/2r(e  +  r)|, 


ro  =  ^2r(«  +  r)f; 


'  «» 


,/«> — I    *     *  —  ♦■        9    0 


j>  =  jr»; 


\r  =  -(e+r; 


)  +  2>/^^(H-r)P. 


y=. 


e+r         ,  «+3r 


:»  «=- 


^2r(e+r)f  2/2r(e+f)|' 


2'=*-^  +  ^2f(e  +  r)I, 


XB  = n » 


re  =  -]/2r{e  +  r)1i 


B=y2^,  '=-2~*— 2*7 


"  —  1 


p«^x, 


Der  zerfallende  Kegelschnitt  besteht  aus  den  beiden  der  ^-Axe  parallelen 
Geraden  dnreh  den  Doppelpankt  und  den  Scheitel  der  Curye.  Alle  Parabeln 
(und  mithin  auch  der  Schnittpunktskreis)  sowohl  bei  Z,  als  bei  Z'i  laufen 
durch  den  Doppelpunkt,  so  dass  nur  zwei  eigentliche  Berührungspunkte  fiGbr 
jede  Übrig  bleiben.  Beide  Systeme  sind  imaginär,  sobald  e<— r  ist,  wie 
zu  erwarten  war  (nur  die  zerfallende  Parabel  ist  alsdann  reell). 

Für  die  bekannteste  dieser  Curven,  nämlich  die  Eissoide,  ist  «s=r, 
so  dass  hier  Z^  mit  Z  zusammenfällt  (Geradenbüschel  durch  die  Spitze!), 
ebenso  J.\  mit  Z'.  Drei  Azenbrennpunkte  liegen  in  der  Spitze ,  der  vierte 
bei  x  =  — 6r.     Die  Systeme  Z  und  Z'  sind  dann  wie  folgt  bestinmit: 


258) 


Z: 

T: 

g  =  0,    r=A  =  E  =  0, 

g'=4r.    r=A'=E'=0, 

Ts'=rif»=XG  =  2r, 

.iB'  =  2r,    r]if'  =  6r,    to'  =  -2f, 

«  =  0,    t  =  -2r—,  |>  =  0. 

5'=4r,    f=0,    j>'=4rx, 

/T  =  2r, 

r  =  2r. 

fr  =  2r, 
i  =  -6r. 

•  Die  Werthe  von  «,  s',  t,  f  ergeben   sich  leicht  aus  den  Beziehnngen 
E  =  E'=-gi',  r=(e-r)g,  r=[e-r)^. 
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Z  besteht  also  aas  Parabeln  mit  gemeinsamem  Scheitel.    Die  Gleichimg  der 

Curve  ist  dabei 

259)  y(x«  +  9«)-6rT*  +  12r«y-8r»  =  0. 

Im  allgemeinen  Falle  ist  die  Gleichung  (s.  das  System  £)  <s=(r  — e)« 

—  (r  +  c) —  nichts  Anderes,  als  die  Oleichnng  der  Cnrve  in  Polarcoordi- 

naten. 

%  8.  Zweites  Beispiol:  Kreis  und  Gtoade. 

Die  Gleichungen I  die  dieses  Beispiel  betreffen^  können  zwar  auch  durch 
Grenzabergang  aus  denen  des  vierten  Beispieles  S.  75  flg.  abgeleitet  werden, 
doch  ist  gegenwärtig  die  Anwendung  der  Gl.  245)  bis  251)  vorzuziehen. 
Die  Schnittpunkte  der  Geraden  —  die  wir  zur  ^-Aze  nehmen  —  mit  dem 
Kreise,  dessen  Mittelpunkt  auf  der  positiven  x-Axe  liege,  sind  wieder  vier- 
fache Brennpunkte,  ebenso  ihre  Antipunkte.  Der  Halbmesser  des  Kreises 
sei  r,  die  Abscisse  seines  Mittelpunktes  e(]>0).  Ist  6^r,  so  sind  die 
reellen  Brennpunkte  J)  =  0,  )C=±>/?— "HT,  wenn  e  <  r  ist:  t=0, 
^  =  + ^H  — c^f.  Der  endliche  Doppelbrennpunkt  ist  der  Mittelpunkt  des 
Kreises. 

Die  Gleichung  der  Curve  ist 

260)  X  (y»  +  9*)  -  2cx«  +  (e«  -  H)T  =  0, 
sodass  3i:=«4e,  6««»-r«,  (g  =  0 
gesetzt  werden  muss.    Hiemach  werden  GL  245)  und  Gl.  250) : 

Y»-YV-O  =  0,    P-8Pc  +  4J(5e«~r«)-16e(c«-r»)  =  0 

^«^  Y«(Y-(«*-^))  =  0,    a-4e)(a-2e)«-.4r«)  =  0, 

und  haben  die  Wurzeln 

Y»  =  0,  Y=6«-H;  I  =  2(c  +  r),  Z  =  4c. 
Die  ersten  beiden  Wurzeln  hier  und  dort  geben  die  beiden  Systeme, 
die  sich  selbst  conjugirt  sind;  die  dritte  giebt  links  ein  Systempaar,  das 
den  Axenbrennpunkten ,  rechts  eines,  das  den  Schnittpunkten  des  Kreises 
mit  der  Geraden  als  Brennpunkten  entspricht  Wir  bezeichnen  wieder  das 
erste  mit  Z  (=!'))  ^^  zweite  mit  Zj  (=Z'|),  das  dritte  links  mit  Z,, 
Z'g«  Für  Z  und  Z^  erhSlt  man  links  nach  246)  es=oo,  y  =  oo^  also  wenn 
manKmft;=f,  Wmyt?  =  p  setzt,  aus  244):  2/*+^  =  — 2e,  2/*p  =  e*  — r*, 
und  dabei  g  =>  —  /*,  r=  2^^  —  /") ,  E  =  —  /"*  nach  243).    Zunächst  berech- 

net  man  f^g:  /"= ^    >  g^zr—e  für  Z,  f=z—-^^  ^  =  — (r  +  c)  ^ 

Z|.    Auf  diese  Weise   gewinnt  man  ftlr  Z  und  Z,   folgende  Werthe  der 
Constanten:  ,  ,  y    .     v« 

Z:    g  =  -2-.  r=-2-(6-8r),    A  =  0,    E  =  -(^-^j» 

Ä  =  /2r(r  +  c)f,    ^  =  — — x--^._,    p  =  ^x. 
Axenbrennpunkte :  x  =  +  f^c*  — r*f ; 
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e  —  r 


6  —  r, 


262) 


rc  =  05 


?-•)■• 


e  —  r 


Xm  =  C' 


5  =  >/2r(r«6)f,    ^  =  ^x--^ 


e  —  r    a' 


e  —  r 


-X. 


Axenbrennpunkte:  r=  +  ^e*  — r*f. 

Alle  Parabeln  von  Z  nnd  Zj  gehen  durch  die  Schnittpunkte  des  Kreises 
nnd  der  Geraden.  Bei  Z^  wird  der  Kreis  durch  alle  Parabeln  von  aussen 
berOhrt,  bei  Z  einschliessend ,  vorausgesetzt,  dass  e>r.  Die  zerfallende 
Parabel  besteht  aus  der  ^-Axe  und  der  dazu  parallelen  Kreistangente  im 
Punkte  y  =  e  +  r  bei  Z,  bez.  r  =  e  —  r  bei  Z, .  Der  Schnittpunktskreis  von 
I  ist  stets  reell,  der  von  Z,  nur  dann,  wenn  r>e.  —  Genau  dieselben 
Pormelil  261),  262)  folgen  auch  aus  251)  vermittelst  1  =  2  (e  +  r).  — 
Im  üebrigen  lässt  sich  Alles  hierher  übertragen,  was  S.  79 — 81  gesagt 
wurde. 

Wir  kommen  nun  zum  Systempaare  Zj ,  Z'g :  Y=  e*  —  r*,  t?  =  +  ^e*— r*|. 


Aus  246)  zieht  man  y  =  0,  «  =  + 


y^^^ 


g==e-/?--rV, 

r=-2e(e-^?"=7«7), 

A  =  0,     E  =  -r«, 


TÄ  =  e,    yjif  =  2e-^e«-r«f. 

ff  <»* 

Brennpunkte:{j;j^,9=0. 


also  nach  247) ,  235)  u.  s.  w. 

ZV. 


r=-2e(e+/?^:^f), 

A'=0,    E'=-r«, 
XE  =  e,     XM^  2€  +  y^^^J, 

3'=2y7{e+y^^^i)\. 


9  =  0. 


Während  jede  Parabel  der  Systeme  Z  und  Z^  die  Gerade  gar  nicht 
und  ^en  Kreis  an  einer  Stelle  berührt,  berühren  die  Parabeln  von  Z^,  Z', 
<iie  Gerade  an  einer,  den  Kreis  an  zwei  Stellen.  Die  Hyperbeln,  die  die 
Berührungspunkte  ausschneiden,  zerfallen.  Die  Schnittpunktskreise  gehen 
durch  die  Schnittpunkte  der  Geraden  und  des  Kreises.  Die  zerfallende 
Parabel  besteht  aus  den  beiden  zur  Geraden  parallelen  Kreistangenten.  Die 
Parabeln  Zg  haben  ausnahmslos  reelle,  die  Z',  aber  zum  Theile  imaginäre 
Berührungspunkte  mit  dem  Kreise,  wenn  e^r.  Im  letzteren  Systeme  giebt 
es  daher  zwei  reelle  hyperosculirende  Parabeln;  ihre  Berührungspunkte 
(Scheitel)  ergeben  sich  als  Berührungspunkte  der  Tangenten ,  die  vom  Brenn- 
punkte T  =  — f^e*  — Hf  an  den  Kreis  gezogen  werden  k5nnen. 
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Wenn  e<^r  ist,  sind  beide  Systeme  imagin&r. 

Zum  Schiasse  möge  noch  gezeigt  werden,  wie  sich  die  beiden  Systeme 
▼on  Parabeln  ergeben,  die  aas  den  Geraden  durch  den  einen  oder  anderen 
Schnittpunkt  des  Kreises  mit  der  Geraden  bestehen.  Nimmt  man  nBmlich 
die  Wurzel  I  =  4e  (S,  108),  so  erh&lt  man  unmittelbar  aus  251)  9  =  0, 
u=  +  >^H  — c*,  denn  es  ist  2l  =  — 4c,  6  =  — (H  — c*).  Die  beiden 
Systeme  sind  symmetrisch  zu  einander  mit  Beziehang  auf  die  r-Aze,  wes- 
halb wir  nur  das  eine,  das  dem  auf  der  positiven  t)-Axe  liegenden  Schnitt- 
punkte entspricht  (w  =  +  ^^  — ö^)»    weiter  verfolgen.     Man  erhSlt  zwar 

r=A  =  0,   aber   —  =  I  =  4c,    ^  =  2tt  =  2l/r*-eV;    demnach    ist   das 

ff  q. 

System  folgendermassen  analytisch  ausgedrückt: 

g^O,     r=A  =  E  =  0; 
Tä  =  TM  ==  To  =  0,    5k  =  9»  =  9»  =  Yr^  —  t?] ; 


264) 


5  =  0,  ^  B=  2  {e%  +  ^H  — e^f<y)  (nur  för  g) s=  -^  unbestimmt),  p  =  O5 
Brennpunkte:  T  =  0,     t^  =  ^r*  — e*f. 


Dabei  ist  9  von  der  geraden  Linie  durch  den  Schnittpunkt  5  =  ^r*  — «"f, 
die  der  negativen  r-Axe  parallel  ist,  aus  gerechnet. 

Alles ,  was  über  das  Beispiel  S.  75  ^gg.  und  hier  über  das  Beispiel  2 
entwickelt  worden  ist,  iSsst  sich  hinterher  ohne  Mühe  auch  rein  syntheüseh 
beweisen. 


Schlussbemerkung. 

Von  den  SStzen,  die  sich  durch  üebertragung  des  ersten  Abschnittes 
dieser  Abhandlung  auf  die  allgemeinen  Curv.en  vierter  Ordnung  vom  Ge- 
schlechte 1  ergeben,  sind  namentlich  die  über  die  Doppeltangenten  von 
Interesse. 

Gegeben  sei  eine  Curve  vierter  Ordnung  €  vom  Geschlechte  1.  Dann 
giebt  es  vier  Kegelschnitte,  die  durch  die  beiden  Doppelpunkte  und  je  vier 
von  den  16  gegenseitigen  Schnittpunkten  jS^  der  Tangenten  laufen,  die  sich 
von  den  Doppelpunkten  an  die  Curve  legen  lassen.  Die  Pole  der  Ver- 
bindungsgeraden d  der  Doppelpunkte  mit  Beziehung  auf  diese  vier  Kegel- 
schnitte seien  P^  P,,  P3,  P^.  Die  je  zwei  Tangenten  an  die  Curve  in 
den  Doppelpunkten  selbst  haben  vier  gegenseitige  Schnittpunkte;  verbindet 
man  diese  kreuzweise  mit  einander  durch  gerade  Linien,  so  ergiebt  sich 
als  Schnitt  beider  ein  neuer  Punkt  D.  Dann  gelten  folgende  Sätze  für  die 
Doppeltangenten  der  Curve  (S: 

I.  Von  den  28  gegenseitigen  Schnittpunkten  der  acht 
Doppeltangenten  fallen  vier  mit  P^,  P,,  P3,  P4  zusammen;  die 
übrigen  24  liegen  zu  je  vier  auf  sechs  Kegelschnitten«  die  sich 
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gegenseitig  in  den  Doppelpunkten  berühren.  Der  gemein- 
same Pol  der  Verbindnngsgeraden  d  der  Doppelpunkte  mit 
Beziehung  auf  diese  sechs  Kegelschnitte  fällt  mit  D  zusammen. 
(Die  Schnittpunkte  irgend  eines  Doppeltangentenpaares  mit 
d  liegen  harmonisch  zu  den  Punkten,  in  welchen  die  Geradeui 
deren  Schnittpunkt  D  ist,  d  treffen.) 

II.  Es  giebt  24  Kegelschnitte,  von  denen  jeder  durch  die 
Berührungspunkte  eines  Doppeltangentenpaares  und  noch 
durch  Tier  von  den  Schnittpunkten  8  hindurchgeht  Jeder 
Punkt  S  liegt  auf  sechs,  jeder  Doppeltangentenbertthrungs- 
pnnkt  ebenfalls  auf  sechs  von  diesen  24  Kegelschnitten. 

Leipzig,  im  September  1889. 
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